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Предисловге, 

Составляя предлагаемый учебникъ, мы имфли вЪ виду: 1) 

расположить матер!алъ геометр!и по возможности въ строгой и 

вм$стф съ т$мъ доступной ученикамъ системЪ; 2) каждую ком- 

бинащю геометрическихъ элементовъ только тогда вводить въ 

разсмотрфн!е, когда возможно показать геометрическое ея су- 

ществован!е; 3) ввести въ курсъ вполнЪ обстоятельно и воз- 

можно ранфе рфшене задачъ на построенше. Для этого, раз- 

смотр$вши прямую лино, взаимное положен!е прямыхъ (углы) 

и частные случа, сюда относящиеся (периендикулярность п па- 

раллельность), мы разсматриваемъ окружность и ея отношен!я 

къ каждому изъ разсмотр5нныхъ прежде элементовъ; а затЪмъ 

уже переходимъ къ разсмотрфи!ю фигуръ и ведемъ далфе из- 

ложеше въ томъ порядк$, который сохраняется болфе или ме- 

не во всЪхъ учебникахъ геометри. Такое расположенше, пред- 

ставляя ясную для учениковъ систему (сперва учене о лин1яхъ, 

потомъ о фигурахъ), позволило намъ достигнуть больштаго по- 

рядка въ изложен!и отдфльныхЪъ главъ и избфжать возвращен!я 

къ одному и тому же предмету по нфскольку разъ. Такъ мы 

могли придать большую цфльность и законченность отдЪлу о фи- 

гурахъ, изложивъ всЪ ихъ свойства (кромЪ относящихся въ по- 

доб1ю) въ одномъ м$стф и по ясной для учениковъ програмыЪ: 

свойства сторон; све ааа угловъ, соотношене между углами 

и сторонаж@вавенстй жингуръ. Точно такъ же большую цфль- 
пость и закошчеваосивиилхие миа статья объ окружности. ВслЪд- 

стве принатаго расвавикен4. намъ не пришлось, напр., изло- 

живъ статью о треугожьвинжжъ, снова зозвращаться къ нимъ 
послф параллельныхъ лин, для того чтобы вывести выражен!е 

суммы угловъ треугольника. КромЪ того, введя въ статью объ 

окружности подробное изсл$ доване взаимнаго положен!я прямой 

лин и окружности, а также двухъ окружностей, мы могли ввес- 

ти посл этой главы вполнф обстоятельно рёшене задачъ на 
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построене. При другомъ расположен!и матерала ггометри, же- 

лая послЪ статьи о треугольникахъ ввести рьшене задачъ на 

построен!е, обыкновенно даютъ нфкоторыя теоремы, относяпияся 

къ окружности, илн по крайней мЪрЪф понлт!е объ этой кривой 

лини. Но этого далеко недостаточно для полнаго разъяснения 

задачъ, ибо для изслфдован!я возможности задачи, числа рфше- 

н1й л т. д. необходимо знать условя пересЪчен!я и касания 

окружности и прямой, а также двухъ окружностей, такъ какъ 

большинство задачъ приводится къ отыскан!ю точекъ пересЪ- 

чен!я и касаня прямой съ окружностью или двухъ окружностей, 

я р8ёшая напр. задачу о построен!и треугольника по даннымъ 

сторонамъ его, мы, получивь два треугольника, удовлетворяю- 

ще условмямъ задачи, не можемъ безъ упомянутыхъ св дЪн!й 

утверждать, что такихъ треугольниковъ можетъ быть только два. 

Геометр!и въ курс среднихъ учебныхъ заведен!й придается 

съ полной справедливостью значене практической логпки. Но 

чтобы преподаваше теометраи дЪйствительно получило такое 

значене, учапийся съ самаго начала курса долженъ получить 

понят!е о характер геометрическихъ доказательствъ и въ свя- 

зи съ этимъ понятя о состав геометрической теоремы и о не- 

обходимости пзвзстныхъ допущен! или акс1омъ. Вс эти по- 

нят!л удобнфе вывести изъ анализа какихъ либо отдЪльныхЪ 

теоремъ, и мы выбрали для этой цфли теоремы о сравнительной 

величин ломаныхъ, пи$ющихъ общия конечныя точки; теоре- 

мы эти п помфщены тотчасъ послЪ изложения свойствъ прямой. 

Играя роль вспомогательныхъ теоремъ въ главЪ о треугольни- 

кахъ, онф строго къ ней не относятся и потому могутъ быть 

выдфлены въ особый отдЪлъ. 

Давши въ первой глав самыя необходимыя повят!я о метод 

геометр!и, мы сочли полезнымъ снова вернуться къ этому пред- 
мету, когда учашиеся уже достаточно мавамдютъ на частныхъ 

случаяхъ приемами геометрическихъ де ельствъ, чтобы сдф- 

лать общий обзоръ всфхъ этихъ &@р1емайыйах к ябедуих соотно- 

шен!я, существующя между прив обевТвой и поотивополож- 

ной теоремамп. Такой пересмотръ ‚8 ромащффсьма важиаго обра- 

зовательнаго значения, можетъ послужить хорошимъ средствомъ 
для повтореня и уяснен!я всего пройденнаго. Удобный для 
этого случай представился при изложеши теорми предфловъ 
(глава Х). 

При опредЪлен!и длинны окружности мы предпочли допустить 
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безъ доказательства, чте объемлющая ломаная больше объек- 

лемой кривой лини; иначе говоря—мы принали безъ доказа- 

тельства, что окружность есть предлъ периметровъ правиль- 

ныхъ вписанныхь и описанныхъ многоугольниковъ. Чтобы не 

вводить такого допущен!я, можно былобы, какъ это сдЪлано въ и3- 

которыхъ руководствахъ геометр!и, поставвт/, прежде однородную 

теорему о площади круга и уже изъ нея сдЪлать выводъ относитель- 

но окружности; но не говоря уже о непослдовательности та- 

кого изложения, оно грфшитъ и правильностью, тавъ какъ изъ 

сравнительной величины площадей фягуръ нельзя дФлать зак- 

лючене о ихъ периметрахъ; иначе не было бы и вопросовъ о 

фигурахъ, ииБющихъ наибольшую площаль при олинакихъ пе- 

риметрахъ, и т. под. 

Основан!я, по которымъ за длину Еривой принимается пре- 

дфлъ вписанныхъ и описанныхъ ломаныхъ, когда прямыя, ихъ 

составляющ!я, стремятся къ нулю, изложены нами въ мелкомъ 

шрифт$. 

Книга наша снабжена достаточнымъ запасомъ задачъ (1576). 

Эти задачи, начиная съ главы У, когда число ихъ могло быть 

значительно увеличено, распредВлены на три категории: 1) за- 

дачи на вычислен!е, 2) на доказательство теоремъ и 3) на по- 

строенге. 

Каждая теорема, которая только допускала это, снабжена 

задачами на вычислен!е; задачи эти, особенно въ начал препо- 

даван!я, важны въ томъ отношенш, что при помощи ихъ поня- 

тя изъ новой для учащагося области пространства перево- 

дятся въ знакомую ему область числа. 

Задачи на доказательство теоремъ подобраны въ первыхъ гла- 

вахъ такъ, чтобы учащиеся или упражнялись въ тЪхъ пр1емахъ 

доказательства, съ которыми имъ пришлось ознакомиться въ 

пройденной главф, или подготовлялись къ премамъ, которые 

встрВтятся въ слЗдующей главЪ; такъ послЪ главы о перпен- 

двкулярахъ помфщено „ЯЪСкозько теоремъ, требующихъ нало- 

жен!я, съ чВиъ ученики познакомились въ этой главф, и н\- 

СскольБо теоремъ объ углахъ двухъ прямыхъ лин! съ сфкущей, 

что понадобится для теоремы о параллеляхъ. Примфняя эти 

приемы самостоятельно, ученики лучше могутъ вдуматься въ 

нхъ сущность и понять ихъ, чфиъ будутъ избавлены отъ за- 

учиван!я доказательствъ наизусть. Въ послфдующихъ главахъ 

мы выбирали для упражнен!я въ самостоятельномъ доказательств 
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учениками теоремы, боле внтересныа по своему содержанию 

и совокупность которыхъ представляла бы нВчто ц%40е; такимъ 

образомъ мы ввели много теоремъ, относящихся къ высотамъ 

треугольника; къ лимямъ, дфлящимъ пополамъ углы треуг.; въ 

вписаннымъ кругамъ; теоремы о наибольшихъ и наименьшихъь 
фигурахъ по площади и по периметру и т. под. 

Задачамъ на построен!е мы предпослало изложене способовъ 

р8шен!я, показавъ на нзсколькихъ образцахъ прим нене этихъ 

способовъ. Кром того, желая указать учащимся на связь, су- 

ществующую между различнымя частями математики, препо- 
даваемымиы въ среднихъ учебныхъ заведеняхъ, мы изложили 

способъ р®ёшен!я геометрическихъь задачъ путемъ составлен!я 

уравненЙ и построевшя ворней ихъ. Сообразно съ этимъ, у насъ 

указано, какямъ образомъ строятся различныя формулы. ВсЪ 

главныя задачи на постровше рзшены въ соотв$тствующихъ 
хзетахъ вурса. Въ стереометр!и мы ограничились задачами на 
вычислен!е. 
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ВВЕДЕНИЕ. 

1. Всякй предметъ, существующй въ природф, ваз. физически мь 
ттъломь; такъ напр. кусокъ дерева, камень, книга — все это тфла. 
Тфла имфють различныя свойства, которыми они отличаются другъ 
отъ друга; но есть и такмя свойства, которыя принадлежать вефмъ 
т№ламъ безъ исключения; такъ напр. всЪ тфла состоять изъ какого 
нибудь вещества, имбютъ вЪсъ, форму, величину, способны вагр®- 
ваться и т. под. Въ числ такихъ общихь свойствъ тлъ свойство 

имфть величину и форму зависить отъ того, что всякое тфло зани- 
маеть нфкоторую часть пространства; это общее свойство тфдъ наз. 
протяженностью. Такъ какъ разсматривать въ одно и тоже время 
№сЪ свойства тЪлъ было бы затруднительно, то протяженность раз- 
сматриваютьъ отдфльно отъ другихъ свойствъ, и для этого вообра- 
жають тьла, не состоящя изъ вещества; таюя, на самомъ (фл 

несуществующия, тБла наз. тжюлами зеометрическими. Итакъ 1о- 
метрическимь тъломь наз. озраниченная со всъЪъть сторонь часть 

пространства. Предъль или граница тъла, ичаче говоря—то, что 
отдфлнетъ тЪло отъ окружающаго его пространства, наз. поверхно- 

стью тфла. На чер. 1-мъ представлено тфло, наз. хубомь; оно, какъ 
видно, ограничено шестью отдЪльными гранями, которыя всЪ вы$- 
ст и составляютъ поверхность его. Поверхность тфла, представлен- 
наго на чер. 2-мъ и наз. цилиндром», состоитъ изъ трехъ различ- 
ныхъ частей: вижней, верхней и боковой. Предъль или граница 
поверхности наз. линлей; такъ 

каждая грань поверхности куба Чер. 1. Чер. 2. 
ограничена четырьмя лин!ями, ко- 
торыя отдфляютъ эту грань отъ 

сосфднихъ съ ней граней. Верх- 
ная поверхность цилиндра отдЪ- 27/7 
ляется отъ боковой поверхности И 
также ливней. Предъль или гра- 
ница лини наз. точкой; такъ 

каждая лишя, отдЪляющая одну!) 

гравь куба отъ другой, ограни- 

чена двумя точками. Если мы разрьжемъ сверху внизъ цилиндръ 
(чер. 2), то и лини, которыя отдфляютъ верхнюю и нижнюю по- 
верхность его отъ боковой поверхности, также будуть разрзаны на 
ДВЪ части, причемъ каждая часть будеть ограничена двумя точками. 

2. Всякое ТЪло занииаетъ пространство по тремъ направленямъ — 
справа на 1%80, спереди назадъ, сверху внизъ; иначе говоря, ж ло 

*мъеть три измтреня—Млину, ширину и вышивку, вышина наз. 
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иногда толщиной (напр. толщина книги), а иногда глубиной (напр. 

глубина ямы). Въ н®которыхъ тВлахъ, напр. въ кубЪ, вс измЪре- 

ния вполнф замфтны; въ другихъ же, напр. въ кускф необдЪланна- 

го камня, въ шарЪ (чер. 3) и т. под. они не такъ явственны. 
Поверхность, какъ граница тТФла, имъеть только два измъ- 

Чер. 3. ремня — длину и ширину; лия, какъ пре- 
дълъ поверхности, имъеть только одно из- 
мъреме — длину; точка — предълъ лини— 
не имтъеть никакою измюремя, накакой ве- 
лИЧИНЫ. 

Геометрическия тфла, поверхности и лини 
наз. зеометрическими протяженями: тЪ1о 

есть протяжене трехъ изм ренй, поверхность 
—вухъ, лин1я— одного измфреня. 

Всякая часть тфла есть также тфло, ибо она имфетъ всЪ три из- 
мфреня; часть поверхности есть также поверхность; часть лин!и есть 
линия. Точка же частей не ныфетъ. Поэтому было бы невЪрно ска- 
зать, что линя состоить изъ точекъ, поверхность представляетъ 
рядъ послфдовательныхъ лин, или тЪло состоитъ изъ поверхностей. 

Если мы вообразимъ, что точка движется и оставляеть за собой 
слЪдъ (подобно тому, какъ движене остря карандаша по бумагЪ 
оставляетъ дфйствительный слфдъ, или какъ острие быстро движу- 
щейся тльющей спички оставляетъь кажущИЙся огненный слФдъ), то 
этотъ слБдь и будетъ лиш я. Представивъ себЪ, что движется ливня, 
мы получимъ поверхность; отъ движеня поверхности получится т%- 
ло. Такой взглядъ на образован!е геометрическихь тлъ, поверхно- 
стей, лин посредствомъ двяжешя приноситъ большую пользу во 
многихъ случаяхъ; не слЪдуеть только упускать изъ виду, что этотъ 
способъ происхожденя геометрическихъ протяжен! можно только во- 
образить, но ни въ какомъ случаЪ нельзя выполнить на самомъ дЪлЪ. 

3. Поверхности, лини и точки отдъльно отъ тъль суще- 

ствоватъ не моиутъ; но при рёшенш различных вопросовъ часто 
приходится разсматравать ихъ отдфльно; наир. если дЪло идетъ о 
высотЪ башни, намъ ифтъ надобности разематривать всЪ измфреня 
башни, и мы будемъ разематривать только протяженте объ одномъ 
измфренш; при опредфлеши величины озера мы обращаемъ впимане 
только на величину его верхней. наружной поверхности; до глубины 
же озера намъ нфть дла; если наконецъ мы хотимъ узнать, сколь- 

ко воды помфстится въ какомъ нибудь бассейнЪ, то должны обратить 
вниман!е на всф три измфрешя этого бассейна. 

4. Чтобы удобнфе было изсяфдовать геометрическая протяжешя, 
ихъ представляють на чертежЪ; но при этомъ не должно забывать, 
что ТВ точки или черты, которыя мы проводимъ на бумагЪ или на 
доскЪ, суть только изображен!я точекъ или лиш геометрическихъ; 
на самомъ же дл онф имфють и длину и ширину и толщину, сяЪд. 
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суть физическия тЪла. Точки означаются буквами; такъ на чер. 4-мъ 
поставлены четыре точки А, В, С, Ш); означая точки различными 
буквами, мы имЪфемъ возможность изъ н$скольвихЪъ точекъ отличить 
именно ту, о которой мы хотимъ говорить. Линш означають нЪекочль- 
кими буквами, поставленными при различныхъ точкахъ; так на чер. 5 
представлены лини АВСШО и ЕЕС. 

9. Разсматривая лиши, отдфляющия одну отъ другой грани куба 
(чер.1) иотдфая - Чер. 4. Чер. 5. 
ющя боковую В В р 

поверхность ци- в А 
линдра (чер. 2) с г 
отъ его верхней . с 
и вижней по- А р = 
верхности, зам$- - 

чаемъ между ними 
существенное различе: первыя суть линш ирямыя; вторыя наз. хри- 
выми лишями. Каждый хорошо понимаетъ, какую лин!ю надо наз- 

вать прямой, какую кривой; но опредЬлить вполнЪ точно, что такое 
прямая лишя, невозможно: понят!е о прямой лини принадлежить къ 
такъ называемымъ основнымь понятямь, каковы напр. поняйя — 
пространство, время, которыхъ опредЪлить нельзя. Линйя, состоящая 
изъ прямыхъ, какъ вапр. лин!я, ограничивающая грань куба, или 
линя АВСД (чер. 5), наз. ломаной. Итакъ ломаной линей наз. 
такая, которая состоить изь прямылхь линий, но сама не есть 

прямая; наконецъ т» лини, которыя не прямыя и не ломаныя, 

наз. кривыми; такова линя, ограничивающая верхнюю пли нижнюю 
часть поверхности цилиндра, а также лия ЕРС (чер. 5). 

6. Поверхности бываютъ также прямыя и кривыя; каждая грань 
куба, а также верхняя и нижняя поверхность цилиндра, суть прямыя 
поверхности или ялоскости; а боковая поверхность цилиндра, также 

и поверхность шара, суть поверхности кривыя. Ребро обыкновенной 
линейки, если только линейка вЪрна (а мы вскорЪ узнаемъ, какъ 

повфрить линейку), иредставляетъ прямую линю; къ каждой грани 

куба можно гдБ угодно приложить линейку ребромъ, и она будетъ 
плотно прилегать къ грани, такъ что между линейкой и гранью ие 
останется нихакого промежутка; точно также можно Чер. 6. 
приложить линейку къ верхней и нижней поверхно- 
сти цилиндра; стало быть ио плоскости можно про- 
вести прямыя лини во вефхъ направленяхъ, и эти 
лин!и будуть лежать на плоскости вефми своими 
точками. Но если мы приложимъ хинейку къ боко- 
вой поверхности цилиндра или тфла, изображеннаго 
на чер. 6-мъ и наз. конусомь, то она не во всЪхъ 
направленяхъ будетъ прилегать плотно къ поверх- 

ности каждаго изъ этихъ тфлъ; къ шару и вовсе нельзя приложить 
1 
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линейку такъ, чтобы она прилегала къ его поверхности; иначе го- 
воря—по боковой поверхности цилиндра и конуса можно провестя 
прямыя лини только по нфкоторымъ направленямъ; а по поверхности 
шара и вовсе нельзя провести прямыхъ лин. Такимъ образомъ пря- 
мой поверхностью ИЛИ плоскостью наз. такая, по которой мож- 

но представить себъ прямыя лини во всякомь направлении; то- 
верхности же, не имфющия этого свойства, т. е. тая, по хоторымь 
или вовсе нельзя провести прямыхь лиш или можно провести ить 
только по нъкоторымь направлешямь, наз. поверхностями кри- 
выми. 

7. Изельдоваме свойствь зеометрическить протяженй и спо- 
собовь мхъ измъреня составляетъь предметь зеометри. Слово зе0- 

метрзя значить землемтме и указываетъ на первоначальное про- 
исхожден!е этой науки изъ потребности измЪрять разстояня и уча- 
стки на поверхности земли. Научное развит!е геометр!и принадлежить 
древнимъ Грекамъ, отъ которыхъ къ намъ перешло и ея назван!е. 
Изъ греческихъ ученыхъ замЪчателенъ въ особенности Евклидъ (300— 
250 г. до Р. Х.). Геометрия раздфляется на начальную иди элемен- 
тарную и высшую. Начальная геометрия разсматриваетъ только про- 
стьйшия протяжен!я, а именно прямую линю, плоскость; тЪла, огра- 
виченныя плоскостями, изъ кривыхъ лишй въ ней разематривается 
только одна лин1я, наз. окружностью; это та лия, которая огра- 

ничиваеть верхнюю и нижнюю поверхность цилиндра; изъ тЪлЪ съ 
кривыми поверхностями въ начальной геометр!и разсматриваются ци- 
линдръ, конусъ и шаръ. Начальная геометрия раздЪляется на ялани- 
метрзю и стереометрею; въ первой разсматриваются протяженя, 
которыя помфщаются на одной плоскости; во второй— протяжешя, 
которыя не могуть быть помфщены на одной плоскости. Планиметрия 
наз. также геометрией на плоскости, а стереометр!я—геометрей въ 
пространетвЪ. 
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АНИ МЕТРТЯ. 

ГЛАВА 1. 

Прямыя и ломаныя лини. 

8. Свойства прямой ЛИН. Каждую прямую линию мы 
можемь представить себъ продолженною въ объ стороны д0 без- 

конечности. Если вообразимъ на прямой лин!и какую нибудь точку, 
то эта точка раздфлитъ прямую на двЪ части; но каждая часть все 
еще будетъ неограничена съ одной стороны; поэтому для ограни- 
ченя прямой необходимы двъ точки. 

Возьмемъ двф точки Аи В (чер. 7); черезъ нихъ можно во- 
образить безчисленное множество ломаныхъ и кривыхъ лин; но 
прямую линю только одну. Итакъ черезь двь точки можно про- 
вести только одну прямую лин; это свойство прямой, отличаю- 

Чер. 7. Чер. 9. 

Е 
т, а 

щее ее отъ другихъ лин, можно выразить еще такъ: положеше 
прямой лини опредъляется двумя точками. 

На чертежф прямая линия означается двумя буквами, поставлен- 
ными при какихъ нибудь ея точкахъ, напр. лишя С (чер. 8); 
если ливня будетъ ограниченная, то буквы ставять при концахъ ея, 
напр. прямая АВ; ограниченную прямую означають также иногда 
одной буквой, напр. прямая т, прямая а. 

Черезъ какую нибудь точку О (чер. 9) можно провести множество 
прямыхъ лин!й АВ, СО, ЕЕ....; такъ какъ точка О лежитъ на всЪхъ 
этихъ линияхъ, то ее называють общей точкой прямыхъ АВ, СШ.... 
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Если каюя пибудь двЪ точки А и В лежать на цвухъ прамыхъ 

линяхъ, напр. на СХ и ЕЁ, то лини СЛ и ЕЕ сливаются въ 

ОДНУ, созтадають, потому что черезъ двЪ точки А и В нельзя про- 

вести двухъ прямыхъ линй. И такъ если деф прлмыя лини имт- 

ють двъ обиля точки, то онъ совпадають на всемь своемь про- 

тяжен:и. Поэтому двЪ несовпадающя прямыя не могуть имФть б0- 

лфе одной общей точки; напр. лини АВ и СД (чер. 10) имфють 
общую точку О и несовпадаютъ при этомъ; потому другой общей 
точки онЪ имЪть не могутъ. Такя прямыя ливи наз. пересъкающи- 

мися. Изъ предъидущаго слЪдуетъ, что двю прямыя момуть пере- 
съкаться только в5 одной точкъ. 

Возьмемъ дв точки А и В (чер. 11); между ними можно, какъ 

Чер. 10. Чер. 11. 

А—_ р 

р 

мы знаемъ, провести нфсколько кривыхъ и доманыхъ лин!Й и только 
одну прямую АВ; прямая АВ будетъ короче лий АСВ или 
АЛВ...; вообще прямая есть самая короткая изъ вефхъ лин, 
имфющяхЪ съ ней общая конечныя точки, ипаче говоря—жрямая 
линая есть кратчайшее разстояне между двумя точками; поэтому 

разстояше одной точки отъ другой считается по прямой лини, и 
изм рить это разстояне значить опредфлить длину прямой лини, 
проведенной между данными точками. 

9. Черченше прямой лини. Прямыя лиши чертятся посред- 
ствомъ линейки; кладутъ линейку на бумагу или на доску и прово- 
дять по краю ея черту карандашехъ, мъломъ и т. под. Если при этомъ 
не назначено точекъ, черезъ которыя должна проходить прямая лишя, 
то линейку можно положить въ какомъ угодно мЪфестЪ бумаги или 

Доски—и тогда можно провести сколько угодно прямыхъ лин!й. Точно 

также можно провести множество прямыхъ и въ томъ случаЪ, если 
будеть дана только одна точка, черезъ которую должна проходить 
прямая; въ обоихъ этихъ случаяхъ задача будетъ неотредъленною °. 

» Задача ваз. неопредъленною, если она допускаеть множество р-шенй; 
такова папр. слфдуютая задача: 24 пуда муки разсыпаны поровву въ нфсколь- 
ко мфшковъ; сколько мфшковъ? М$фшковъ можетъ быть различное количество, 
смотра по тому, сколько насыизно муки въ каждый м%фшокъ; если напр. въ 
каждомь мфшкф по пулу, то мфшковъ 24: если по подпуду, то 45; если по 2 
фунта, то мфиковъ 480 и т. д. 
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Если бы требовалось провести прямую такъ, чтобы она проходила 
черезъ 3, 4..., вообще больше, чфмъ черезъ 2 данныя точки, то это 
требоваше не всегда можно было бы исполнить; иначе говоря, такая 
задача не всегда была бы возможна. ДЬйствительно, мы знаемъ, что 
чрезъ каждыя дв изъ данныхъ точекъ можно провести прямую ли- 
ню; но можеть случиться, что остадьныя данныя точки не лежать 
на этой прямой. Итакъ чтобы задача о проведения прлмой была возмож- 
на иопредъленна, она должна быть дана въ такомъ видЪ: черезь двть 

данныя точки А и В провести прямую линию. Тогда кладемъ ли- 
нейку па бумагу или на доску такъ, чтобы точки А и В (чер. 12) ле- 
жали на ребрЪф ея, и потомъ проводимъ черту по краю линейки. Черта 
эта будетъ представлять прямую лин!ю ислЪд. задача будетъ рёшена 
вЪрно, если линейка вЪрна, т.е. если ребро ея дфйствительно пред- 
ставляетъ прямую лин!о. Чтобъ повфрить линейку, нам чаютъ на бумаг% 
двЪ точки и проводятъ черезъ нихъ лин!ю, какъ указано выше; потомъ 
поворачиваютъ линейку около ребра (чер. 13) я опять проводятъ по то- 

Чер. 12. Чер. 13. 

А В 

му же ребру лин!ю; если эта лин{я совпадаетъ съ той, которая проведена 

прежде, то линейка вЪрна; если же н®тъ (чер.14), то линейка не вфрна. 

Если нужно продолжить данную прямую АВ (чер. 15), то 
Чер. 15. 

св 

прикладываютъ къ ней линейку такъ, чтобы какя нибудь двФ т0ч- 

ки Си В прямой находились на ребрф; потомъ проводятъ по реб- 

ру линю ° 

10. Сравнен!е прямыхъ лин. Положимъ, что требуется 

сравнить прямыя АВи СР (че. Чер. 16. 

16). т. е. узнать, равны ли онЪ, и 
если не равны, то какая изъ них А-В 
больше. Для этого надо наложить одну 
линю на другую, напр. СО на АВ, 

такъ чтобы точка С совпала съ Ав о 

прямая СР пошла по А В; затфмъ надо „ 
смотрёть, куда упадетъ точка Д. Если 

* Пряхыя лин! проводятся также посредствомь шнурка, натертаго мфломъ, 

углемъ, вообще какимъ иибудь краслщимъ веществомъ: укрфиивши этотт 

мвурокъ въ двухъ точкахт на доскф или бумагф такъ, чтобы онъ быль натя- 
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ГД упадеть въ В, то прямая СШ совмъстилась съ АВ исяфд. эти 
прямыя равны между собою. Если 7) упадетъ между точками Аи В, 
напр. въ точкф РЕ (чер. 17), то СР меньше АВ; ваконецъ, если р 
упадеть въ точку Е (чер. 18) на продолжени АВ, то СОЪАВ. 

Чер. 17. Чер. 18. 

А РГ ов Абв 

о 

——[—_ п 

Чтобы выполнить это наложеще на самомъ дЪлЪ, употребляютъ цир- 
куль. Циркуль состоить (чер. 19) изъ двухъ ножекъ а и 6, которыя 
соединены между собою винтомъ такъ, что могуть раздвигаться больше 
или меньше; оканчиваются ножки стальными остраями; одна изъ ножекъ 
вынимается, и вмЪсто нея можно вставить мФдный рейсфедеръ съ ка- 
рандашемъ или перомъ. Въ хорошемъ циркул$ ножки, будучи сдвинуты, 
даютъ только одинъ проколъ на бумагЪ. Чтобы наложить прямую СО 
на АВ (чер. 16), беремь СП) циркулемь, т.е. ставимъ одну ножку 
въ точку С, а другую въ Д, и затфмъ, не измЪняя растворешя цир- 
куля, ставимъ одну ножку его въ А, а другую налини АВ или на 
ея продолжени, смотря по тому, какая изъ данныхъ лин! больше. 

Рьшене задачи о сравнеши двухъ прямыхъ показываетъ также, 
какъ на данной прямой отложить часть, равную друюй данной 
ярямой. 

И. Сложенше и вычитан!е прямыхъ лин. Если на прямой 
АВ (чер. 20) возьмемъ точки Си), то АВ будетъ состоять изъ пря- 

Чер. 19. мыхъ АС, Ср и ОВ; слЪ д. прямую 
АВ можно разсматривать какъ сум- 
му прямыхъь АС, СР и ОВ, атак- 
же и какъ сумму прямыхъ АС и СВ 
иаи АД и ОВ; т.е. АВЕАС-- 
+Ср-ЬВ и АВ=дАС+ СВ. 

Чер 20. 

Ь (7 д С Ь 
В 

Наобороть, СВ есть разность прямыхъь АВ и АС, т. е. СВ= 
—=АВ— АС. Отсюда заключаемъ, что прямыя лини можно скла- 
дывать и вычитать. 

нутъ, приподнимаютъ его за средину и потомъ опускаютъ; удариешись о бу- 
магу или доску, шнурокъ оставить на нихъ слфдъ, который и будетъ прямая 
дин1а. Какимь образомъ проводятся прямыл лини по поверхности земли—мы 
увидимъ въ послЪдств1и. 
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Чтобы найти сумму прямых т, пр (чер. 21), беремъ произволь- 
ную прямую АР, откладываемъ на ней циркулемъ отъ точки А часть 
КАС—т; потомъ отъь С Чер. 21. 
часть Ср — п; наконецъ т. п 
оть ДР часть ДЕ = р; р 
прямая АЕ—=т- яр. 

Чтобы вычесть прямую С р Е 
СО изъ АВ (чер. 22), А Е 
откладываемъ отъ А часть АЕ — СО; тогда ВЕ будетъ разность 
АВи СШ. 

9. Умножене прямой линш. Умножить значить взять сла- 
таемымъ нЪеколько разъ или цъ- Че. 22. 
лое множимое или какую нибудь 
часть его; напр. умножить 3/, на == 
5 значить 3, повторить слагае- 
мымъ 5 разъ; умножить 12 на 3/. 
значить восьмую часть 12-ти Е В 

повторить слагаемымъ 3 раза. 
При этомъ, какъ извЪфетно, множитель всегда долженъ быть чи- 
сломъ отвлеченнымъ; поэтому и прямыя ливи можно умножать только 
на отвлеченныя числа, а нельзя умножить линшю на лин!ю. Если требу- 
ется прямую АВ (чер. 23) умножить на 3, то стоитъ только на неопре- 
дъленной прямой отложить части ММ, МР, РФ, равныя АВ; тогда 
МО—=ЗАВ и представитъ произведенше АВ на отвлеченное число 3. 
Еслибы нужно было умножить А.В на 3/,, то для этого надо бы прежде 

АВ раздЪлить на 5 рав- Чер. 23. 
ныхъ частей и за тЪмъЪ 
одну такую часть увели- д. в 
чить втрое; поэтому ум- 
ножен!е прямой лини на 

Р М дробное число мы мо- 
жемъ произвести только 
тогда, когда будемъ знать, какъ дЪлится лия на равныя части. 

13. ДБлеше прямыхъ лини. При дЪлеши бываютъ два слу- 
чая: или надо раздфлить какую нибудь величину на другую величину, 
однородную съ первой, или же надо раздфлить величину на отвлеченное 
число. Въ первомъ случа$ частное будетъ отвлеченное число, показыва- 
ющее, во сколько разъ одна величина больше другой или какую часть 
одна величина составляетъ отъ другой; напр.раздфлить 6 фун. на2 пуда 

значить найти, какую часть двухъ пудовъ составляютъ 6 фун.; такъ 
какъ 2 пуда—80 ф., то 6 фун.—‘/„—?/„ двухъ пуд. Если же мы дЪ- 
лимъ какую нибудь величину на отвлеченное число, то или узнаёмъ, 
какъ велика будеть какая нибудь часть этой величины (это будетъ 

въ томъ случаЪ, когда дфлитель цфлое число), или опредфляемъ цЪ- 

М 



лую величину по даннымъ ея частямъ (въ случаЪ, если дВлитель бу- 
деть дробь). Такъ, для 3 пуда на 8, мы находимъ 8-ю часть трехъ 
пудовъ — она равна 15 фун.; дЪля 3 пуда на */,, находимъ величину, ко- 
торой */, составляютъ 3 пуда; для этого, какъ извфстно изъ ариеметики, 
должно 3 пуда умножить на 9 и произведене раздЪлить на 8; тогда 
и найдемъ ?7/,—3?/, пуда. Такъ какъ дЪлеше на дробь есть ДЪйстве, 
составленное изъ двухъ дЪйств!—дЪфлен!я на числителя и умножешя 
на знаменателя, а умножене прямыхъ лин!Й на цфлое число мы уже 
показали, то при дфлени прямыхъ лин нужно разсмотр$ть только 
два случая: 1) раздъьлить прямую на нъсколько равныль частей 

и 2) раздълить одну прямую линзю на друщю. Цля рБшешя пер- 
вой изъ этихъ задачъ недостаточно тЪхъ знаюй, которыя мы теперь 
имфемъ, хотя легко понять, что эта задача возможна; такъ какую нп- 
будь прямую АВ мы можемъ умножить на 5, 7...., вообще на вся- 
кое цфлое число; слфд. эта прямая АВ и будетъ пятая, седьмая... 

части той лини, которая выражаеть произведеше АВ на 5, 7.... 
Займемся же рьшешемъ второй задачи, т. е. покажемъ, какъ дЪ- 

лить одну прямую линю на другую. 

14. Опредълене отношешя между двумя прямыми. 
Когда находять, во сколько разъ одна величина больше другой или 
какую часть одна величина составляеть оть другой, то говорятъ, 
что опредфляютЪ зеометрическое отношенае между величинами; по- 

этому и задача о дБленш одной прямой на другую обыкновенио дает- 
ся въ такомъ видЪ: найти зеометрическое отношенле двухь дан- 

ныхь прямыль, напр. АВи СШ (чер. 24). Чтобы узнать, во сколь- 
Чер. 24. ко разъ АВ больше С), надо 

узнать, сколько разъ СД можетъ 
уложиться въ АВ. Для этого 
беремь СЛ царкулемъ и откла- 
дываемъ по АВ оть точки А, 

пока это будетъ возможно. Если 
при послфднемъ отложеши конецъ циркуля упадетъь въ точку В, то 
СР будеть содержаться въ АВ ровно иЪфеколько разъ, а именно па 
нашемъ чертежв три раза; слфд. АБ больше СО въ 3 раза, пли 

Чер. 25. геом. отношене АВ кь 
Е СШ равно 3; наоборотъ 

В СЬ:АВ==1.. Но мо- 
жеть случиться ‚что пря- 
мая СЛ укладывается 

=) ВЪ АВ (чер. 25) не ров- 
но 3 раза, а съ остат- 

комъ РВ; тогда мы можемъ сказать только, что геом. отн. АВ кь 
СР больше 3, или что СЛ) составляеть менфе трети АВ; а чтобы 
въ точности опредфлить отношене между данными линями. нужно 

А 

опеных 
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найти такую прямую лашю, которая бы содержалась безъ остатка въ 
обфихъ данныхъ лишяхъ АВ и СО; тогда, отложивъ эту лин по 
АВ и СШ и сосчитавъ, сколько разъ она содержится въ каждой изъ 
данныхъ лин, мы узнаемъ и отношен!е лин. Дйствительно, если эта 
лин!я содержится въ АВ напр. 23 раза, а въ СД семь разъ, то от- 
ношене АВ къ СЛ и будеть ?3/., или СЛ) будетъ составлять 7/.: АВ. 

Такая ярямая линя, которая содержится вь двуль (или нтъ- 
сколькить) прямылхь 0езь остатка или цтлое число разь, наз. об- 

щей мърою данныхь линй. 

И такъ для опредфленя отношения между двумя прямыми нужно 
умЪфть найти ихъ общую мЪфру. Цокажемъ, какъ это дфлается. 

15. Нахождене общей мБры. Нахождене общей мфры двухъ 
прямыхъ основывается на слЗдующихъ положеняхъ. 

1) Общая мъра можеть быть равна меньшей изь даннылть 
лиий, но не можеть быть больше ел. ИЪйствительно, если мень- 
щая прямая содержится въ большей ровно ифсколько разъ, то она 
и будетъь общей мфрой, такъь какъ въ самой себЪ она укладывается 
одинъ разъ безъ остатка. Всякая же прямая, большая меньшей ли- 
ни, не можеть уложиться въ этой послфдней пи одного раза, а по- 

тому и не можеть быть общей м$рою. 
2) Если меньшая линля не укладывается въ большей цтълое 

число разь, то общая мъра меньшей прямой и полученнаю при 

наложензи остатка будеть общей мтрой и для данныть прямыль. 

Дъйствительно, положимъ, что СО (чер. 26) укладывается въ АВ 

два раза съ остаткомъ ЕВ. Чер. 26. 
Если какая нибудь прямая 
ММ уложится ровно нЪсколь- д 
ко разъ въ СО и ЕВ, то 

она уложится безъ остатки с 
въ АВ, такъ какъ АВ — 
—=АР+ЕВ=2СО+ЕВ.а Мм 
въ каждой СЛ и въ ЕВ пря: 
мая ММ, какъ мы сказали, укладывается безъ остатка. 

Ноложимъ теперь, что нужно найти общую мфру прамыхъ Ки @Н 
(чер. 27).Такъ какъ какъ общая мфра не можеть быть больше СН, то 
пробуемъ, не будеть ли СН общей иЪрой; для этого откладываемъ 

Р 

Чер. 27. 

ЕКА Ве" 

6Н по КГ; пусть СН уложится вь КГ три раза съ остаткомъ 



МГ. Общая мЬра между КГ и СН будеть таже, какъ между ЧН 
и МГ; поэтому ищемъ общую мЪру для СН и МГ, и такъ какъ 
она ие можеть быть больше МГ, то пробуемъ, не будеть ли МЁ 
общей мЪрой; для этого откладываемь МГ по @Н; пусть она уло- 

жится въ @Н два раза съ остаткомъ №МН. Будемъ искать теперь 

общую мЪру для МГ и МН, такъ какъ она будеть общей мЪрой 

прямыхъ СН и МГ, а сл$д. и данныхъ прямыхъ КЁ и СН. Про- 
буемъ, не будеть ли М№МЫ общей мфрой между МГ и МН, для чего 

накладываемъ №МН по МГ, и пусть она отложится ровно 3 раза; слфд. 

МН есть общая м8ра между МЁ и МН, а потому и между данны- 

ми прямыми КГ и СН. Сосчитаемъ теперь, сколько разъ общая мЪра 
МН будеть содержаться въ каждой изъ данныхь прямыхъ. Такъ 

хакъ МГ=ЗМН, то @Н=2 МГ-- МН=6 МН-- МН=7 МН; сл\д. 
КГ—=3СН-+ МГ—21 УН-- 3№МН—=24АМН. Йтакъ общая мФра въ 
КГ, содержится 24 раза, а въ @Н семь разъ; поэтому отношеше 
КГ, вкь СН равно %/.; наобороть @Н : КТ /,.. 

Вообще, если общая мЪфра въ какой нибудь прямой -1.В содержит- 
АВ_т 

ся т разъ, а въ прямой СД содержится ® разъ, то Ср=в; #8 

бое С ® обороть рт. 

16. Прямыя соизмЪримыя и не соизифримыя. Изъ предъ- 
идущаго видно, что нахождеше общей мЪры имЪетъ большое сходство 
съ нахожденшемъ общаго наибольшаго дЪлителя двухъ чиселъ посред- 

ствомъ послЗдовательнаго дёленшя. Есть однако и существенная раз- 
ница между этими двумя дЪйствями: для, при нахождени общаго 

наиб. дфлит. двухъ чиселъ, большее число на меньшее, меньшее на 
первый остатокъ, первый остат. на второй и т. д., мы непремфино 
дойдемъ до такого остатка, который содержится ровно ифеколько разъ 
въ предъидущемь остаткЪ, ибо каждыя два числа непремфнно имфютъ 
общимъ дЪлителемъ единицу; таклмъ образомъ при отысканш общ. 

наиб. дфлит. дЪйств!е непремфнно окончится. При отысканш же 0б- 
щей мЪфры можетъ случиться, что сколько бы мы ни продолжали по- 
слЪдовательное наложене, мы все будемъ получать остатки и ни- 
когда не дойдемъ до такого остатка, который содержался бы въ 
предъидущемъ ровно н$сколько разъ; тая лини слфд. не будуть 
нифть общей мёры. Прямыя, имъющая общую мъру, наз. соиз- 
мъримыми; а не имЪъющя ея— несоизмъримыми. 

17. Опредълен!е отношеня двухъ несоизмфримыхъ пря- 
мыхъ. Такъ какъ для опредфленя отношения между двумя прямы- 

ми надо знать ихъ общую имЪру, а несоизу5римыя прямыл общей мЪры не 
имфють, то и отношен!е между такпии прямыми нельзя опредфлить со- 
вершенно точно; но, какъ мы сейчаетъ увидимъ, его можно опредфлить 

съ какимъ угодно приближенемъ, т. е. можно выразить это отпошенше 
тавимъ числомъ, которое отъ истиннаго отличалось бы меньше чЪиъ на 
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Лоо» На */1оов› На '/.з..., вообще менфе, чЪмъ на какую угодно дробь 
1 ь 
. (Очевидно, что нельзя выразить отношеше такимъ числомъ, которое 

отъ истиннаго отличалось бы ровно на '/;о, /1о.,., такъ вакъ тогда 
придавъ или вычтя 1/;5, '/1оо-.. Изъ найденнаго отношения, смотря ио 
тому, меньше или больше оно истиннаго отношеня, мы бы нашли и 
это послфднее; между тьмъ его найти нельзя). Положимъ же, что 
требуется опредълить отношене двухь несоизмъримыль прямыль 
АВ и СШ (чер. 28) съ точностью до 1/,, т. е. такъ, чтобы это 
отношеше разни- Чер. 28. 
лось отъ истиннаго м 
меньше ч$мъна!/,. А ты 

Для этого надо раз- 
дълить прямую СО С о 

на 5 равныхъ ча- 
стей и пятую часть 
ея откладывать по 
АВ, начиная отъ одного изъ концовъ АВ, напр. отъ точки А; пя- 
тая доля СЛ не можеть уложиться въ АВ ровно нфеколько разъ, 
потому что тогда она была бы общей мёрою АВ и СО; между тёмъ 
данныя линш несоизмфримы. Положимъ, что пятая часть СД’ уло- 
жилась въ АВ семь разъ съ остаткомъ ЕВ; слЪд. чтобы отложить 
ее 8 разъ, надо бы продолжить АВ до точки напр. М. 

Такъ какь у, СД отложилась въ АЕ семь разъ, въ АМ восемь 
разъ, а въ СД пять разъ, то отношене АР къ СР равно 7/,, а 
отношеше АМ къ СО равно 3/;; но данная лия АВ больше АЕ 

и меньше АМ, слЪд. отношеше АВ къ СО будеть > 1 и<\/; 

иначе говоря, отношенше А В: СО содержится между 7/, и */,. Разность 
между дробями 8/; п 7/; есть '/,; поэтому отношене А Вкъ СД отъ 5 

АВ 
в и '/ь отличается меньше чЪмъ на '/з, и положив — А? 

мы сдфлаемъ ошибку меньше чЪмъ на 1/,. 

Если бы требовалось опредфлить отношеше СЛ къ АВ съ преж- 
ней точностью, то надо бы АВ раздЪяить на 5 частей и одну часть 
откладывать по СО. 

Если бы требовалось найти отношеше прямыхъ АВи СД съточ- 
ностью До '/ло, "ло... М», ТО надо бы СД раздЪлить на 10,100... 

вообще на ю равныхъ частей. Замфтимъ въ заключеше, что такъ какъ 

мы еще не умБемъ дЪлить прямую на равныя части, то и не можемъ 

пока опредЪлять отношене двухъ прямыхъ съ даннымъ приближенемъ. 

18. Изифреше прямыхъ. Измърить какую нибудь величину 
значить опредълить отношенме ея къ друюй величинъ, однород- 
ной сь ней, принятой за единицу. Для измЪрешя лишй въ Росаи 
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приняты различныя м$ры: футь, дюймъ, сажень, и проч, При изм$- 
ренши прямыхъ, начерченныхъ на бумагЪ, обыкновенно единицею слу- 
жить дюймъ. Желая опредфлить длину прямой АВ (чер. 29), берутъ 

Чер. 29. 

5 10 15 20 

ЫЪ,АМм В 

ее циркулемъ и накладываютъ на ребро линейки ММ, раздЪленной 
на десятыя доли люйма, начиная оть конца М; если при этомъ дру- 
гая ножка циркуля упадеть между 15 и 16 дБлешями, то длина 
АВ>/ в и < / 5 Дюйм.; слЪД. положивь А В1,5 или 1,6 дюйм., 
мы дБлаемъ ошибку менфе 0,1 дюйма или опредфляемь отношене 
прямой АВ къ дюйму еъ точностью до 0,1. 

Такимъ образомъ длину всякой прямой мы можемъ выразить числомъ, 
измфривъ ее какой либо единицей; наоборотъ, зная число, выражаю- 
щее длину какой нибудь прямой, мы можемъ начертить или, какъ 

говорять, построить эту прямую; такъ если прямая==4 вершкамъ, 
то отложивъ на произвольной прямой линш оть какой нибудь точ- 
ки ея 4 раза прямую въ 1 верш., мы и получимь прямую=4 верш. 
Частб не указываютъ, въ какой именно единицф выражена прямая 
числомъ; напр. говорятъ прямая @; для построевя ея принимаемъ 
за единицу какую нибудь произвольную прямую и чертимъ лин!о, 
содержащую а такихъ единицъ. 

19. Ломаныя лини. Если нужио узнать, на сколько одна ломаная 
линя, напр. АВСЛЕ (чер.30) больше пли меньше другой А.В, С,О., 
то сложивъ отдЪльныя прямыя АВ, ВС.....и А. 1, В, С,..., изъ кото- 
рыхъ состоить та и другая ломацыя лини, мы получимь цв пря- 
мыя, изъ коихь одна будетъ равна одной ломаной, другая— другой. 
Найдя разность этихъ прямыхъ, мы будемъ знать и разность лома- 
ныхъ. Но въ нЬкоторыхъ частныхъ случаяхъ, для сравненя лома- 
ныхъ нфтъь надобности прибфгать къ такому способу, а можно лома- 
пыя сравнивать и непосредственно. Мы здЪеь укажемъ только один 
такой случай, который пригодптея намъ въ послЬдетви. 

20. Возьмемъ прямую АВ (чер. 31) и дв точки С.П, лежашия 
Чер. 30. Чер. 31. 

Е 

х 

В 

> 1 „9 =) 
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внЪ этой прямой и притомъ по одну сторону ея. Соединивъ Си Дсъ 
Аи В, получимъ двф ломаныхь АСВ и АШВ, состоящихъ каж- 
дая изъ двухъ прямыхъ. Эти ломаныя могутъ расположиться одна 
внутри другой, какъ представлено на чер. 31 и 32, или же могутъ 
пересЪкаться (чер. 33)°. Въ первомъ случаЪ (чер. 31и 32) ломаная 
АСВ наз. вньъшней, а А) В—внутренней. Весьма легко сравнить 
ломаныя АСВ и АДВ въ томъ случаЪ, когда (чер. 32) у нихъ есть 
общая часть АД; при этомъ остальными частями ихъ будутъ лома- 
пая ДСВ п прямая ДВ, проведенныя между точками Л) и В. Такъ 
ккъ ДВ<ОСВ, потому что прямая есть кратчайшее разстояне между 
двумя точками, тои АД--ОВ<Ар+-ОСВ, пли АДВ<АСВ, по- 
тому что если къ неравнымъ величинахъ (Ви ОСВ)придать поровну 
(по АО), то суммы получатся не равныя, и меньщая сумма полу- 
читея отъ меньшей величины. Итакъ если ломаныя имфють общую 
часть, то ломаная внутренняя меньше ломаной внЪшней. 

Когда об ломаныя не имъютъ общей части (чер. 34), то для срав- 
Чер. 32. Чер. 33. Чер 34. 

в А 

неня ихъ ипродолжимъ одну изъ прямыхъ, составляющихъ внутрен- 
нюю ломаную, напр. АД, до пересъченя съ вн-шней въ точкф Е®®. 
Разематривая ломапыя АСВ и АЕБ, замЪфчаемъ, что онф имъютъ 
общую часть ЕВ и что первая изъ нихъ есть внфшняя; точно так- 
же ломаныя АРВ и АДВ пмЪютъ общую часть АД, и первая изъ 
них есть виБшняя; поэтому, на основави предъидущаго случая, 
АСВЪАЕВ; а АЕВ>АШБ; сльд. и подавно Чер. 35. 
АСВЬАДБ; т.е. и въ этомъ случаЪ, а слЪд. и 
вообще вньшняя ломаная больше внутренней. 

21. Еели ломаныя АСВ и АРВ (чер. 35) 
нересБкаются, то отдаляя точку С или точку Г) 
но линямъ АСи ВО, можно поперемЪнно 
дБлать то линю АСВ>АДВ, то наобороть д 
АОБ>АСВ; въ этомъ случаф слЪд. нельзя 

ы Заифтимъ, что зоманыя АСВи АЛВ (чер. 33) могутъ перес$каться толь- 
ко въ одной точкф, потому что другая точка могла бы получиться только отъ 
пересфчен!я отраниченныхь прямыхь АСи ПВ; а для этого прямая АС дол- 
жна идти между АД и АВ, и тогда обф конечныя точки прямой ВС нахо- 
дились бы по одну сторону прямой АЛ и с2%д. между ВС и АШие п0с1$д0- 
вало бы перес$чен1я. 

** Пересфчеме это должно необходимо послфдовать, вотому что прямая АД 
можеть быть продолжена вправо до безконечности и потому должна выйтР э3Ъ 
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вывести заключеня объ относительной длинЪ ломаныхъ лин; но 
за то, какъ сейчасъ увидимъ, можно вывести другое важное свойство 
ломаныхъ. 

На основанши свойства прямой имфемъ 

А0С0>АС 

и Ор-+-ОВ>РВ. Если мы сложимъ почленно 
эти неравенства, то отъ сложеня первыхъ частей неравенетвъ полу- 
чииь АД--ВС, потому что АО+-ОР=АР и СО+-ОВ=СВ; а 
отъ сложеншя вторыхъ частей получимь АС-+-ДВ. Такъ какъ пер- 
выя части неравенствъ больше вторыхъ, то и сумма первыхъ частей 
больше суммы вторыхъ, слд. АД--СВ>АС-+ОВ; т.е. сумма 
пересъкающихся частей ломаныхь больше суммы частей не пе- 

ресъкающихся. Итакъ мы нашли, что если дзъ ломаныя, состоящёя 

каждая изь двуть прямыхь, имюющия обийя конечныя точки и 
расположенныя тю одну сторону прямой, соединяющей эти точ- 
ки, находятся одна внутри друюй, то ломаная внъиняя боль- 

ше внутренней; а если онъ пересъкаются, то вь нить сумма 

пересъкающихся прямыть больше суммы не пересъкающихся. 

22. Еслибы намъ до этого вывода предложиди сказать, что больше 
въ чер. 35-мьъ—сумма ли пересфкающихся или сумма не переефкающихся 
прямыхъ, то мы затруднились бы дать отвЪтъ по одному взгляду на чер- 
тежъ; а если бы и могли, то на такое суждеше по глазом ру нельзя по- 
лагаться: чувства наши не рЪдко обманывають наеъ; такъ, если мы 
стоимъ въ концЪ длиннаго корридора, то намъ кажется, что противопо- 
ложный конецъ его и ужел ниже того конца, въ которомъ мы находимся; 
между тБиъ на самохмъ дълЪ корридоръ вездЪ имфетъ одинакую вышину и 
ширину. Можно бы достигнуть нашего вывода о сравнительной величин® 
АС+-ОВилр-- СВ, найдя въ дЪйствительности ту и другую сумму 
и сравнивъ полученныя такимъ образомъ прямыя; но и такой выводъ не 
можеть быть вполнЪ точнымъ, такъ какъ онъ зависить оть того, на 
сколько точны инструменты, посредетвомъ которых будетъ исполненъ 
чертежъ, необходимый для сравнеша прямыхъ, а также и отъ искусства 
того, кто будетъ дБлать чертежъ. Такъ, если мы примфнимъ этотъ спо- 

Чер. 36. собъ къ чер.36-му, то увидимъ, что суммы 
со, АСВ) и Ар- ВС будуть такъ мало 

отличаться одна оть другой, что мы мо- 
жемъ счесть ихъ равныхя. Наконецъ, 
главный недостатокъ разематриваемаго 
према состоитъ въ томъ, что сдБланный 
при помощи его выводъ можеть быть 

А В отнесенъ только къ тому чертежу, надъ 

ограниченной части плоскости АСВ, причемъ иересфкаться съ АВ она не 
><жетъ, такъ какъ уже имЪетъ съ пей одву общую точку А 
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которымъ онъ сдЪланъ; распространить же его на всф подобные чер- 
тежи, сдфлать его общимь нельзя, такъ какъ, очевидно, такихъ 

чертежей можетъ быть безчислениое множество. 
Вебхъ этихъ недостатковъь можно избфжать, дфлая выводы такъ, 

вакъ мы сдфлали въ первый разъ, т. е. помощью разсужден!1й. ДЪй- 
ствительно, 1) этотъ приемъ относится ко всЪмъ чертежамъ, потому что 
во всякомъ чертежь всегда отрфзки пересфкающихся прямыхъ, при- 
легающе къ каждой изъ прямыхъ неперес$кающихся, составятъ лома- 
ную линю, имфющую съ одной язъ непересфкающихся прямыхъ общ!я 
конечныя точки, и сл$д. всегда сумма этихъ отрфзковъ будеть больше 

прямой непересфкающейся; 2) онъ не зависитъ оть точности чертежа: 
мы говоримъ, что отрЪзви АОи ОС (чер. 35) составляютъ ломаную 
лин!ю не потому, что мы видимъ это на чертеж, а потому, что между 
точками Аи С, мы знаемъ, проведена уже прямая АС и слЪФдов. дру- 
гая лия АОС будеть уже не прямою; а какъ АО С состоитъ изъ пря- 
мыхъ, то она должна быть ломаною. Замфтимъ, что выводъ, получае- 
мый помощью разсужденй, можетъ быть сдфланъ п безъ чертежа: чер- 
тежъ служить только для облегченя; иначе намъ пришлось бы вообра- 
жать всЪ ть линш, о которыхъ идеть дзло. 

23. Выводъ относительно свойствъ ломаныхъ лин! мы сдфлали, 
основываясь на двухъ, извЪстныхъ намъ, свойствахъ прямой лини, 
а именно: 1) что прямая есть кратчайшее разстояе между двуия 
точками и 2) что между двумя точками можно провести только одну 
прямую. КромЪ того мы пользовались еще слЪдующими соображе- 
вями: 1) если къ неравнымъ величинамъ придадимъ поровну, то 
большую сумму получимъ отъ большей величины; 2) если изъ трехъ 
величинъ первая больше второй, а вторая больше третьей, то пер- 
вая и подавно больше третьей; 3) если къ двухъ неравнымъ вели- 
чинамъ прибавимъ—къ большей большую величину, а къ меньшей 
меньшую, то первая сумма будетъ больше второй. ВсЪ эти свойства 
прямой лини и вообще величинъ настолько просты, что истанность 
ихъ становится очевидною для каждаго, кто только вдумается въ 
ихъ выражене и пойметъ, о чемъ идеть рЪфчь. Въ самомъ дфдф, 

никто не можеть представить себЪ между двумя точками лин!ю ко- 
роче прямой; никто не можетъ допустить, чтобы отъ сложешя двухъ 

равныхъ величинъ съ неравными получились равныя суммы. Выво- 
ды о свойствахъ ломаныхъ, сдБланные нами на основави вышеиз- 
ложенныхъ, несомнЪфнно вЪрныхъ, свойствъ величинъ, также долж- 
ны быть вЪрны. 

91. \коюмы и теоремы. Такимъ образомъ геометрическия про- 
тлженя, какъ и вообще величины, имфють свойства двухъ родовъ: 

одни свойства вполнЪ очевидны; друггя не могутъ быть признаны 
несомнЪнными съ перваго взгляда, и въ истинности ихъ мы убфж- 
даемся только посл нФкоторыхъ разсужденй. Истины, которыя 
вполнЪ очевидны, наз. аксомами; истины. въ справедливоств ко- 
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торыхъ мы убЪъждаемся только послф нЪфкоторыхъ разсужденй, наз. 
теоремами. Рядъ разсужденй, убЪждающихъ насъ въ справедливо- 
сти какой нибудь теоремы (геометрической или вообще математиче- 
ской), наз. доказательствомь. При доказательствЪ теоремъ прихо- 
дятся основываться или на акоомахъ или на прежде доказанныхъ 
теоремахъ; такъ при доказательств теоремы, что вообще ломаная 
внутренняя меньше ломаной внфшней, мы основывались на доказан- 
номъ раньше случаЪ, когда обЪ ломаныя имЪли общую часть. Кромф 
акс1омъ, перечисленныхъ нами, есть еще нЪсколько; напр. дв$ величи- 

ны, равныя порознь третьей, равны между собою; если отъ равныхъ 
величинъ отнять поровну, то и остатки получимъ равныя, ит. под. 

Безъ акс1омъ обойтись нельзя; дфйствительно, еслибъ приведенныя 

нами акс1омы и можно было доказать, то при доказательствахъ надо 

бы основываться на истинахъ, еще бол%е простыхъ и очевидныхъ, 

которыя надо было бы принать безъ доказательства; стало быть преж- 

ня акс1омы сдфлались бы теоремами, но за то явились бы акс1омы 
НОВЫЯ, Впрочемъ надо всячески стараться сокращать число акс1омъ, 

и если какое либо свойство геометрическаго протажен!я кажется оче- 

виднымъ, то прежде, ч$мъ признать его акс1омой, необходимо у6%- 

дитьса, что его невозможно доказать на основан!и принятыхъ рань- 

ше акс1омъ и доказанныхъ теоремъ. 

25. Разсматривая доказанную нами теорему о внЪшней и внутрен- 
ней ломаной, мы зам чаемъ въ ней двЪ части: во второй части дЪ- 
лается заключене 0 сравнительной величинЪ обфихъ ломаныхъ; а 
въ первой объясняется, при какихъ обстоятельствахъ или условаяль 
можно сдЪлать это заключене. Такъ изъ теоремы видно, что не 
всегда можно завлючить, что внутренняя ломаная меньше внфшней, 
а лишь тогда, когда каждая изъ нихъ состоить изъ двухъ пря- 
мыхъ лин, когда ломаныя имфютъ общия конечныя точки и рас- 
положены по одну сторону прямой, соединяющей эти точки. Подоб- 
нымъ образомъ, и вс вообще теоремы состоять изз двуть час- 
тей: условзя и заключения. 

26. Бывають теоремы, на столько простыя, что доказательство 
ихъ состоить только въ указани на какую либо акс!ому или преж- 
де-доказанную теорему; такмя теоремы наз. слъдстваями. 

27. ДВЪ такя теоремы, что одно изъ условй первой теоремы 
является заключешемъ во второй, а заключене первой является въ 
числЬ условй второй, наз. взаимнообратными; при этомъ одна изъ 
теоремъ (какая угодно) наз. прямой, а другая— обратной. Есяи 

доказана прямая теорема, то нельзя дЪлать заключеня, что и обрат- 
ная теорема вЪрна. Возьмемъ напр. ариеметическую теорему: если 
множитель какого либо произведеня дЪлится безъ остатка на какое 

нибудь число, то и произведене раздфлится на это число; такъ 6 
дЪяится на 2, а потому иб.5=30 раздфлится на2. Обратная тео- 
рема: если произведене дЪлится на какое нибудь число, то одинъ 
изъ множителей этого произведеня раздЪлитея на тоже число— не 
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всегда справедлива; такъ 8. 6—48 длится на 12, но ия 8 ии 6 
не длятся на 12. 

23. Задачи. 1) Сколько прямыхъ лин! можно провести между 3, 
4, 5, 6.... п точками, если каждыя три точки не лежатъ ва одной 

прямой? 
2) Опредфлять наибольшее число точекъ пересфчения 3, 4,5, 6... 

прямыхъ? 
3) На плоскости дано 9 точекъ, изъ которыхъ 4 лежатъ на сдной 

прямой; между остальными же нфлъ трехъ, лежащихъ на одной пря- 
мой какъ между собою, такъ и съ первыми четырьмя; сколько раз- 
личныхъ прямыхъ можно провести, соединяя эти точки по лв$? 

4) Рфшить предъид. зад., полагая, что дано 12 точекъ и изъ нихъ 

на одной прямой лежать 4? 5? 6? 
5) Рфшить зад. 4, полагая, что дано 15 точекъ и изъ вихъ на 

одной прямой лежатъ 4? 5? 6? 

6) На прямой АВ между точками А и В даны точки С, О, К; 
опредфлить: АС-СО-+-ОК? сумму СО, ОКи КВ? АВ ОК? 
разность АВи СО? АД--РК-+КВ— АС? АС+-СК--КВ— СР? 
АК—ГПК? разность между АВ исуммою СДи ОК? Суммою и раз- 
ностью какихъ прямыхъ можно замфнить 4)? АК? СК? 

7) Прямую АС продолжить до точки В такъ, чтобы А В—5 АС? 
840—248 АС АВ? 

8) Ня прямой АМ отъ точки А послФдовательно отложены А С— 

ЕО рые АВ, —=<С7=)К= с’ 

АВ, АС, АК АТ, 2 9—9 2а АВ:АК? ги? в? ру: АД: АМ? В’ 3 СЁ? %,СВ? 

9) На прямой АМ отъ точки А отложены послфдовательно АС, 
Ср=2 АС, РК—=зЗСО, КВЕ2ОК: опредфлиль отношешя: АВ къ 
КА? АВкьъ ОК? СК: ОВ? А): КВ? АД:ШОВ? СК: АВ?АВ: СР? 

10) Изъ двухъ прямыхь АВ п СД вторая укладывается въ иер- 
вой 4 раза съ остаткомъ; остатокъ укладываетея въ СШ три раза 
съ остаткомъ; этотъ второй остатокъ укладывается въ первомъ остат- 
$ 5 разъ съ остатвомъ; третй остатокъ содержится во второмъ 
остаткф ровно 2 раза. Опредфлить отношене АВ и СО? 

11) На орямой АВ оть точки А отложены посзфдовательпо .4 С, 
Ср=зАС, РК=2 СО, послЪ чего остался остатокь К В< АС; оп- 
редфлить съ возможной при этомъ построеши точностью отношения: 

АВ. 48. ЛВ. СВ. СВ. СВ. АВ. АВ. ОВ. РВ. ОВ, 

ик. РЕ’ Ск° ЯК’ Ок’ ср’ ср: яр <’ ив. ак 
12) На прямой Л/М№ отъ точки О отложены въ 06% сторопы пря- 

мыя ОА и ОВ, раввыя между собою; на той же прямой дава точ- 
ка (такъ, что В находится между А и С; доказать, что разстоя- 
ве (С отъ средины АВ равно полсуммЪ разстоянй С оть А и В? 

13) На прамой ММ отъь точки О отложевы ОА=ОВ и дана 
точка С между А и В); доказать, что разстоян!е С отъ средины АВ 
равно полуразностн разстоянй С оть Аи В? 

14) Начертить прамую А В иизуфрить се съ точностью до 0,] дюйм.? 
2* 
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15) Построить числа 3,5,7, принимая за единицу прамую АВ? 
16) Построить число 4, принимая за единицу прамую АВ, и за- 

тмъ постронть числа 31/,, 71/,, 5!/,, принимая за единицу прежде 
построенную прамую? 

17) Изъ двухъ прямыхьъ АВ и СО вторая укладывается въ пер- 
вой 3 раза съ остаткомъ; этотъ остатокъ укладывается въ меньшей 

изъ прямыхъ 3 раза съ остаткомъ; этотъ второй остатокъ содержит- 
ся въ первомъ 5 разъ съ остаткомъ; наковець трет остатокъ со- 
держится во второмъ 2 раза. Опредфлить въ дюймахъ длину АВ, 
если СОЬ—1 аршину? 

18) На прямой, проходящей черезъ точки А и В, дана точка С, 

такъ что 4 (С—5,72 дюйм., ВС—2,512 дюйм.; опредфлить дянну АВ 
и разстоане С’ отъ средины АВ, если С находится между Аи В? 
если С ве находится между Аи В? 

19) На прамой А В—=100 дюйм. даны точки Си); СО=35 дюйм.; 
средина Г, прямой СШ отстоитъ отъ средины М лини АВ на 10 
дюйм.; опредфлить разстоян!я Си отъ А, если Г, находится меж- 
ду Ан М? еси Г, находится между Ми В? 

20) Выпрамить данную ломаную АВСШЕ (т. е. найти прамую, 
равную ллинв ломаной)? 

21) Найти разность ломаныхь АВСРЕ и ЕКММ? 
22) Три точки, не лежапия ина одной 

Чер. 37. прямой, соединить прямыми и доказать, что 
важдая изъ прамыхъ больше разности двухъ 
хругихъ? 

23) Между прямыми АВ, ВСи СА, 
соединяющими точки А, В, С, Взять точ- 
ву О и доказать, что сумма разстояшй 
этой точки отьъ А, В, С больше полусум- 
мы данныхъ прямыхъ? 

24) При построени, указанномъ въ предъид. зад., доказать, что 
04--О0ОВ--0С<АВ-ВС- СА? 

25) Доказать, что изъ двухъ выпуклыхъ* ломаныхъ лннй АСОЕВ 
, АЕКГВ (чер. 37), имфющихь общёя конечныя точки н располо- 
женныхъ по одну сторону прямой, соединлющей эти точки, виЪшная 
больше внутренней? 

ГЛАВА ТИ. 

Углы. 

29, Возьмемъ двЪ точки Аи Е (чер. 38) и проведемъ изъ каждой 
течки по двЪ произвольныя прямыя АВи АС, ЕРиЕЕ. Разсматри- 

* Выпуклой ломаной наз. такая, которую прямая межетъ перес$чь не бо- 
1%е вакъ въ двухъ точкахъ. 
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вая 06% пары прямыхъ, замфчаемъ, что взаимное положене прямыхъ 
АВи АС иное, чфмъ положене прямыхъ второй пары; именно А В на- 
клонена къ АС не такъ, какъ ЕД наклоне- Чор. 38. 
на въ ЕР. Чтобы болфе опред ленно можно 
было изсяЪдовать взаимное положене двухъ 
прямыхъ, выходащихъ изъ одной точки, раз- 
сматриваютъ уюль, образуемый этими пря- 
мыми. Такимъ образомъ уголъ образуется 
двумя прямыми, выходящими изъ одной т0ч- д с 
ки, или двумя пересфкающимися прямыми. 
Точка пересфчен!я прямыхъ, образующихъ 
уголъ, наз. вершиною угла; а самыя пря- 
мыя — сторонами или боками угла. Уголь 
означается тремя буквами, изъ которыхъ од- 
на ставится при вершинЪ, а двЪ друг!я на 
сторонахъ угла; буква, стоящая при вер- о иеньтй 
шин, пишется и произноситс® между дву- 
мя другими буквами; такъ углы, изображенные на чер. 38, надо пи- 
сать и произносить РАС, ЕЕ или САВ, КЕШ, ане АВС или 
ЕЕ. Иногда уг. означается и одной буквой, поставленной при его 
вершин$. напр. уг. А (чер. 39), или буквой, поставленной внутри 
угла, напр. уг. я. ВмЪето слова уголъ употребляется знакъ Х. 

30. Сравнен!е угловъ. Чтобъ узнать, равны ли два угла ВАС 
и ДЕЕ (чер. 40), надо наложить одинъ изъ нихъ ва другой, напр. 

Чер. 39. Чер. 40. 

_ о в 

5 
ДЕР на ВАС, такъ чтобы вершина Е совмЪстилась съ вершиной А 
и сторона ЕЕ пошла по сторовЪ АС. Если при этомъ сторона ЕД пой- 

В 

Чер. 41. 
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деть по АВ, то уголь ДЕЕ совмъщается съ уг. ВАС, и таше 
углы равны. Если же сторона ЕД пойдетъ внутри уг. САВ (чер. 41), 
принявъ положене 4Г),, или внЪ его (чер. 42), то углы не будуть 
равны, и въ первомъ случа$ уг. ВАС больше ДЕР на уг. ВАД,; 
во второмь ВАС меньше ДЕР на уг. ВАЛ. 

31. Такъ какъ о равенствЪ двухъ угловъ мы заключаемъ 2’. уо- 
му, что они совмфщаются, при совмфщенш же (чер. 40) кошечиыя 

Чер. 43 точки Ди Г сторенъ 
рых уг. ДЕР иогуть и не 

|] р совласть съ конечными 
й точками Ви С сторонъ 

и угла ВАС, то сяЪд. 
4 величина уъли не за- 

висить оть длины езо 

сторон», а зависить 
СЕ Г только отъ накаонввя 

ихъ другъ къ другу, что и дохжно быть, такъ какъ углы разема- 
триваются для опредЪлевия взаимнаго положения пересфкающихся 

прямыхъ, а не величины этихъ прямыхъ. 

Наклонен!е сторонъ уг. ВАС (чер. 43) будетъ измЪняться, если 
мы, оставивъ сторову АС неподвижною, будемъ вращать сторону 
ВА`около вершины А; тогда уг. ВАС будеть увеличиваться или 
уменьшаться, смотря по направленмю вращения. Отсюда заключаемъ, 
что уголъ есть величина. 

32. Выполнить на самомъ дл наложеше одного угла на дру- 
гой мы теперь еще не можемъ; въ послЪдетви будетъ указано, какъ 
это сдфлать помощью циркуля. Тогда же мы покажемъ, какъ про- 
изводить надъ углами ариеметическия дЪйствя. Но чтобы уб®диться 
въ возможности производства этихъ дфйстый, возьмемъ уг. ВАС 
(чер. 44) и проведемъ изъ вершины его двф прямыя: АЛ внутри 

Чер. 43. Чер. 41. 

М 
В 

А С 

угла и АМ—вн$ его; тогда уг. МАС будетъ представлять сумму уг. 
МАВ, ВА) и )АС; /РАС—и ВАС / ВАХ. Если же при 
этомъ углы МАВ, ВАЛа АС равны между собою, то уг. МАС 



ЗЕ 

будеть равенъ произведено уг. МАВ на 3; МАВ = м 

МАР—*/, МАС; отношене уг. МАС въ РАС равно 3. 

33. Смежные углы. Возьшемъ уг. АВС (чер. 45) и продол- 
жимъ одну изъ его сторонъ, напр. СВ, за вершину В; тогда по- 
лучимъ уг. АВО; этоть уг. 
съ даннымъ уг. АВС имф- 
еть общую вершину В и А 
общую сторону ВА; а двЪ 
остальныя стороны ихъ ВС 
и ВГШ составляють одну 
прямую СО. Углы АВСи р... с 
АВР, а также углы тип, в 
риа (чер. 46), наз. смеж- 
ными углами. Итакъ смежными улами наз. таке два ла, у 
которыхь одна сторона общая, а дв друия стороны со- 
ставляють одну прямую линю. 

34. Если мы представимъ себЪ, что въ смежныхъ уг. (чер. 47) об- 
щая сторона А В будетъь вращаться около вершины В влЪво, то уг. 

Чер. 46. Чер. 47. 

Чер. 45. 

Я б 

р В 
АВС будетъ увеличиваться, а уг. АВО уменьшаться, и сторона 
АВ можеть принять такое положеше ВЕ, что оба угла ДВЕ и 
СВЕ сдЪлаются равными между с060ю. Въ этомъ случаЪ каждый 
изъ смежныхъ уг. наз. прямымъ. Итакъ ярямымь уаломь наз. каж- 

дый изь двуть равныть смежныть у110в%. Поэтому, чтобы узнать, 
будетъ ли какой нибудь уг. РЕД (чер. 48) пряхымь или нЪть, надо 

сравнить его съ смежнымъ ему угломъ, продолживъ для этого одну 
Чер. 48. Чер. 49. 

о 

Е Е 

Е Р 
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изъ сторонъ его, напр. ЕЕ; если окажется, что РЕД—=ОЕМ, то 
оба они будуть прямые. Если же данный уг. ДЕР (чер. 49) не бу- 
деть равенъ своему смежному, то какъ онъ, такъ и уг. РЕМ, не 6у- 
дуть прямыми уг.; въ этомъ случаЪ больший изъ нихъ, именно ДЕМ, 
наз. тупымь; а меньший, т. е. уголь ДЕЁЕ, наз. острым. 

Й такь тупымь уломь наз. больший, а острымь узломь мень- 
илй изъ смежныхь улловь. 

35. Свойство прямыхъ угловъ. По самому опредлению пря- 
маго угла, смежные прямые углы равны между собою. Посмотримъ, 
будуть ли равны несмежные прямые углы. Чтобы узнать это, надо 
два прямыхъ угла ВАС и ДЕЕ (чер. 50) наложить одинъ на дру- 

Чер. 50. гой указаннымъ выше ($ 30) 
т, В к способомъ. Но мы не можемъ 

я ; выполнить въ дЪйствитель- 

ности это наложен!е; даесли- 

бы и могли, то въ этомъ 
было бы мало пользы, пото- 

му что, какъ выше сказано 
.; (} 22), изъ такого наложе- 

М- еее ——__С НЯ при помощи инструмен- 
товъ нельзя вывести доста- 
точно строгаго заключения. 
Поэтому мы вообразимь, что 
уг. ДЕЕ наложенъ на ВАС 
такъ, что вершины ихъ и 
сторовы ЕЁ и АСсовпали, 
и разсудимъ, какъ при этомъ 

а Г должны расположиться ое- 
тальныя стороны ЕО и АВ. Сторона ЕД можеть, какъ мы зна- 
емъ, принять одно изъ трехъ положений: 1) или она пойдетъ впра- 
во отъ АВ, напр. по лини АК; 2) или влфво оть АВ но линш 
АГ, 3) или ЕД совпадеть съ АВ. Чтобы опредфлить, какое изъ 
этихъ положений приметъ ЕД, надо воспользоваться усломемъ, что 
накладываемые углы прямые, т. е. таме, что каждый изъ нихъ 
равенъ своему смежному. Шоэтому продолжимъ прямыя САи ЕЕ; 
тогда получимъ уг. ВАМ=ВАС и РЕХМ=ОЕЕ. Когда мы уг. 
ЛЕЕ наложимъ на ВАС такъ, чтобы Е упала вь А и ЕЕ сов- 
пала съ АС, то п продолжешя этихъ сторонъ АМ и ЕМ также 

должны совпаеть, потому что прямыя лини, ИмЪюЮЩИя Только ДВЪ 

общия точки, совпадають на всемъ своемъ протяженш. Если мы 
предположимъ, что прямая ЕД пойдеть по АК, тоуг. ДЕЕ<уг. 
ВАС, а ВАМ<ШОЕМ, потому что сторона ЕД угла ДЕЕР идеть 
внутри уг. ВАС, и сторона ЕД уг. РЕМ идетъ внЪ угла ВАМ. 
Но такъ кавъь ВАМ= ВАС, тосяЪд. РЕР< ВАС; а ВАС<ШЕМ, 
поэтому и подавно ДЕР<рЕМ. Итакъ сторона ЕД пошла бы 
вправо отъ АВ только въ такомъ случаЪ, если бы уг. ДЕР быль 



меньше уг. ДЕМ; но эти углы равны, поэтому ЕД ив мощеть 
идти вправо оть АВ. Точно также можно доказать, что дя тоге, 
чтобы сторона ЕЛ пошла влфво оть АВ, нужно, чтобы уг. ДЕР 
быль больше ДЕМ. Такимъ образомъ ЕД не можеть идти 
ни вправо, ни влфво оть АВ, а потому она должна совпасть съ 
АВ, и слЪд. уг. ВАС=уг. ШЕЕ. Что мы сейчасъ сказали о 
прямыхъ уг. ВАС и ДЕЕ, можно повторить и о всякихъ двухъ 
прямыхъ углахъ; слфД. вс прямые умы равны между собою; 
иначе говоря— прямой уголъ имфеть всегда одну и туже величину, 
тогда какъ острые или тупые углы могуть быть больше и меньше: 
прямой Уюлз есть величина постоянная. 

36. Измбреше угловъ. ИзыЪрить угожъ значить найти отно- 
шене его къ другому углу, принятому за единицу; за еданицу 
угловъ принимаютъ уголъ прямой, какъ величину постоянную. Пря- 
мой уг. означаютъ обыкновенно буквой 4 (4го!). Такимъ образомъ, 
если уг. А (чер. 51)=/,@, то это значить, что въ уг. А укла- 
дывается два раза уг. 2, составляющий треть прямаго угла; если 
тупой уг. 5—7/, 4, то въ угл$ Ь уложится прямой уголъ и оста- 
нется еще остатокъ, въ которомъ два раза уложится патая часть 
прямаго угла. Способъ измфревя угловъ мы теперь показать пе 
можемъ, ибо для этого нужно умфть находить отношеше угловъ, 
причемъ придется накладывать одинъ уголъ на другой. 

37. Черчеше прямыхъ угловъ. Для черчешя прямыхъ уг- 
ловъ употребляется приборъ АВС (чер. 52), наз. науюльнихом»; 

Чер. 51. о 52. 

это дощечка, которой ребра ВАи АС образуютъ прямой уг. Чтобъ 

вачертить прямой уг., нужно приложить наугольникъ къ бумаг или 

ДоскЪ и обчертить его ребра АВ Чер. 53. 

и АС, начиная отъ точки А. По- 
лученный уголь будеть вЪренъ, 
если вЪренъ уголъ наугольника. 
Чтобъ повфрить наугольникъ, надо 
У начерченнаго посредствомъ на- 
угольника угла ДЕЕ (чер. 53) 
продолжить одну изъ сторонъ, напр. 
ЕЕ, и сравнить новый уг. ДЕС 6- 
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съ уг. ВАС (чер. 52) наугольника; дяя этого надо приложить 
наугольникъ къ бумагЪ такъ, чтобы его сторона АС совпала съ 
ЕС и вершина А съ вершиной Е, и очертить другую сторову АВ. 
Если начерченная хин!я совпадеть съ ЕД, то наугольникъ вЪренъ, 
т. е. на немъ уг. ВАС дъйствительно прямой; если же начерчен- 
ная лия ЕМ не совпадеть съ ЕД (чер. 54), то наугольникъ 

не вфренъ, потому что тогда уг. РЕР, счерченный съ прямаго 
угла наугольника, не будетъ равенъ своему смежному ДЕС и слЪд. 
не будетъ на самомъ дл прямымъ. Замфтимъ, что наугольнивъ 
употребляется преимущественно въ черчени; въ геометри же всЪ 
построешя требуется производить помощью только циркуля и ли- 
нейки. Какимъ образомъ чертить прямые углы посредствомъ этихъ 
приборовъ-—будеть показано въ послфдстви. 

38. Если возьшемъ равные смежные углы, то сумма ихъ равна 
двумъ прямымъ, танъ какъ каждый изъ нихъ есть прямой. Легко 
доказать, что и вообще сумма всякить смежныхь улловь равна 
двумь прямымъ. Возьмемъ смежные углы АВСи ОВС (чер. 55); 

Чер. 54. Чер. 55. 

ы р 0 

ба. А 

положимъ, что прямая ВО образуеть съ АД прямые углы АВО 
и ДВО; тогда уг. ОВС будетъ больше прямаго угла ДВО на 
уг. т: а уг. АВС будетъ меньше прямаго уг. АВО на тотъ же 
уг. т; или ОФВС—=а--т; АВС=а—т. Сложивъ эти два равен- 
ства, найдемь ОВОС+-АВСО—?За. 

39. Изъ этой теоремы слЪдуетъ: 
1) Зная величину одною изь смежныхть уь10в%, можно найти 

друюй, вычтя первый изъ 24; такъ если одинъ уг.—1'/,4, то 
другой—/,4. 

2) Тупой уюль больше, а острый меньше прямаю. 
3) Сумма смежныхь умовь одной пары—суммю смежныль 

Улов» друюй пары, ибо и та и другая сумма-—2а. 
4) Если 0въ пары смежныхь узловь имъють по одному рав- 

ному узлу, то и друие узлы иль равны между собою; напр. если 
углы аи $ составяяютъ одну пару смежныхъ угловъ, абит 

другую пару, то уг. а==уг. тж, потому что какъ тотъ, такъ и дру- 
гой угодъ—24—6; адвЪф величины, равныя одной и той же третьей, 
равны между собою. 

Е ее 
= 
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5) Сумма умовь т, п, р, а (чер. 56), имюющихь общую 
вершину О и расположенныхь по одну сторону прямой АВ, 

равна двумь прямымь, потому что выЪфстЪ они составляютъ одну 
пару смежныхъ угловъ, напр. АОС и СОВ. 

6) Сумма уловь т, п, р, а, т, з (чер. 57), растоложенныть 

около одной точки, разняется 4 прямымь; хЪйствительно, про- 

Чер. 56. Чер. 57. 

Р р 
Где 

долживъ одну изъ сторонъ какого нибудь изъ этихъ угловъ за вер- 
шину, получимъ прямую линю; по одну сторону ея сумма угловъ 
—24 и по другую также равна 24. 

40. Мы доказали, что сумма смежныхъ угловъ равна 2 прямымъ; 
эту теорему, не употребляя названя „смежные углы“, надобы выра- 
зить такъ: если два угла имфютъ общую вершину и общую сторону, 
и если двЪ остальныя стороны ихъ составляютъ одну прямую лин!ю, 
то сумма такихъ угловъ равна двумъ прямымъ. Докажемъ теорему, 
обратную предъидущей: если два ума имъють общую вершину и об- 
щую сторону и сумма ить равна двумь прямымь уламь, то осталь- 

ныя двъ стороны ить образуютъ прямую линию, т. е. эти углы бу- 

дуть смежными. Положимь (чер. 58), что АОСТАОВ=9а; падо до- 
казать, что ОС и ОВ составляютъ Чер. 58. 
одну прямую лин!ю, или что ливня 
СОВ прямая. Допустимъ, что СОВ 
не прямая лин!я; тогда прямую СО 
можно продолжить, и пусть продолже- 
ве ея будеть ОМ, такъ что СОМб6у- дл 
деть прямая линия. Тогда углы АОСи С— 0 
АОМ будуть смежными и слЪд. АОСт-АОМ=2а; но намъ дано, что и 
АОС--АОВ=24; слъд. АОС-АОМ=АОС+АОВ, потому зто 
06$ суммы равны 24 и стало быть равны между собою. Отнявъ отъ той и 
другойсуммы поровну, именно по уг. 4 ОС, мы должны получить равные 
остатии; т. е. должно быть 4ОМ—АОВ. Но этого быть не можетъ, ибо 

уг. АОМ есть только часть уг. АОВ; а часть всегда меньше цфлаго, 
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Итакъ предположене наше, что СО и ОВ не составляютъ одной 
прямой лини, привело насъ къ нелфпому выводу, что засть равна 
своему Цф10му; стало быть мы должны заключить, что наше пред- 
положение невЪрно, и сл$д. СОи О В составляютъ одну прямую линию. 

Доказательства, нодобныя тому, которое мы сейчасъ изложили, ча- 
сто употребляются въ геометр!и (и вообще въ математик®) и наз. 
доказательствами оть противнало или приведенемь къ нельпости 
(гедисйо а4 абзигаит). Изъ предъидущаго видно, что этоть премъ 
доказательства состоитъ въ томъ, что мы для обнаруженя справедли- 
вости какой нибудь теоремы допускаемъ заключене, совершенно об. 
ратное заключеню теоремы; напр. чтобъ доказать, что какя нибудь 
ДВ величины равны между собою, мы допускаемъ , что они не равны; 
если затфмъ, разсуждая совершенцо правильно, на основании акс1омъ 
и прежде—доказанныхъ теоремъ, мы придемъ къ какому нибудь не- 
сообразному выводу (напр. что часть равна цфяому или больше ц%- 

заго, что между двумя точками можно провести нфсколько прямыхъ 
лин!Й и т. под.), то должны будемъ заключить, что допущенное на- 
ми предположение невЪрно, т. в. что величины, о которыхъ идетъ 
ДЬло, не могуть быть различны и что слЪд. онЪ равны между собою. 

41, Вертикальные углы. Умы а и (чер. 59), а также ти 
Чер. 59. Чер. 60. п, у которылть стороны одною 

суть продолженая сторонъ друа- 
А С т, наз. вертикальными. Верти- 

кельные улы равны между собою. 
Дъйствительно, и ®, а также ви 

& Ь, суть углы смежные; слЪд. а” 
ту п —и--Ь, или а—6. Такъ же дока- 

1 0 жемъ, что т— и. 
Обратно —если четыре узла, ле- 

жащие вокруь одной точки, че- 
резь одинъ равны, то они обра- 

В Ш з0вались оть пересъченя двуль 

прямыль лини. Намъ дано (чер. 
60), чо АОС=ВОР и АОВ—=<СОР; надо доказать, что АОД ия 
СОВ суть ирямыя линш. Сумма угловъ, расположенныхъ около 
точки, равна 4 прямымъ; слЪд. 

А0сС--С0ор--ров-ВОА—4а. 

Подставивъ сюда выфето ДОВ равный ему по условю уг. АОС, 
а выфсто ВОА равный ему по условю уг. СОШ, получамъ 

2А0С--2С01)—4а, или АОС+СОр=94. 

Но углы АОСи СОГ виьють общую вершину О и общую сто- 
рону ОС, сяЪд. ($ 40) остальныя двЪ стороны ихь АО и ОЛ со- 
ставляютъ одну прямую линю. Такъ же можно доказать. чтои ВОС 



есть прямая линя; только тогда надо замВнить углы ВОД а СО) 
равными имъ уг. АОС и АОВ. Вообще, эту замфну надо дать 
каждый разъ такъ, чтобы получить два угла, имфюще общую сторону. 

49. Мы видЪли, что сумма угл. а, В, с, т (чер. 61), располо- 
женныхъ по одну сторону прямой АВ, равна 24; но отъ сложеня 
угловъ долженъ получиться также уголъ; въ этомъ случа$ за такой 
уголъ надо принять прямую АОВ, гдЪ точка О есть вершина угла, 
а ОАиОВ- стороны его. Чер. 61. 
Таке углы, равные 24а, 
наз. развернутыми или 
выпрямленными углами. 
Если бы къ сумиЪ уг. 
в--6 с-|- т прибавили 
еще уг. ®, то получили бы 
уголъ, больший двухъ пря- 
мыхъ. Такой уголь АОМ Чер. 62. 
(чер. 62) наз. выпуклымь ре 

или входящимь угломт. О 
Складывая углы, располо- А м 
женные около точки, получимъ уг. въ 4 прямыхъ. Еели къ сумм угловъ, 
расположенныхъ около точки, прибавить еще одинъ или нЪсколько уг: 
ловъ, то можно получить уг., равный 5, 6... прямымъ угламъ. 

43. Задачи. 1) Изъ вершины уг. АОВ провести прямыя ОС, О; 
ни ОР такъ, чтобы уг. АОВ=АОО--РОС+СОВ я чтобы ВОР 
равнался разности угловьъ АОЕ и АОВ, и найти: 1) сумму уга. 
АОС, СОВ, ВОЕ? 2) разность между уг. ЛАОЕ ин суммою уг. ВОЕ 
н 40? 3) 4А0ОО--рОВ—СоВ-+-С0Е?4)РОр—(ВОр-ВОА) 

2) Внутри уг. АОВ изъ вершины его прозедены прямыя ОС, ОХ, 
ОЕ, ОЕ, такъ что уг. АОВ равевъ суммЪ уг. АОС, СОР, РОГ, 
ЕОЕ, РОВ; уг. СОРр=2А0С; РрОЕ=АОЛ: ЕОЕ вчетверо боль- 
ше 400; ГОВ=5АОС. Опредфлиль: АООС.7? АОВ: РОС? отно- 

шене АОЕкъ СОР? ТРОЕ: лов’ ТОР ? т ? ОЕ’ СОР! 

3) При точкё О прамой ОЛ построены послфдовательно углы: 
АОВ, АОС=ЗАОВ, АО)=АОС-АОГ, АОЕЕАОР-ВОР 
и АОР-АОЕ-ЧЕОЕ, причеь ЕОЕР< АОВ. Опредфлить, съ воз- 
можной прн такомъ построени точностью, отношешя: АОЕ къ 
АОВ? АОЕ кь АОВ? СОЕ кь АОЕ? АОЕ: ОЕ? 
ОЕ: ВОЕ? ВОЕ: ВОС? 

4) Опредфлить углы, образуемые часовой и минутной стрфлками, 
когда часы показываютъ 3 ч.? 9 ч.? 5 ч.? | ч.? 6 ч.7 8ч.? 1] ч.7 
10 9.? 12 ч.2? 9 ч.? 

5) Изъ вершины О прямаго уг. АОВ проведена внутри его пра- 
мая ОС, составляющая съ прямой ОВ уг. ВОС—*|,4, и прямыя 
ОХ н ОЕ; ОШ составляеть съ ОС праной уг. СОХ: а ОЕ со- 
ставлаеть съ ОР уг. РОЕ—!/ 4. Опредфлить величины угл. АОС, 
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АОШ, АОЕ, ВОЬ, ВОЕ, если прямая ОЕидетъ виЪ уг. АОШ? 

если ОЕ идетъ ввутр АО? 

6) Опредёзить одинъ изъ смежныхь уг., если другой==*/за? 1/,а? 

0,54? 0,754 ? 1,364? 

7) Опредфлить смежные углы, если одинъ изъ нихъ больше друга- 

то въ 3 раза? вдвое? въ 5 разъ? въ 7 разъ? если отношене ихъ—= 

4? 87 21/,? 3/,? 1,5? 2,6? 1,666... 1/2? 9 0,8? 
8) Опредфлить смежные углы, если одинъ изъ нихъ больше дру- 

гаго на '/,4? ва 3/,@? если разность ихъ — ‚4? 1,24? 0,364? 

1,363636....4? 

9) Углы АОВ и СОШ (чер. 63), сумма которыхъ—24, располо- 

Чер. 63 жены такъ, что имфють 0б- 

мя щую вершину 0, а двЪ сто- 
с А роны ихъ АО и ОД состав- 
ь ляютъ одну прямую АД. До- 

казать, что остальныя ДВЪ 

стороны ОВ и ОС или сов- 
падутъ или составятъ съ пря- 

С мой АО равные острые и 
Е В равные тупые углы? 

А 10) Углы АОВи ВОС, 
сумма которыхъ меньше 24, 
нифютъ общую вершиву Он 
общую сторопу ОВ. Дока- 

п зать, что остальныя стороны 
ихъ ОД и ОС составатъ ломаную лны!ю? 

11) Доказать изложенное въ зад. 10-Й свойство для угловъ, сумма 
которыхъ больше 24? 

12) Доказать теорему, обратвую изложенной въ зад. 10 и 11? 

13) По одну сторону прямой АВ построены углы АОС — *],а, 
С0р= а, РОЕ=*/,4 и еще4 равныхъ между собою угла; опре- 
дЪлить величину каждаго изъ этихъ посл$дпихъ угловъ? 

14) Около точки О построено 12, 20, 60 раввыхъ угловъ. Опре- 
дЪлить каждый изъ нихъ? 

15) По одну сторону прямой построено 6 равныхь угловъ, имфю- 
щихъ общую вершиву; опредЪлить эти углы? 

16) Около точки () построево 5 угловъ, каждый въ \/,., и за- 
тфмъ еще 16 равныхъ угловъ; опредфлить каждый изъ этихь ио- 
са днихъ? 

11) Сколько можно помфетить угловъ оволо точки, если каждый 
уг.—1/, 4? ‘/,а? */,4? 11/,4? */ „а? 0,285714285714... 4? 

18) Подъ какимъ угломъ пересфкаются прямыя, дфлящия пополамт 
каждый изъ смежныхъь углову,? 

19) Изъ вершины смежныхъ уг. АОС и СОБ проведелы прлиыя 
О и ОЕ, составляющя съ общей стороной ОС уг. ЕОоС=ЧАОС 
и рОС—'/, СОВ. Опредфлить уголь межлу прямыши ОР и ОЕ? 
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20) РЬшить зад. 19, когда уг. ЕОС='/, ЛОС и РОС, СОВ? 
Когда отношене уг. АОС въ ЕОС и уг. СОВьъь ООС равно я? 

21) Прямыя АВи СШ чересфкаются въ точкЪ О; опредфлить 
образующеся при этомъ углы, если уг. А ОС=3/„а?/ „а? 13/,4?1, 64? 

22) Въ точкф В сходятся четыре прямыя лвы!и : АВ, СВ, ОВ, 
ЕВ; АВ съ ОВ, а также СВ съ ЕВ образуютъ углы прямые; 
уг. АВС—1/,4; найти уг. ОВЕ? 

23) Углы АВСи АВШО смежные; АВС—?/, 4; черезъ В проведена 
прямая ВЕ, дЪлащая уг. АВШ пополамъ; чему равенъ уг. ДВЕ? 

24) Прамыя лини АВ, СВ, ОВ, ЕВ скодатся въ точк® В}; анн!я 
АВЕ прямая; уг. АВС=!/.а, уг. ЕВО=/,4; найти уг. СВО? 

25) Изъ точки С прямой АВ проведены по одну сторону АВ три 
прямыхъ: СО), СЕ и СМ; уг. АСО=ЕСВ; прямая СМ дфлитъ 
уг. ЕСГ пополамъ. Опредфлить уг. АСМ? 

26) Уг. АОВ раздъленъ пополамъ прямою ОС и черезъ вершиву 
его проведена прямая ДЕ, образующая съ ОС углы прямые. Дока- 
зать, что острые углы АОД и ВОЕ равны между собою? 

27) АОСи СОВ углы смежные; АОС раздфленъ пополамъ пря- 
мой ОЛ и изъ вершипы О проведена прямая ОК, образующая съ 
ОЛ прямой уг. ДОГ. Доказать, что прямая ОЁ или ея продол- 
жене дфлитъ уг. СОВ пополамъ? 

28) Уг. АОВ раздфлень пополамъ прямою ОК; доказать, что 
продолжен1е этой прямой раздфлитъ попозамъ уг., вертикальный дан- 
ному углу? 

29) Два вертикальныхъ угла АОС и ВОЛ раздфлены пополамъ 
прамыми ОМ и ОМ; доказать, что МОМ есть линйя прямая? 

30) На прямой АВ взята точка О и построены по одну сторову 
АВ углы а, 5, с, которыхъ вершина въ О; уг. В вдвое, а с втрое 
больше @; опредфлить углы? 

31) Вершива О пяти угловъ, расположенныхъ по одну сторону 
прямой АВ, лежитъ на этой прямой; первый изъ этихъ угловъ втрое 

больше вторэго; второй втрое больше третьяго и т. д.; опредфлить 

величины ихъ? 
32) Четыре угла имфютъ общую вершину; онн относатеа между 

собой какъ 2:5:6:7; опредфлить величины ихъ? 
33) Изъ вершины тупаго угла АВС проведева прямая лишя, со- 

ставляющая съ одной изъ сторонъ угла уголъ прамой, а съ другой 

стороной уголъ—3/, 4ВС. ОпредБлить уг. АВС? 
34) Черезъ вершину смежныхъ угловъ проведены двф прямыя ли- 

ни тавъ, что одна дфлитъ пополамъ меньший изъ смежныхъ угловъ, 

а другая образуетъ прамой уг. съ общей стороной смежныхъ угловъ; 

уг. же между этими лин1ями—=11/,4. Опредфлить смежные углы? 

35) Около точки лежалъ углы а, 6, с, т; уг. а=/, ирям.; пря- 
мая, лфлящая пополамъ уг. с, образуетъ прямые углы съ линями, дЪ- 
лящимн пополамъ углы би т. Опредфлить уг. 6, с, т? 

36) Изъ вершивы В угла АВС проведены прахыя ВЁ ин ВО; 
углы АВЕн СВШО прамые; доказать, что уг. ДВЕ изи равевъ уг. 
АВС или служитъ ему дополиенемъ до двух% прямыхь (т. е. ДВЕ-- 
-АВО—2а)? 
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ГЯАВА Ш. 

Перпендикуляры и наклонныя лини. 

44. Деь прямыя лими, образующая при своемь пересъчени 
прямые узлы, наз. взаимно перпендикулярными; такъ если уг. 
АОЛ (чер. 64) будетъь прямой, то прямая лишя СЛ будетъ пер- 
пендикулярна къ АВ и обратно А В перпендикулярна къ СО. Пер- 
пендикулярность изображають знакомъ 1; такъ АВ Си СО + 
АВ. Если же прямыя линш пересфкаются подъ острыми или тупы- 
ми углами, какъ напр. лини ММ№и РО (чер. 65), то онф наз. 

Чер. 64. Чер. 65. 
А 

м 
ох 

о Р 0 

| 
В М 

наклонными одна къ другой. Очевидно, что одна и таже прямая 
АВ (чер. 66) можетъ быть перпендикулярна къ одной прямой ЕЁ 
и наклонна къ другой прямой СЛ. Если изъ какой нибудь точки О 
(чер. 67) прямой АВ проведеньъ къ АВ перпендикуляръ ОД, то 
товорятъ, что изъ точки О возставлень перпендикуляръ; если же 
изъ точки С, находящейся внф лини АД (чер. 68 и 69), провести 
СВАО, то говорятъ, что изъ С отущень перпендикуляръ на АД. 

Чер. 66. Чер. 67. 

А 

1в) 
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Если изъ какой нибудь точки С (чер. 70) проведешь къ А В перлен- 
дикуляръ СЛ и наклонная или косвенная СЁ, то точка 1) наз. осно- 
ващемь перпендикуляра, точка Е- основанемь наклонной; раз- 
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стояе ДЕ между основанями перпендикуляра и наклонной наз. 
разстоящемъ наклонной отъ основан!я перпендикуляра. Когда гово- 
рятъ о длинф перпендикуляра или наклоной, то подъ этимъ разу- 

Чер. 68. Чер. 69. 

А 

о В 

р 

А : 
в о = 

мФють часть перпендикуляра СЛ (чер. 70) или наклонной СЁ, за- 
ключающуюся между внЪшней точкой С, изъ которой проведены эти 

лини, и ихъ основан!ями. 
Разсмотримъ свойства перпендикулярныхъ и наклонныхъ. 
45. Из точки, взятой на прямой лини, можно возставить 

къ этой прямой только одинь перпендикулярь. Положимъ (чер. 71), 

Чер. 70. Чер. 71. 

с с — 

а Г. ив А р В 
что РС + АВ. Веякая другая прямая, проведенная изъ точки Л), 
напр. ДЕ, ДЕ, поеть или внутри уг. СОВ пли вн его и слЪд. 
боставить съ прямой АВ уг. ЕДВ, меньышйЙ прямаго, пли же 
Рупой уг. РОВ. 

46. Деъ прямыя, перпендикулярныя кь одной и той же третьей, 
не пересъкутся между собой, вакь бы далеко мы иль ни продол- 

жали. Положимъ (чер. 72), что ДС и РЕ перпендикулярны къ 
АВ, и докажемъ, что ОС не можеть пересъчься съ ЕЕ, сколько 
бы ни продолжать эти лиши вверхъ или внизъ отъ лини АВ. Для 
этого перегнемъ чертежъ по прямой АВ вверхъ; тогда 4 В и точки 
М а Мостанутся на своихъ м$стахъ; прямая С пойдетъ по 7), 
потому что уг. СММ№=уг. ОММ, какъ углы прямые; точно также 
прямая ЕМ пойдеть по МР. Поэтому, если бы верхшя части пер- 
пендикуляровь МД и М№Е пересЪклись, то и нижшя части ЛГС 
и М№Е, которыя при перегибан!и чертежа совпадаютъ съ верхними 
частями, также должны бы пересчься, и слЪд. перпендикуляры ЕР 

и СО перееЪкались бы въ двухъ точкахъ, чего не можеть быть, 
3 
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такъ какъ перпендикуляры суть прямыя лини. Итакь СД и ЕЕ 
пересфкаться не могутъ. 

47. Изь данной точки можно опустить на данную прямую 
только одинь перпендикулярь. ДЪйствительно, если бы мы предпо- 
ложили, что можно опустить два перпендикуляра, то вышло бы, 
что два перпендикуляра къ одной и той же прямой пересфкаются. 

Изъ предъидущаго слфдуетъ, что положене прямой линли бу- 

деть совершенно опредълено, если извъстно, что она проходить 
черезь данную точку и перпендикулярна къ даной прямой лини, 
ибо черезъ данную точку можно къ данной прямой провести толь- 

но одинъ перпендикуляръ. 

48. Если прямая ММ (чер. 73) будетъ наклонна къ прямой АВ, 
Чер. 72. 

р ЕР 

Чер. 73. 

А 
м м В 

ь т“ 

С Е 

то она образуеть съ АВ два неравныхъ смежныхъ угла ММВ и 

ММА; изъ двухь узловь, образуемыхь наклонной въ данной пря- 
мой, тотьъ будеть острый, который обращень отверстлемь къ 

перпендикуляру, опущенному изь какой нибудь точки наклонной 

на данную прямую; такъ на чер. 73-мъ острымъ будеть уг. ММА, 

обращенный отверстемъ къ перпендикуляру СД, опущенному на 
прямую АВ изъ какой нибудь точки наклонной С. Чтобы доказать 
это, вообразимъ, что изъ основля № наклонной воставленъ къ 
АВ перпендикуляръ МЕ; онъ, какъ мы знаемь, никогда не 
встрётится съ СД. Наклонная ММ имфетъ одну точку М№ на пер- 
пендпкулярЪ МР, а другую точку С на перпендикуляр$ СД, и такъ 
какъ № лежитъь въ вершинф уг. АХЕ. а С лежитъ внутри того 
жеуг. АМЕР, то слЪд. и вся наклонная №1 лежитъ внутри уг. А ХЕ, 
и потому уг. АММ меньше уг. АМЕ или уг. АММ<а. 

49. Если изъ данной точки опустимь на данную прямую 
перпендикулярь и нъсколько наклонныть, то 

1) перпендикулярь короче всякой наклонной; 

2) наклонныя, равноотстолийя оть основаня перпендикуляра, 
равны между собою и образують съ данной прямой равные учы; 
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3) изь двухь наклонныхь та больше, которая дальше отсто- 
ить оть основанля перпендикуляра, и та составляеть съ дан- 
ной прямой больший узюль, которая ближе къ перпендикуляру. 

Удобнфе будеть доказать прежде второе заключен!е. Положимъ 
(чер. 74), что СФ. АВ и РЕ=ФОЕ; цокажемъ, что СЕ=СЕи 
уг. т==и. Для этого перегнемъ чертежъ по лини СЛ; тогда, по 
равенству прямыхъ угловъ при точкф ДО, лия ОЕ пойдетъь по ДЕ, 
а по равенству этихъ лин! точка Е упадеть въ Е; такъ какъ на- 
клонныя СКГи СЕ имЪютъ одну общую точку С, а другя двЪ ко- 
нечныя точки ихъ Ки Е совмЪстились, то слЪд. и наклонныя совм$с- 

тятся и будутъ равиы между собою; также совмЪстятся и углы т ия. 

Для доказательства перваго заключешя, т.е. что перпендикуляръ 
СР (чер. 75) короче наклонной СЕ, продолжимъ перпендикулярт, 

Чер. 74. Чер. 75. 

с 

за его основаше Ди отложимъ на продолжении часть ДО = Ср; 
тогда прямая СО представитъ двойную длину перпендикуляра СД. 
Соединивъ точку О съ Е, получимъь прямую ОЕ=ЕС, такъ какъ 
эти лини будутъ наклонныя, равно отстоящия отъ основашя Л пер- 
пендикуляра ЕД, и стало быть ломаная лия СЁЕО будеть выра- 
жать двойную длину наклонной СЕ. Но прямая СО короче лома- 
ной СЕО; сл\д. и ',С0<У,СЕО или СО<СЕ. 

Докажемъ теперь, что если имЪфемъ двЪ наклонныхъ, не равно от- 
стоящихъ отьъ перпендикуляра, то та изъ нихъ будетъ больше. ко- 
торая дальше оть перпендикуляра, т. е. что (чер. 76) Сб> СМ. 
Для этого продолжимъ перпендикулярь СД, отложимъ ДО=СОи 
проведемь ОМ и ОС; тогда, по предъидущему, будемъ имЪть 

СМ0—=—2СМ, С60=2СС. Но СМО<ССО, потому что ломаная 
внутренняя меньше ломаной внфшней, слЗд. и СМ < СС. 

Мы сравнивали наклонныя, расположенныя по одну сторону пер- 
пендикуляра ; возьмемъ теперь наклонныя СС и СМ (чер. 77), 

3* 
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находащияся по об стороны перпендикуляра СД, и положимъ, что 
О отстоять оть перпендикуляра дальше, чфяъ СМ, т. е. что 

Чер. 76. Чер. 37. 

у с 

А 3 а 
20: а м 

РЯ я 06>рМ. Чтобъ доказать, 
| р и" что С@>СМ, отложимъ на 
и ШС часль ОГ—ОМ и про- 
о ведемъ СГ; тогда, по предъ- 

идущему, СТ<С@; но СТ—=СМ, сл. и СМ< СС. 
Докажемъ наконецъ, что если (чер. 78) ДК<ДС, то уг. СКО> 

уг. ССР. Вообразимъ, что изъ средины прямой лани КС возстав- 
ленъ къ ней перпендикуляръ; эта средина О будеть непремнно на- 
ходиться между точками Г) и С, т. е. вправо отъ перпендикуляра 
СР, потому что мы положнаи ОДК < ШОС и сл. ОК < 1,ЕС; 
поэтому и перпендикуляръ ОР будетъ находиться вправо отъ перпен- 
дикуляра ДС и, какъ мы знаемъ, не пересфчется съ нимъ. Прямая СС, 
имфя одну точку С по 1Ъвую сторону перпендикуляра ОР, а дру- 
гую точку С вправо отъ него, непремЪнно пересЪчется съ ОР въ 
точк% №, находящейся между точками Си С, т. е. внутри уг. 
СКО; поэтому, если мы соединимъ точку № съ К, то полузчимъ 
прямую №К, идущую внутри уг. СКД, и ся%д. уг. МКД < уг. 
СКО. Но такъ какъ №К и М№С суть косвенныя, равноудаленныл 
отъ перпендикуляра ОМ, то уг. МКЛ равенъ уг. №СХ или, что 
тоже, углу ССД; а потому СКО» Сб. 

Если наклонныя ССи СК (чер. 79) будуть расположены по одну 
сторону перпендикулаяра СД, то, отложивъ по другую сторону пер- 
пендикуляра ма лини ДА часть ОМ = ОК и проведя прямую 

Чер. 78. Чер. 78 

с? 
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СМ, получимъ уг. СМД = СКФ, и но предъидущему СМД > 
ССО; сл. и СКО>С@р. 

50. Изъ доказанныхъ нами теоремъ слфдуетъ: 
1. Перпендикулярь есть кратчайшее разстояме отъ точки 

до прямой лини, такъ какъ онъ короче всфхъ прочихъ прямыхъ, 
которыя можно провести изъ той же точки къ данной лини, ибо 
вс эти прямыя будуть наклонными. Поэтому разстояме между 
точкою и прямой лищей измъряется перпендикуляромь, опу- 

щеннымь изъ этой точки на прямую, и если напр. точка А отето- 

ить оть прямой ВС на 5 дюйм., то это значить, что длина пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ А на ВС, равна 5 дюйм. 

2. Изь данной точки кь данной прямой лими нельзя провести 

больще двулъ, равныхь между собою, прямыль линий. ДЪйстватель- 
но если изъ точки А (чер. 80) проведены къ лини ВС двё рав- 
ныя прямыя АЛи АЕ, то какая нибудь Чер. 80. 
третья прямая будетъ или перпендикуляр- А 
на кь ВС—въ такомъ случаЪ она коро- 
че АД и АЕ; или же, если она будетъ 
паклонною ‚ то она непремфнно будетъ 
находиться съ одной изъ прежде прове- 
денныхъ наклонныхь АД или АЕ по с 
одну сторону лерпендикуляра, опущенна- р Е 
го изъ 4 на ВС; поэтому она не можетъ равняться каждой изъ 

наклонныхь АД и АЕ. 

Докажемъ теперь теоремы, обратныя тфмъ, которыя изложены въ 
$6 45—50. 

51. Если прямая ОВ (чер. 81) есть самая короткая изъ 
всъть прямы>2ъ, камя можно провести 

изъ точки О кь прямой СО, то ОВ: СР. 

Дъйствительно, если бы мы допустили, что 
ОВ не инерпендикулярна, а наклонна къ 
СО, то изъ О можно бы опустать на СО 
перпендикуляръь ОЁ, и тогда ОЕ должна 
быть меньше ОВ; между тфмъ мы положн- 
ли, что ОВ есть кратчайшее разстояше отъ 
точки О до прямой СЛ. 

52. Если изь точки С (чер. 82) опущень на прямую АВ 
перпендикулярь СШ и проведены нтъсколько наклонныхь, то 
1) равныя наклонныя равно отстоять ‹тъ перпендихуляра; 
2) большая изъ двуть наклонныть дальше отъ перпендикуляра. 

Доказательство. Дано СД. АВ; СЕ-СЕ; Сб>СЕ; требуется 
Доказать, что ДЕ=ДОЕ; ОС > ДЕ. Прямая ОЕ не можетъ быть 
больше ДЕ, потому что тогда навлонная СЁ была бы больше СЕ; 

Чер. 81. 

о 

с 
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ОР не можетъ быть также и меньше ОЕ; слёд. ДЕ—ОЕ. 
Точно также докажемъ, что ОДС>ДОЕ. 

53. Каждая точка перпендикуляра, возставленнаю изь сре- 

дины прямой лини, находится въ равныхь разстоящяхь оть 
концовь этой прямой; а всякая точка, находящаяся внъ этою 

перпендикуляра, че равно отстоить отъ концовъ прямой. Поло- 

жимъ, что Ш (чер. 83) есть средина прямой АВ и что СО+ АВ; 

Чер. 82. Чер. 83. 

А = 
тогда, взявъ на перпендикулярь каюя нибудь точки О, Е, К...., 
найдемъ, что ОА— ОВ, ЕА—ЕВ.... какъ косвенныя, равноот- 
стоящя отъ перпендикуляра. 

Чер. 84. Если же возьмемъ точку № (чер. 84) ви 
перпендикухяра, то ея разстояня отъ концовъ 
прямой А и В, т. в. лиши МА и МВ, не 
будуть равны между собою. Дйствительно, 
МА состоитъ изъ двухъ частей ММ и МА, 
изъ которыхъ послЪфдняя равна МВ, ибо точка 
М лежить на перпендикулярв; сл$д. МА— 
—=ММ-{ МВ; а эти двЪ лини составляютъ 

ломаную. УМВ, которая больше прямой №В; 
стало быть точка № ближе къ В, чфмъ къ А. 

54. Обратно — всякая точка, равноудаленная оть конечныль 
точекь данной прямой, лвжить на перпендикуляртъ, возставлен- 

номь изъ средины этой прямой; а всякая точка, не равно уда- 

ленная отъ кониовь прямой, лежить внъ этого перпендикуляра. 

Дъйствительно, если бы допустить обратное, то пришли бы къ не- 
вЪрному заключению, что точка. взятая внЪ перпендикуляра, возстав- 
ленпаго изъ средины данной прямой, находится въ равныхъ разсто- 
лШЯхЪ отъ концовъ ЭТОЙ Прямой; а точка, находящаяся на перпенди- 
кулярЪ, не равно отстоить отъ конечныхъ точекъ прямой. 

55. Изъ двухъ предъидущихъ теоремъ слфдуетъ, что вс точки 
перпендикуляра, возставленнаго изъ средины прямой линш, и при- 
томь только одни эти точки, равно отстоять отъ концовъ этой линии. 

Если веЪ точки какой нибудь лиши или нфеколькихъ лин удо- 

влетворяють извфстному условю, и притомъ никак!я друг!я, точки 
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этому условию не удовжетворяютъ, то такую линю или такую еи- 
стему лин называють зеометрическимь мтъстомь этихъ точенъ. 
Поэтому мы можемъ сказать, что пермендикулярь, возставленный 
изъ средины прямой лини, есть зеометрическое мтъсто точекъ, 

равно отстоящить отъ концовь этой прямой. 

56. Черчеше перпендикуляровъ. Перпендикуляры можно 
чертить помощью наугольника и линейки. Если надо возставать пер- 
пендикуляръ изъ точки Г къ прямой АВ (чер. 85), то владуть 
линейку такъ, чтобы ея ребро сли- Чер, 8. 
валось съ АВ; зат6мъ приклады- 

ваютъ наугольникъ т такъ, чтобы 
ребро прямаго угла прилегало къ 
рёбру линейки, и двигають его ТЫ 
вправо, пока вершина прямаго угда и 
не совпадеть съ данной точкой Л; ИАИВИААВАААА ТЫ 

потомъ по другому ребру прямаго угла проводять прямую ШОС, во- 
торая и будеть перпендикулярна къ АВ въ точ Ш. 

Если надо изъ точки С (чер. 85) опустить перпендикуляръ на АВ, 
то, раоположивъ линейку и наугольникъ, какъ сказано выше, квита- 
ють наугольникъ по линейкЪ вправо до тВхъ поръ, пока другое реб- 
ро прямаго угла не пройдеть черезъ ланную точку С; затЪиъ про- 
водять по ребру прямую линю. 

57. Задачи. 1) Изъ точки С’ опущенъ на прямую АВ перпендя- 
куляръь СЛ и проведены наклонвыя СЕ ин СЕ, равноудаленныл отъ 
основан:я перпендикулара. Доказать, что онф составлаютъ съ перпен- 
дикуляромъ равные углы? 

2) Доказать теорему, обратную той, которая изложена въ зад. 1-й? 
3) Изъ вершимы уг. АОВ возставлевы къ сторовамъ его перпея- 

дикуляры ОД ин ОБР; хоказать, что уголъ, образуемый этими пер- 
пендикуларами, или равенъ данному или дополняетъ его до 24? 

4) Уг. АОБВ раздфленъ пополамъ пряною ОС’; доказать, что 
каждая точка этой ирямой равно отстоитъ отъ сторонъ уг. АОВ? 

5) Изъ точки С на прамую АВ опущенъ перпендикулаяръь СЛ я 
проведены наклонныя СЁи СЕ, составляющ!я съ АВ равные острые 
углы СЕ в СЕШ; доказать, что эти наклонныя равны? 

6) Изъ точки С на прямую АВ опущенъ перпендикуларь СЛ и 
проведены накловвыя СС и СН, изъ которыхъ СС составлаетъ съ 
АВ больш1й острый уг. Доказать, что Сд< СН? 

7) Углы АОСи СОВ, имфюще общую вершину и общую сторону, 
раздфлены пополамъ прамыми ОЕ и ОРГ, перпендикуларными между 
собою. Доказать, что эти углы смежные ? 

8) Прамыя АВ и СР (чер. 86) пересфчены третьей прямой ЕЕ, 
и уг. /—уг. 9. Доказать, что с=й, а=1, 6—, $Ы—й, [-—, а—9, 
с, Г+Ь—2а, с 9—=2а, а|- Р—2а, 6-+=—2а? 

9) Принать въ зад. 8, что а—90, и доказать проч1я равенства ? 
10) Привать въ зад. 8, что 0=Ё, и доказать проч!я равенства? 

() 
ОА 
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11) Принять въ зад. 8, что 6---—24, и доказать проч1я равенства ? 
12) Дано (зер. 87), что уг. ъуг. 9; доказать, что с< В, а>р, 

Чер. 86. Чер. 87. 
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<, < В, Г>Ь 4—9, с<®, 1 Ь> 24, е-9 < 24а, ай > 24, 
$--1< 24а. 

13) Принять въ зад. 12, чтоб <К, и доказать проч1я неравенства? 
14) Принять въ зад. 12, что@>9, и доказать остальныя неравенства? 
15) Принять въ зад. 12, что а+-й>24, и доказать прочя нера- 

венства ? 
16) Изъ точки С на прамую АВ опущенъ перпендикуляръ СЛР ин 

проведены наклонный СЕ и СЕ по одну сторону перпевдижуляра; 
ЕЬ>ЕШ. Доказать, что уг. СРЕ-+уг. СЕЕ<2а? 

17) Проведена прямая АВ и даны дв точки Н и К, равно- 
отстояшля оть концовъ этой прямой. Каке углы составить съ АВ 
прямая, проходящая черезъ точки Ни К? 

18) Проведсна прямая АВ и даны точки Ни К; Н равноотсто- 
итъ отъ концовъ примой АВ; а К ближе къ точк% А, чьмъ къ 
В. Доказать, что прямая, проходящая черезь Ни К, составитъ съ 
АВ острые и тупые углы? 

19) Дана прямая лия АВ и внЪ ея двф точки Си М, лежа- 
ция во одяу сторову АВ; изъ С опущенъь на АВ перпендикуляръ, 
и на немъ по обф стороны АВ отложевы части СОД—=ОШЕ; точка Е 
соединена съ М; точка О пересфченя прямой ЕМ съ АВ соеди- 
нена съ С. Доказать, что ломаная СОМ будетъ короче всякой дру- 
гой ломаной, которую получимъ, соединивъ какую нибудь точку вря- 
мой АВ съ точками Си М? 

20) При построен, указанномъ въ предъидущей задач, дока- 

зать, что СО и МО образуютъ съ АВ равные углы? 

ГЛАВА ТУ, 

Нараллельныя линш. 

55. Мы доказали ($ 46), что если къ прямой АВ (чер. 88) 
проведены два перпендикуляра СР и ЕЁ, то эти перпендикуляры 
не пересВкутся между собою, какъ бы далеко мы ихъ ни продолжа- 
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лв. Прямыя лини, которыя лежать въ одной плоскосты в ме 
первсъкаются на всемь своемь протяжемы, наз. параллельюмыми; 

поЭтоиу 06% лымёи, перпендикулярныя къ одной и той же треть- 
ей, параллельны между собою. Параллельность изображается вна- 
вомъ ||; такъ СД || ЕЁ (чер. 88). 

59. Пользуясь предъидущей теоремой, можно черезъ данную точку 
С (чер. 89) провести линию, параллельную данной прямой лини АВ. 

Чер. 88. Чер. 89. 
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Дяя этого опускаемъ изъ С на АВ перпендикуляръ СЛ) п въ нему 
возставдяемъ изъ С перпендикулярь СК; тогда СК || АВ. 

Можно также изъ какой нибудь точки М (чер. 90) прямой АВ 
возставить къ АВ перпенднкуляръ ММ; потомъ изъ С опустить 
на ММ перпендикулярь СК. 0ба эти построения могутъ быть вы- 
полнены помощью линейки и наугольника. 

60. Если мы къ прямой ЕЁ (чер. 91) проведемъ перпендику- 

Чер. 90. Чер. 91. 
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ляръ АВ и наклонную СН, то эти линя пересфкутся, если ихъ 

достаточно продолжить въ ту или другую сторону (на нашемъ чер- 

тежф вверхъ отъ прямой ЕЁ °). 

*) Вообще пересфчеше посл$дуетъ по ту сторову данной прямой, гдф осл- 
рый угодъ, образуемый наклонной съ данной прямой, обращенъ отверстемъ 

къ периевдикуляру (ва нашемъ чер это уголь СЕ). 
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Вполнф строго доказать изложенную истину невозможно; поэтому 
ее принимаютъ безъ доказательства, хотя она и не такъ очевидна, 
вакъ т истины, которыя мы прежде приняли за аксомы. Итакъ 
къ числу аксомъ нужно отнести слЪхующую: яерпендихулярь и на- 
хлонная хь одной и той же прямой по достаточномь продолже- 
ни пересъкаются. 

Приведемъ одно, весьма простое, хотя не вполнъ точное, доказажель- 

ство вышензложеннаго предложен!я. Острый уг. Ч СЕ (чер. 91) меньше 
прамаго уг. АЛЕ; поэтому и вся часть плоскости, заключающаяся между 

продолженными до безконечвости сторонами уг. (СЁ, меньше части 

плоскости, заключающейся между продолженными до безконечности сто- 

ронами уг. АДЕ, и если бы мы предположили, что прямая СС не 
встрётитъ Д.А вверхъ отъ лини ЕК, то меньшая часть плоскости 
С СЕ равналась бы большей части АДЕ плюсъ еще часть плоскости, 
завлюченная между прямыми ДА и (С, что, очевилно, не возможно. 

61. Прямая, перпендикулярная къ одной изь двухь параллельныть, 
пересъкаеть друую и притомь перпендикулярна кь ней. Пусть 

(чер. 92) АВ || Сри ЕЕ4 АВ; докажемъ, что ЕР! СД. Для это- 
го изъ точки №, въ которой АВ пересЪкается съ своимъ перпенди- 
куляромъ ЕР, опустимъ перпендикуляръь РО на прямую СО; ЕО 
будеть | и къ АВ; дЪйствительно, еслибъ мы предположили, что 
АВ не перпендикулярна къ РО, то Ср и АВ должвы бы встр®тить- 
ся ($ 60) и не могли бы быть параллельны между собою. Но у насъ 
черезъ точку К уже проведенъ къ АВ перпендикуляръ ЕЕ; стало 
быть перпендикуляръ РО есть продолжене ЕЁ; но РО! СО; слёд. 
перпендижулярь ЕР пересфкаеть СД, и притомъ подъ прямымъ уг- 

Чер. 92. Чер. 93. 
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ломъ. Доказанная теорема можетъ служить для того, чтобы узнать, 
параллельны ли между собою данныя прямыя лиши пли нфтЪ; для 
этого надо возставить перпендикуляръ къ одной изъ данныхъ пря- 
мыхъ и изслЪдовать, какой уголъ составляетъ онъ съ другой прямой; 
если этотъ уг. будеть прямой, то линш параллельны. 

62. Изь предъидущей теоремы слЪдуетъ: 
1) Де прямыя, папаллельныя третъей, паряалельны и межди 

собою. Пусть (чер. 93) АВ|| СР и ЕЕ|| СО; докажемъ, что 
АВ || ЕР. Опустимъ на СШ перпендикуляръ КГ; тогда, по предъ- 
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идущей теорем, заключимъ, что АВ и ЕЁ будуть перненуику- 
лярны въ КГ и слЬд. параллельны между собою. 

2) Черезь данную точку можно провести къ данной прямой 
тольке одну параллельную. Пусть АВ (чер. 94) будетъ данная 
прямая, С-— данная точка; мы уже знаемъ ($ 59), какъ провести 
линю, параллельную прямой АВ, и пусть эта параллельная будетъ 
ЕСЕ. Предположимъ, что можно бы провести черезъ С еще прямую 
@СН|| АВ; тогда, проведя КГ! АВ, мы на основани теоремы 
$ 61 должны заключать, что СН: КЁ и СЕ|1 ЕГ; но изъ точки 
С нельзя провести двухъ перпендикуляровъ къ прямой КТ,; слВд. 
черезъ С нельзя провести и двухъ лин, параллельныхъ прямой 
АВ, а можно провести лишь одну параллельную. 

3) Каждая прямая, пересъкающая одну изь параллельныхь 
линий, должна пересъкать и друшю. Дъйствительно, еслибъ пря- 
мая ММ (чер. 95), пересфкающая АВ въ точкф О, не пересЪкала 

Чер. 94. Чер. 95. 

прямой СШ, параллельной АВ, то ММ была бы параллельна СД, 

и слёд. черезь точку О проходили бы двЪ прямыя АВ п ММ, 

параллельныя СЛ. 

63. Если мы двЪ какя либо прямыя АВ и СД (чер. 96) пере- 

сЪчемъ третьей прямой ЕЁ, то получимъ Чер. 96. 

8 угловъ а, Ь, с, К, В, К, т, п. Углы А с 
эти ичфють слёдующя назвашя: а и Т. / 

а также 6 ип с, наз. внутренними на / 

кресть лежащими ИЛИ внутренними пе- 

рекрестными; уг. Кит, а также й и к /Ъ гм 

т, Наз. внъшними перекрестными; углы Е- а > ыы 

Би Г, а также а и с, наз. внутренними 

/ ие) 

односторонними; углы пни р, а также 

Кит, наз. внъшнижи односторонними; 

углы й и ра также Бил, Гис аи 

т, наз. умами соотвъьтственными или 
Унлами наклонемя. 

64. Если дъ пересъкающияся прямыя лини пересъчемь треть- 
ей линей, то сумма внмутреннихь одностороннихь уловь, на сто- 
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речавь имашорыль лежить точка пересъчензя, меньше двухь пря- 
мылъ. При этомъ могутъ быть три случая: 1) даны прямыя АВ и 
4С (чер. 97), и одна изъ нихъ, именно АВ, перпендикулярна къ 
сфкущей ДЕ; 2) 06% прямыя АВ и АС (чер. 98) наклонны къ 
РЕ, притомъ расположены по обЪ стороны перпендякуляра АЕ, 
опущеннаго изъ А на ОЕ; 3) обЪ прямыя АВ и АС (чер. 99) 

Чер. 97 Чер. 98. 

А А 

-® С) о Е 
р м“ 

с 

В В с 

расположены по одну сторону перпендикуляра АЕ къ лини ОЕ. 
Докажемъ справедливость теоремы для всЪхъ этихъ случаевъ. 

1. Уг. а (чер. 97) прямой; а уг. Ь, какъ уголъ наклонной АС 
съ прямой ДЕ, обращенный отверстемъ къ перпендикулару, бу- 
деть острый; слФд. а--5<24. 

2) По предыдущему, уголь а (чер. 98) меньше прямаго; уг. 6 
также острый; слЪд. а--Ь<24. 

Чер. 99. Чер. 100. 

А 

В Ги 

3. Уг. а (чер. 99) меньше уг. с, потому что наклонная АВ 
дальше отстоить оть перпендикуляра АР, чЪмъ наклонная 4 С; но 
ь--‹—24, какъ смежные; сяфд. 6 а<24. 

65. Де прямыя лини будуть параллельны между собою, если 

при пересъченни ихь третьей мимей сумма внутреннихь ойно 
стороннихь умовь равна двумь прямымь. Пусть отъ пересфченя 
прямыхь АВ и СШ (чер. 100) лишей ЕР получаются ввутренне 
односторонше углы а и $, сумма которыхъ=2а; тогда и с 9=24, 
потому что сумма всЪхъ четырехъ угловъ а, с, 6 и дравна 4 пра- 
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чыиъ, такъ какъ они составляютъ дв пары смежныхъ углоЪ. До- 
кажемъ, что АВ || СВ. Дьйствительно, АВ и СР не Жогуть пе- 
ресфчься сверху прямой ЕР, потому зто тогда (8 64) а-4+$ <24; ау 
насъ дано, что а-|-5—24. Онф не мегуть пересфзься и ниже прамой 
АВ, потому что тогда с-|-9<24; а мы сейчасъ доказали, ч10 се {9 
должно быть равно 24, если а-5—24. Итайъ АВ|| СР. 

66. Сльдстые. Деъ ирямыя АВ и СГ (чер. 101) будуть 
параллельны: 1) если внутремние перекрестные узлы равны между 
собою. Пусть напр. а—=9; тогда а--5—24, потому что 9+5—2а; 
а если а-|-6—24, то по иредъидущей теорем АВ || СР. 

2) Если внъшне перекрестные умы равны; напр. (чер. 101) 
Чер. 101. Чер. 102. 

пусть А=й; такъ какъ 5-#=24, то и 5-94, або Х—» по 
условю; а слд. и 5--а=24, ибо Х—а какъ углы вертикальные; 
а если $ а=24, то лиш параллельны. 

3) Если соотоътствемные узлы равны; напр. АВ || СШ, когда 
а—=}, потому что тогда а{-5—24, такъ какъ #-|-5—24, какъ смежные. 

4) Если сумма внъшнихь одностороннихь узловь равна двумь 
прямымь; напр. если 2--1=24, то АВ|| СФ. Въ самомъ ЯЪаЪ, 
А—а, (=; слЪД. если Ё--=2а, то и а--—2а. 

ВеЪ этп четыре сл$детвя вмфстЪ съ основной теоремой состававютъ 
услойя параллельности прямылхь. Къ числу этихъ условй можно 
бы присоединить еще теорему о параллельности двухъ лишй, аер- 
пендикулярныхь къ третьей; но эта теорема заключается въ теор. 
$ 65 какъ частный случай. 

67. Обратно—еслы двь прямыя лини параллельны между со- 
бою, то сумма внутреннихть одностороннить узловь, образующихт- 

ся при пересъчензи этиль линлй какой либо третьей прямой ли- 
ней, равна двумь прямымъ. Положимъ, что (чер. 102) АВ || СЪ. 
Чтобъ доказать, что а--6—24, употребимъ способъ приведеня къ 
нелЪпости. Допустимъ, что а-|-6<24; тогда мы можемъ одинъ изъ 
угловъ, напр. уг. а, увеличить такъ, чтобы, сложавъ его съ $, по- 
лучить въ сумм 24; положимъ, что для этого надо къ а придать 



уг. ВОС, и что с4$д. т-|-5—24. Тогда, по предъидущей теорем%, 
прямая НС должна быть параллельна СЛ и слЪфд. черезъ одну и 
туже точку О были бы проведены дв$ лини АВ и НС, парал- 

лельныя СО. Тэкъ какъ этого не можетъ быть, то слЪд. и а-Еь 
не можеть быть меньше 24. Точно такъ же докажемъ, что а--Ь не 
можеть быть больше 24; слЪд. а--—24. 

68. Слъдстые. Если (чер. 103) прямая АВ || СО, то 1) вмут- 
Чер. 103. ренме перекрестные углы равны; уВйстви- 

ы р тельно, такъ какъ АВ || СД, те [{+5—23а; 
Е но /-а—24 какъ смежные; слЪд. -+— 

—=/{-а, откуда 6—а. 
№ 2) вньшинме перекрестные улы равны; 

сейчасъ доказано, что а==6; сяёд. и —т, 
ь потому что первый изъ этихъ угловъ есть 
си вертикальный съ а, а второй вертикаль- 

их ный съ 6. 

3) соотвътственные умы равны; напр. 

А с РА—Ь, потому что Х—а какъ вертикальные, 
а—6 какъ внутренне перекрестные. 

4) сумма внъшнихь одностороннижь уыювь—24. Дйствительно, 
--2—2а, а К—т какъ внышые перекрестные, слЪд. и й-- 24. 

69. Легко убЪдиться, что если (чер. 103) существуеть одно изъ 
слЪдующихъ равенствъ 
а--е—2а, |--Ь—2а, а-5, [=с, т, й—п, =, |, Ис, 
а—т, #- т-2а, +"—2а, то будуть существовать и прочя; и на- 
оборотъ, если хотя одно равенство не будетъ выполнено, то не бу- 

дутъ существовать и проч1я. Это можно доказать для каждаго от- 
дЪльнаго равенства, основываясь на свойствахъ смежныхъ и верти- 
кальныхъ угловъ. Пусть напр. #=<; тогда и /—<с, ибо { вертикаль- 
НЫЙ СЪ А; иа—6, такъ какъ а служить углу # дополненемъ до двухъ 
прямыхъ, а В дополняетъ до двухъ прямыхъ уг. с; углы же йн 

с равны между собою по услов!ю. 

Положимъ еще, что уг. а меньше уг. Ъ; тогда и уг. , какъ равный 
углу а, будеть меньше уг. 6; слЪд. и сумма угловъ &--/Г не будетъ 
равна двумъ прямымъ, и т. д. 

70. Если хотя одно изъ предьидущшихь равенствь не существу- 

еть, Т. е. если напр. углы соотвфтственные или перекрестные не 
равны между собою, а также если сумма внутреннихъ или внфш- 
нихъ одностороннихъ угловъ не равна двумъ прямымъ, то лими 
ме будутз параллельны между собою. Такъ какъ нарушение одного 
равепства влечеть за собою нарушеве и вефхъ прочихъ, то для 
доказательства изложенной теоремы достаточно доказать, что лини 
не будуть параллельны въ какомъ нибудь одномъ случаЪ; докажемъ 
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напр., что если сумма внутреннить односторомнить уз408 ив равна 

двум» прямымь, то лини переськаются. Пусть (чер. 104) а-{-5< 24; 
тогда при точкЪ О можно вообразить такой уголъ т, который бы 
съ а составиль 24; прямая М.М, образующая этотъ уголъ съ с$- 
кущей ЕЁ, будетъ параллельна АВ; а потому СД не можетъ быть 
параллельна АВ, такъ какъ черезъ точку О можно провести только 
одну параллельную. 

1. Теорему о томъ, что дв$ прямыя лини перес$каютса, если сумма 
внутреннихъ одностороннихъ угловъ не равна 24, принялъ безъ до- 

казательства знаменитый ученый древней Грещи Эвклидъ, который 
первый изложилъ систему Геометрии почти въ томъ самомъ видё, въ 

какомъ она существуетъ и въ наше врема; поэтому означенная тео- 

рема носитъ назван! одиннадцатой акс1омы Эвклида или эвклидова 
постулата. Въ $ 70 эта истина доказана, но только потому, что при- 
ната безъ доказательства ($ 60) другая истина: перпендикуларъ и на- 
клонная къ одной прямой пересфкаются между собою; эта посл$двая 
истина есть, очевидно, частный случай эвклидова постулата. Вообще, 

вполнф строгой теори параллельныхъ лин не существуетъ: непре- 

м$нно одна какая либо теорема должна быть допущена безъ хоказа- 
тельства, иначе говоря— принята за акс!ому. 

72. Умлы, которыхь стороны взаимно параллельны, или равны 

между собою или составляють въ суммъ два прямыхь. При этомъ 

могутъ быть три случая. 

1) Углы тж и п (чер. 105) обращены отверстями въ одну сто- 

Чер. 104. Чер. 105. 

рону; тогда, продолживъ одну изъ сторонъ угла тж до пересфченя 
съ стороной угла я, получимъ т=р и р=п какъ соотвЪтственные; 
СсЛВд. и тп. 

2) Углы т и» (чер. 106) обращены отверстями въ противопо- 
ложныя стороны; продолживъ опять сторону уг. т, найдемь т=р 
какъ перекрестные; и=р, какъ соотвфтетвенные; слЪД. т—. 

3) Углы т из (чер. 107) обращены отверстиями въ разныя, но 
не въ противоположныя стороны; тогда т-|{- р—24 по свойству внут- 
реннихъ одностороннихъ угловъ; но ря, с4д. и т я—24. 
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Итакъ умы съ параллельными сторонами равны, если они обра- 

цены отверстиями въ одну или вь мротивоположныя стороны; 

Чер. 106. Чер. 107. 

ебли же они обращены отверстиями въ разныя стороны, то вуж- 
ма ить —= 94. 

73. Ушмы, которыть стороны взаимно перпендикулярны, мли 
равны между собою или составляють въ суммъ 24. Пусть (чер. 
108) буть ДЕГ АС и ЕЁ} АВ. Проведемъ изъ А прямыя 
Аб АСи АН, АБ; тогда будеть АС || РЕи АН || ГЕ, сё. 
уг. 2—уг. м. Такъ какъ уг. р=@АС——4—хиуг. т-ВАЯ— 
—4=—4—1, 10 рт; са. и ит. Продолжизъ сторону ДЕ угжа 
п, получимъ уг. ЕЕО, котораго стороны также перпендякулярны 
къ сторонамъ уг. т; такъ какъь РЕО--п—24 какъ смежные, 4 по 
предъидущему я—т, то и РЕО--т-м-24. 

71. Мы уже говорили ($ 59), какимъ образожъ проводятёя па- 
ралжельныя лини; въ практикЪ для этого употребляютъ обыкновен- 
но слёдующе приемы. 

1) Если нужно черезъ точки Аи В (чер. 109) провести лини, парах- 

Чер. 108. Чер. 109. 

О в 

‘Е й 
Во. АН 7 

р АОЛОТИТИХ 
= | 

ыы х с 7 

р; с щи Г т; м 
Ш | й 

лельныя СЛ, то прикладываютъ наугольникъ ребромъ его т» къ зан 
С; къ другому ребру его ир прикладывають линейку; потомъ, крфико 
нажимая одной рукой линейку, такъ чтобы она не скользааа по бу- 
магф (или по досжф), подвигаютъ пе линейкь наугожьяякь до тъхъ 

поръ, пока ребро его т” не встрфтитъ точки А; тогда проводя4% #9 
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эп” прямую лин!ю; далфе подвигаютъ наугольникъ до В ит. д. Про- 
веденныя лин!и будуть параллельны СДО, потому что вс онф пер- 
пендикулярны къ ребру линейки. 

2) Кладутъ наугольникъ такъ, чтобы его ребро тр (чер. 110) со- 
впадало съ прямой А, параллель- 
но которой надо провести лини 
черезъ точки С Д....; къ ребру 
пр наугольника прикладываютъ ли- 
нейку; затЪмъ, держа одной рукой ------------ 
линейку, подвигаютъ по ней на- 
угольникъ такъ, чтобы его ребро 
пр постоянно прилегало къ ребру 
линейки, до тфхъ поръ, пока реб- 
ро тр не ветрфтитъ точки С; 
тогда по этому ребру проводятъ 
прямую линю; затфмъ подвига-_ 
ютъ наугольникъ до Дит. ДА 
Полученныя прямыя будуть па- 
раллельны 4/?, такъ какъ онЪ 
образують съ ребромъ ланейки 
равные соотвфтетвенные углы. 

15. Задачи. 1) Прямая АВ|| СО; къ АВ возставленъ перпен- 
дикулярьъ ЕЁ, кь С) — перпендикуляръ СН. Доказать, что эти пер- 
пендикуляры или параллельны или сливаются? 

2) Изъ точки О опущены периендикуляры на прямыя АВи СД; 
АВ|| СО. Доказать, что эти периендикуляры составляютъ одву пря- 
мую лин!ю? 

3) Уг. а (чер. 103) =*/,4; опредфлить 6, $ 
4) Уг. с (чер. 103) —1, :; опредфлить а, в. Е 
5) Уг. [ (чер. 103) ва !/, ’больше уг. т; опредфлить а, 6....? 
6) Уг. Л (чер. 103) вдвое больше уг. 6; опредфлить а, ЁЬ....? 
7) Уг. с (чер. 103) на !',4 больше своего смежнаго; опредфлить 

Чер. 110 

8) Уг. [ (чер. 103) въ 4 раза больше т: опре‹Флить а, с....? 
9) На чер. 103-ыъ уг. с уг. А=,„4; опредфлить веф углы? 
10) Отношете уг. № и Б (чер. 103) равно я: опредфлить вс$ углы? 
11) Одинъ изъ внутреннихъ угл. двухъ параллезьныхъ ли раз- 

дфень прямой ливей пополамь, и эта прамая встр$ёчаетъ другую 

параллель подъ острымъ угломъ, который на з/,а меньше раздблен- 

наго угла; опредфлить этотъ поса$днй? 

12) Одинъ изъ внутр. угловъ паразлельныхъь лин, равный 0,74, 
раздфлень пополамъ прамой ливней. Подъ какимъ острымъ уг. эта 
прямая встрфтитъ другую параллель? 

13) Доказать, что линш, дфаяшия пополамъ два накресть лежащие 
угла, паралзельны между собою? 

14) Доказать, что лив1и, дфаящ]я пополамъ два соотвЪтственныхь 
угла, параллельны между собою? 

й 
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15) По разнымъ сторонамъ прямой АВ возставлеюы къ пей пер 
пендикуляры СО) и ЕЁ и съ протикоположвыхъ сгоровъ этихъ пер- 
невдикуляровъ при ихъ осповап/яхъ посгроевы два рэ-виыхъ угла КСД 
и ЕЕ; доказать, что СК! ЕЁ? 

16) Опредфлить уголъ, образуемый прямыми, дфлящими пополамъ 
внутр. одвостор. углы нараллельныхъ зив1й? 

17) Двф параллели АВ и СШ составляютъ съ сфьущей ЕЁ вну- 
трев. одвостор. углы аи. Изъ вершины уг. а проведена впутри 
его прямая КГ, составляющая съ АВ уг. —!/.а; изъ вершины уг. 
$ проведена внутри его прямая (/Н, составаяющая съ СГ) уг.—1/3Ь. 
Подъ какимъ уг. пересфкаюлся КГ и СН? 

18) Рьшить зад. 17, полагая, что КЁи СН образують съ с$ку- 
щей ЕЁ углы, соотвфтственно равные \/,4 и \/.6 ? 

19) Р\шить зад. 17, полагая, что углы, составляемме прямыми 

КТ, и СН съ параллелями, равны '/,а и 1,6? аи 1,6? а и 

1.6? ‚а. н ГА ? 

п п 

20) Рфшить зад. 17, полагая, что углы, составляемые прямыми 
ЕТ, и СН съ сфкущей ЕЁ, раввы '/.а и 1/16? пла и 1/5? Ча п 

ъ 1, ро . ео 136: ме 

21) Положивъ въ зад. 17-Й уг. а==3.4, опредфлить, какой уголъ 
составять Ки СН, если КГ съ наразлелью АВ составляетъ уг. 
—=!/;4, а СН съ сфвущей ЕЁ составаяетъ уг. —!.Ь? 

22) Двф параллели пересьчевы прямой АВ такъ, что одинъ изъ 
внфшнихъ перекрествыхъ угловъ НР. изъ точки пересфченл АВ 
съ одной изъ параллельныхъ опущенъ перпендикуляр» на другую па- 
раллельную; опредфлить уголь, образуемый этимъ периендикуляромъ 

съ прямой АВ? 

23) Уг. а='/,4; внутри его взята точка и изъ нея опущены пер- 
пендикулярь на стороны угла; какой уголь образують эти периенди- 
куляры ? 

24) Ввутри угла —"/.@ взята точка и изъ нея проведены дв% пря- 
мыя лини— одна параллельно одной сторонф угла, другая перпенди- 
кулярно къ другой сторовф. Какой уголь образуютъ эги лини? 

ГЛАВА №. 

 кружность. 

76. Возьмемъ точку О (чер. 111); мы можемъ провести изъ нея 
по плоскости множество прямыхъ; отложивъ на этихъ прямыхъ рав- 
выя части ОА, ОВ, ОС, ОФ..... получимъ рядъ точекь А, В, 
С, Г..... находящихел въ равныхъ разстоямяхъ оть 0. ВеЪ эти 
точки лежать иа лишь, происхождеше которой можно себЪ предста- 



= Бр 

вить, вообразивъ, что (чер. 112) пряная ОА вращается на плос- 

Чер. 111. Чер. 112. 

А 

> | В р 
У. г 

г т р Зы 

Е 

кости около неподвижной точки О до первоначальнаго своего поло- 
жения, и что точка А при этомъ вращени оставляетъ слБдъ на плос- 
кости. Вся эта лишя (чер. 112) помфститея па одной плоскости съ 
точкою (, будетъ сомкнутою и всЪф точки ел будутъ находиться въ 
одинаковомъ разстояви оть 0. Такая лин я наз. окружностью; 
точка О наз. чентромь окружности; прямая ОА—радусомь; а 
часть плоскости, ограниченная окружностью, наз. круюмь. Сл$ц. 
окружностью наз. линчя, вс точки которой лежать вь одной 
плоскости 4 одинаково отстоять оть нъкоторой точки, на- 

ходящейся внутри этой лини, на той же плоскости, и наз. 

центромь. Радгусомь наз. прямая, соединяющая какую нибудь 

точку окружности съ центром». Центръ при этомъ принимается 
за начальную точку рад1уса, а точка окружности —за конечную. 

По самому опредфленю окружности, вс радгусы ея равны между 
собою. Каждая часть окружности, напр. часть, заключенная между 
точками А и Д (чер. 113), наз. дуюю. Дуга обозначается или тре- 
мя буквами, изъ которыхъ дв ставятся 
при ея конечныхъ точкахъ, а третья въ 
какой нибудь средней точкЪф, напр дуга 
АМШО (чер. 113), или же двумя бук- 
вами, напр. дуга АД; слово дуга изо- 
бражается знакомъ —. Окружность обо- о 
значается или тремя буквами, постав- : / ь \м 

ленными при какихъ нибудь ея точкахъ, [. 
или одной буквой, поставленной пря о А 
центрь; напр. окружность ДАС (чер. ‚ 
113) или окружность О. : 

77. Каждая точка окружности нахо- 
дится отъ центра на разстояни, равномъ 
рад!усу; какая нибудь точка В (чер. 113), лежащая внутри о"руж- 
ности, находится оть центра О на разстоянш ОВ, мевьшемъ радлуса 
ОБ; а точка К, лежащая внф окружности, находатся отъ цевтра О 

4* 

Чер. 113. 

К 
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на разстоянн ОК, большемъ радуса ОС. Поэтому и обратно— 
каждая точка, находящаяся оть центра на разстоянши, равномъ ра- 
1Гусу, лежить на окружности; точка, находящаяся отъ центра на 
разстояни, мевьшемъ рад!уса, лежитъ внутри окружности; наконецъ, 
если разстоян!е точки отъ центра больше рад1уса, то эта точка ле- 
жить внф окружности. Такимъ образомъ ($ 55) окружность есть 
зеометрическое мъсто точекь, равноотстоящихь ма плоскости 

оть данной точки. 

78. Для черчения окружностей и дугъ употребляется циркуль. Если 
мы одну ножку циркуля (чер. 114) поставимъ въ точку О, и давъ 
циркулю растворене, равное прямой АВ, будемъ вращать циркуль 

Чер. 114. Чер. 115. 

такъ, чтобы конецъ другой ножки, снабженный карандашемъ или чер- 
тежнымъ перомъ, скользилъ по бумагЪ, то по совершени полнаго 
оборота у насъ получится окружность, цевтромъ которой будетъ точ- 
ка О, а ращусъ будеть равенъ прямой АВ; иначе говоря-—мы изъ 
точки О радусомъ АВ опишемъ окружность. Если циркуль совер- 
шить неполный оборотъ, то будеть описана изъ точки О дуга ра- 
дусомъ, равнымъ АВ. 

79. Окружности равны между собою, если равны ихь радфусы. 
Дъйствительно, если мы наложимъ одну окружность на другую, такъ 
чтобы центры и плоскости ихъ совпали, то всЪ точки одной окруж- 
ности упадутъ на другую окружность, потому что, велфдепе равен- 
ства радусовъ обфихъ окружностей, всЪ точки ихь будутъ находить- 
ся въ одинакомъ разстоянш отъ той точки, въ которой совыЪсти- 
лись оба центра, и слфд. окружности совмЪстятся. 

Отсюда слфдуетъ, что если изъ точки О (чер. 115) описана рад!у- 
сомъ ОВ окружность, то всякая новая окружность, описанная изъ точки 
О тьмъ же радусомъ, должна совмЪетиться съ первой. Поэтому изъ 
каждой точки даннымъ рад!усомъ можно описатъ только одну окруж- 
ность; иначе говоря—окружность опредъляется положенемь ея 
центра и величиной ея рафуса, и слЪд. для проведешя вполн® 
опредфленной окружности надо знать ея центръ и рад1усъ. 

80. через» данную точку А (чер. 116) можмо провести 
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безчисленное множество окружностей. Для этого стовтъ только 
произвольныя точки В. С, О.... принимать за центры, а разето- 
аня ихъ оть А за радусы. 

81. Черезь двъ данныя точки можно провести безчисленмое 
множество окружностей. Пусть требуется провести окружность 
черезъ точки А и В (чер. 117). Центръ этой окружности долженъ 

Чер. 116. Чер. 117. 

м 

ы Е 
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находиться въ одинакихъ разстояшахъ отъ данныхъ точекъ А и В 

и сл6Д. долженъ лежать на перпендикулярЪ, возставленномъ изъ 
средины прямой АВ, соединяющей эти точки. Каждую точку этого 
перпендикуляра, напр. Е, С, Е, М.... можно принять за центръ; 
рад!усами же будуть прямыя ЕА или ЕВ, СА или СВ.... 

Центръ искомой окружности не можеть лежать внф перпендику- 
яяра ММ, потому что только точки №М находятся въ одинакихъ 
разстояняхъ отъ конечныхъ точекъ прямой АВ: слфд. перяенди- 
куляръ, возставленный изь средины прямой, есть иометрическое 

мъсто окружностей, проходящить черезь конечныя точки этой 

прямой. 

83. Черезь три данныя точки, не лежащая на одной прямой, 

можно провести окружность, и притомь только одну. Чтобы 

окружность проходила черезъ А и В (чер. 118), центръ ея, по 
предъидущему, долженъ находиться на пер- 
пендикуляр ОЕ, возставленномъ изъ 
средины АВ); чтобы она проходила черезъ 
В и С, центрь долженъ находиться на.’ т 
перпендикулярЪ, возставленномъ изъ сре- [ в 
дины ВС; поэтому центръ окружности, < 
проходящей черезъ А, В, С, долженъ с 
находиться въ точкф О пересфченя этихъ 
перпендикуляровъ ; радусомъ же будетъ 
аиня ОА— ОВ— ОС, и такъ какъ двЪ 
прамыя лини могуть пересЪкаться только 
въ одной точкЪ, то сяфд. черезъ точки А, К 
В, С можно провести только одву окжруж- Е 
ность. 

Чер. 118. 
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Остается доказать, что прямыя ДЕ и ЕК вепремънво перес$- 
хутся. ДЪйствительно, если бъ мы положили, что ДЕ || ЕК, то 
линия РК была бы перпендикулярна къ АВ, такъ какъ ДЕ! АВ; 
но РК перпендикулярна къ ВС; стало быть АВи ВС, какъ пер- 
пендикулярныя къ одной и той же прямой ЕК, должны бы быть 
параллельны между собою; а этого быть не можетъ, такъ какъ АВ 
и ВС имфють общую точку В; слЪд. и ОЕ не можетъ быть па- 
раллельна РК, а должна пересфчься съ ней. 

83. Сльдстая. 1) Если точки А, В, С (чер. 119) лежать на 
одной прямой, то перпендикуляры ДЕи ЕК не могутъ встрЪтить- 
ся; поэтому через» три точки, лежеиия на одной прямой, мель- 

зя провести окружность 

Такимъ образомъ задача о проведенши окружности черезъ одну или 
ИВ данныя точки всегда возможна, но неопредфленна; задача же 
о проведени окружности черезъ три давныя тозки въ одномъ случаЪ 
становится невозможною; а когда она возможна, то выстЪ съ тЬмЪ 

есть задача опредфленная. 
Въ какихъ случаяхъ можно проводить окружность черезъ 4, 5, 6... 

ханныхъ точекъ—будетъ объяснено впослЬдетви. 

2) Двъь окружности, имъюиия три обийя точки, имъють 
общий центрь и сливаются на всечь своем» протяжени; иначе 

пришлось бы допустить, что черезъ эти три обпия точки проходятъ 
дв различныя окружности. 

3) Дяъ не совпадаюиия окружности не моть имъть болте 

двухъ общить точекь. 

Чер. 119. Чер 120. 

Е к 

84. Взаимное положеше прямой лиши и окружности. 
Прямая и окружность не момуть имъть болте двухь общиль 

точехь, потому что общия точки должны находиться отъ центра въ 
одинавихъ разстоявяхъ; а изъ какой нибудь точки, слЪд. и изъ 
центра, нельзя провести къ данной прямой болЪе двухъ, раввыхъ 
между собою, прямыхъ лин ($ 50 —2). Чтобы показать, что ок- 
ружность можеть имфть съ прямою двЪ общ я точки, возьмемъ на 

окружности двф точки А и В (чер. 120) и проведемъ черезъ вихъ 
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прямую ЕЕ; эта прямая, пмфюшая съ окружностью двЪ общя точки 
А и В, наз. съкущею; п обиия точки наз. мочками пересъчемя. 

Изъ предъидущаго видно, зто прямая люшя можеть пересфкать 
окружность только въ двухъ точкахъ. 

Тазстохнае съкущей оть центра меньше райуса. ДЪёствитель- 

но, радусы ОА и ОВ, какъ прямыя лвнш, равныя между собой, 
будуть наклонны къ сфкущей ЕЁ; поэтому периендвкулярь ОМ, 
опущенный изъ центра на ЕР, будетъ меньше радлуса. 

85. Если мы станемъ сЪкущую ЕЁ (чер. 121) вращать около 

точки пересьчешя А вправо, такъ чтобы она принимала положения 
СН, ММ...., то вторая точка пересфчешя В будетъ постепенно 
приближаться къ А и наконецъь сольется съ ней; тогда сЪкущая 
прихеть положеше РО, и прямая РО будетъ слЪд. имЪфть съ ок- 

ружностью только одну общую тозку 4. ВсЪ же остальныя точки 
прямой РО© будутъ находиться внЪ окружности. Въ самомъ дЪаЪ, 

Чер. 121. Чер. 122, 

__ м те 

во время вращения прямой ЕЁ только тЪ точки ея лежать внутри 

окружности, которыя пояьщаются между А и В); поэтому, когда 

точка В сольется съ А, то ни одна точка прямой РО не будеть 

лежать внутри окружности. Пряхая, имфющая съ окружностью толь- 

ко одну общую точку, наз. касательной къ окружвости; а общая 

точка наз. точкой прикосновеная пли касанля. 

86. Радёусь, проведенный въ точку прикосновения, перпенди- 
кулярень кь касательной. ДЪйствительно, только одна точка при- 
косновеня С (чер. 122) находится на окружности; вс же прочя 
точки касательной О, Е... лежать внЪ окружности и сад. отсто- 
ятъ оть центра дальше, чёмъ точка С; поэтому рамусъ ОС бу- 
деть кратчайшее разстояше между центромъ и касательной, т. с. 
ОСТ АВ. Изъ этого сл$дуетъ, что касательная находится отъ 
центра въ разстояни, равномъ радусу 

Обратно: прямая, перпендикулярная къ радзусу въ конечной ео 
почкь, есть касазпельная кь окружности. Пусть (чер. 123) 
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АВ ; ОО; точка О лежить и на окружности и на прямой АВ; 
проч1я же точки АВ, напр. С, Е..., лежать виЪ окружности, ибо 
ОС, ОЕ... суть яинш, наклонныя къ АВ, и потому всф эти лини 
больше рад1уса ОД, который по условшю перпендикуляренъ къ АВ. 

87. Такъ какъ черезъ данную точку къ данной прямой можно 
провести только одинъ перпендикуляръ, то: 

1. в хаждой точкь на окружности можно провести къ ней 
только одну касательную; 

2. перпемдикулярь къ касательной въ точкт касамзя проходить 

через» центрь, 

3. перпендикуляръ, опущенный изъ центра на касательную, 

проходить черезь точку прикосновеня. 

88. Изъ того, что изложено въ $$ 84—86, слёдуетъ: 
1. Если разстояме прямой лини оть центра больше радиуса, 

то эта прямая не имъеть общихть точекь сь окружностью; 

напр. прямая СН (чер. 124), разстояве которой ОМ отъ центра 

Чер. 123. Чер. 124. 

О больше радуса, не ичЪетъ общихъ точекъ съ окружвостью, по- 

тому что точка № этой прямой, ближайшая къ центру. находится 

отъ него въ разстоявв, большемъ радуса; всЪ же прочая точкя ей 

и подавно находятся вн окружности. 
2. Если разстояне прямой лини оть ценшра равно радиусу, 

по эта прямая касается окружности. 

3. Если разстояне прямой лини оть центра меньше радиуса, 

то эта прямая пересъкаеть окружность. Напр. прямая АВ 

(чер. 124), разстояще ОД которой отъ центра меньше радиуса, пе- 
ресфжается съ окружностью, потому что если бы ова касалась ок- 
ружности, то разстояше ОШ должно бы быть равно радусу; & 
еслибы она не имЪфла общихъ точекъ съ окружностью, то разстоя- 
не должно бы быть больше радйуса. 



89. Соотношеше между углами, дугами и прямыме 
аниями въ окружности. 

Прямыя СО, ЕС (чер. 125), соединяющя дв точки (Си ДР, 
Еи С) окружности, паз. хордами; иначе говоря—хордой наз. часть 
сфкущей, лежащая внутри окружности. 

Хорда АВ, проходящая черезъ центръ, наз. Фаметромь. Въ 
окружности можно провести безчисленное множество д1аметровъ; вс%- 
они равны между собою, и каждый изъ нихъ вдвое больше радуса. 

90. Д:аметръ имъетъ сяфдующ!я свойства: 
1. Дзаметрь есть наибольшая хорда (т, е. онъ больше всякой 

другой хорды). Проведемъ даметрь АВ (чер. 126) и какую нибудь. 

Чер. 125. Чер. 126 

о 

хорду СШ; соединивъ точки С и Д съ центромъ, будемъ имфть. 
Со+0р> Ср; во С0--Ор=даметру АВ; сд. АВ> Ср. 

2. Дзаметрь дълить окружности и круз пополамь. ДЪйстви- 
тельно, если мы перегнемъ кругъ по Шаметру АВ (чер. 127), то 
всякая точка нижней части окружности непремфнно упадетъ гдЪ ни- 

будь на верхней части окружности, такъ какъ всф точки окружно- 
сти одинаково отстоять отъ центра. 

91. Каждая хорда СД (чер. 128), не проходящая черезъ центръ, 

Чер. 127. Чер. 128. 

М 

с 19) 

А В 

м 

АЪлить окружность на двЪ неравныя дуги СМО и СУД; о6Ъ этв 
Дуги соотвътствують хорд СЛ); но когда говорятъ о дугЪ, со- 
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отвъьтствующей давной хорд®, не указывая, о какой именно дуг, 

большей или меньшей, идетъ дЬд0, то подразумввають меньшую 
изъ ДугЪ. 

92. Уголь СОР (чер. 129), ииъющ вершину въ центрь, паз. 
центральнымь умюмь, соотвфтетвующимъ дугф СШ. Каждый уг. 
т (чер. 130) можно сдфлать центральнымъ, описавъ изъ его вер- 
«шины дугу произвольнымъ рад1усомъ. Часть круга АМВ (чер. 129), 

Чер. 129. Чер. 130. 

заключенная между хордою АВ и соотвфтствующею ей дугою, наз. 
круювымь сементомь или отрЪзкомъ. Часть круга ЕОС, закаю- 

ченная между двумя рад!усами и дугою, наз. хкруювымь секторомь 
или вырЪфзкомъ. 

93. Кром$ центральныхъ угловъ въ окружности еще разсматриваютъ: 
1) увы вписанные, у которыхъ вершина на окружности, а сто- 

ронами служать хорды, напр. уг. а (чер. 131); 
2) умы описанные, у которыхъ вершина вяф окружности, а сто- 

роны касательныя къ окружности, напр. уг. т; 
3) углы съ. вершиною внф окружности, которыхъ стороны суть 

Чер. 131. Чер. 132. 

сЪкущя, вапр. уг. п (чер. 132), или которые образованы сЪкущею 

п касательною, напр. уг. 2; 



—09 — 

4) углы съ вершиною внутри окружности, напр. уг. А (чер. 132}; 
5) утлы съ вершиною на окружности, образованные хордою и на- 

хательною, напр. уг р (чер. 131). 

94. Вь равмыхль окружностяхь (а стало быть и въ одной м 
чпой же окружности) 

1) равнымь душмь соотвътствують разныя хорды и равные 
центральные умы; 

2) большей дуть соотвътстзуеть большая хорда и бдльшй 
%ентральный у10л5. 

Доказательство. 1) Положимъ (чер. 133), что рамусы ВАи ЕР 
Чер. 133. 

|: с | Е а 

\ / \ 
о 

двухъ окружностей равны между собою, п пусть дуга А С—=дугф Да; 
докажемъ, что хорда АС — хордЪ ДС и уг. АВС = уг. РЕБ. 
Для этого вообразимъ, что секторъ ДЕС наложенъ на секторъь АВС, 
такъ что центръ Е упалъ въ В и прямая ЕС пошла по ВС; тогда 
точка С’ упадетъ въ С, ибо Еб=ВОС; дуга СШ пойдетъ по дугЪ 
СА, потому что онф описаны одинакими радгусами и центры ихъ 
ВиЕ совифщены; по равенству дугъ СД и СА, точка Г упа- 
деть въ 4; поэтому п прямая ОС совуЪстится съ АС, ибо во- 
нечныя точки ихъ совмфстились. Штакъ хорда АС—=хордЪ ШОС. 

Такъ какъ точка С совмъстилась съ С, точка Е совмЪстилась съ В, 
а точка Г) съ А, то прямая ЕД совиъстится съ ВА, а слЪд. и уг. 
ДХЕС совуЪстится съ уг. АВС; птакъ эти углы равны между собою. 

3) Пусть дуга АС (чер. 134) больше дуги ОС; докажемъ, что 
Чер. 13+. 

А 

м ч 

к __ / _ 
#8 с Е а 
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хорда АС>хорды ОС и уг. АВС>уг. РЕС. Наложимъ сектор» 
ДЕС на АВС, такъ чтобы Е совпала съ Ви ЕС пошла по ВС; 
тогда точка С упадетъ въ С, дуга СШ пойдетъь по СА и точка 
Л упадетъ гдЪ нибудь въ М между Си А, такъ какъ дуга @О<ду- 

ги СА; поэтому и радусъ ЕД пойдетъ внутри уг. АВС по лии 
ВМ, такъ какъ одна точка его Е упала въ В, а другая Д упала 
въ М. Отсюда закяючаемъ, что уг. ДЕС<уг. АВС. 

Хорда РС при такомъ наложени займеть мЪсто МС; чтобы до- 
казать, что хорда АС больше хорды ШС, или что АС>МС, за- 
иътимъ, что лини ВАСи ВМС суть двЪ пересфкающяся лома- 
ныя съ общими конечными точками В и С, расположенных по одну 
сторону прямой ВС; въ такихъ линяхъ сумма пересЪкающихся ча- 
стей больше суммы частей не пересфкающихся (\ 21); поэтому 

Ас--мМвВ>АВ-- МС. Но МВ—=АВ, 
сад. АС>МС, или АС>ОС, что и требовалось доказать. 

95. Доказанная нами теорема допусваетъь двф обратныхъ. 
Первая обратная теорема: в» равныль окружностяхь или въ 

одной и той же окружности 1) равнымь тордамъ соотвътству- 

ють равныя думи и равные центральные умы; 2) большей хорд» 

соотвътствуеть большая дуа и большай центральный уюль. 

Доказательство. 1) Если хорда А В—хордь СД (чер. 135), то 
дуга АВ не можеть быть больше дуги СД, ибо тогда по предъ- 

Чер. 135. идущей теоремЪ и хорда АВ должна бы 
быть больше хорды СО. Дуга АВ не 

А. можеть быть и меньше дуги СХ, по- 
в Тому что тогда и хорда АВ была бы 

меньше СЛ); а унасъ эта хорды равны - 
Итакъ дуга АВ=дугь СО; а если эти 
дуги равны, то по предъидущей теорем. 
и уг. АОВ=уг. СОШО. 

Доказательство не измфиится, если 
равныя хорды даны будуть не въ одной, 

а въ двухъ равныхъ окружностяхъ. 
2. Подобнымъ образомъ докажемъ, 

что большей хордф сеотвЪтствуеть большая дуга и болышй цент- 
ральный уголъ. 

Вторая обратная теорема: в» одной или въ равныть окружно- 
стяхь 1) равнымь центральнымь уламь соотвътствують рав- 

ныя дум и равныя хорды; 2) большему центральному узлу со- 

отвтьтствуеть большая дуа и большая торда. Эта теорема дока- 
зывается, какъ и предъидущая, способомъ приведеня къ нелфпости. 

у 

96. Перпендикулярь, опущенный изъ центра на хорду, %- 

лыть 2орду, соотоътствующую ей душу и центральный уоль 

пополамь. Пусть (чер. 136) Ор 1 АВ; надо доказать, что АЕ=ВЕ, 
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А1—=ОВ и уг. 4ОР—г. РОВ. Прямыя ОЛ и ОВ раввы вакъ 
радтусы; поэтому онф наклонны къ АВ и должны быть равно уда- 
лены отъ основаншя Е перпендикуляра ОД; стало быть АЕР=ВЕ. 
Для доказательства остальной части теоремы, перегнемъ чертежъ по 
перпендикуляру ОГ; тогда, по равенству прямыхъ угловъ ОРВи 
ОКГА, лия ЕВ пойдеть по РА; а какъ эти лиши равны, то 

точка В упадеть въ А; точка Г осталась на м$стЪ, а В упала 

въ А, с1Ъд. дуга ВО совмфетилась съ АД. Точка О осталась на 

мЪстВ, а В упала въ 2; стало быть лия ОВ совмЪетилась съ 
ОА; а потому и уг. АО)=уг. ДОВ. 

Обратно—ерпендикулярь къ хордъ, возставленный изъ средины 
ея, проходить через» центрь, ибо этоть перпендикуляръ веть гео- 

метрическое м$сто точекъ, равно отстоящихъ оть концовъ хорды; 
а центръ также равно отстоитъ отъ ковцовъ ея. 

Изъ прямой теоремы сл$дуетъ, что центръ, средина хорды и сре- 
Дина соотв$тствующей дуги лежать на одной прямой, перпендику- 
лярной къ хордЪ и дфлящей соотвЪтствующ центральный уголъ 

пополамъ; т. е. эта прямая удовлетворяетъ пяти услов1ямъ. А такъ 
какъ для опредфлен!я прямой достаточно двухъ изъ этихъ условй, 
то слЪд. если два какя нибудь изъ нихъ существуютъ, то должны 
‹уществовать и остальныя; напр. если прямая проходитъ черезъ 
средины дуги и соотвфтетвующей хорды, то она пройдетъ черезъ 
центръ, будеть перпендикулярна къ хордЪ и раздфлитъ соотвт- 
ствующ центральный уголъ пополамъ. Такимъ образомъ изъ пря- 
мой теоремы можно вывести цфлый рядъ новыхъ теоремъ. 

97. Равныя хорды равно удалены отъ центра. Пусть (чер. 
137) хорда АВ—=СО; надо доказать, что перпечдикуляры ОМ и 

Чер. 136. Чер. 137. 

ОМ, опущенные на нихъ изъ центра, равны. Соединивъ конечныя 
точки хордъ АВи СР съ центромъ, мы получимъ два равныхъ 
угла АОВ и СОБ, которые мы можемъ совиЪстить такъ, что 
центръ О останется на своемъ м$етЪ, радтусъ ОС пойдетъ по ОЛ, а 
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рамусь ОД по ОВ, при чемъ и самыя хорды совмЪстятся, а слЪд.- 
и средины хордъ Ми № также совпадутъ. Такъ какъ, нри совмфще- 
ви угловъ, точка О осталась на своемъ мЪстЪ, а М совпала съ №, 
то и перпендикуляры ОМ и ОМ совыфетятся и потому будуть равны. 

98. Изь двухь неравныхь х0рдь большая ближе *ъ центру. 

Пусть (чер. 138) хорда ЕЕ>АВ. Вообразимъ, что дуга АВ отао- 
жена по дуг ЕЁ отъ точки Е; точка В при этомъ упадеёть гдЪ- 

вибудь въ Г, межу Еи РЕ, потому что дуга АВ меньше дуги 
ЕЕ, какъ соотвфтетвующая меньшей хордЪ АВ. Хорда ЕГ,, со- 
отвЪтетвующая дугь ЕЁ, равна хордЪ АВ и потому находится съ 
ней въ одинакихъ разстояшяхъь ОМ и ОМ оть центра. Но ОМ 
пересЪ кается съ ЕР въ точкЪ Р, потому что точка О лини ОМ 
находится по одну сторону прямой ЕЁ, а точка № лини ОМ 1е- 
житъ по другую сторону ЕЁ; притомъь ОМ наклонна къ ЕЁ, такъ. 
какъ изъ точки О на ЕЁ опущенъ уже перпендикуляръ ОВ; слЪд. 
ОП< ОР, а потому и подавно ОЕ< ОМ. 

99. Обратно: 1) Хорды, равноудаленныя оть центра, равны. 

2. Изь двзухь неравноудаленныхь хорфь та больше, которая 
ближе къ центру. Если (чер. 139) ОМ 1 АВ, ОМ, Сри ОМ=ОМ, 

Чер. 138. Чер. 139. 

В 

то хорды АВ и СШ равны между собою. ДЪйствительно, АВ не 
можетъ быть больше СО, потому что тогда О было бы мевьше 

ОМ; АВ не можеть быть и меньше СД, потому что тогда ОМ 
должно быть больше ОМ; а если АВ не можеть быть ии больше, 
ви меньше СО, то АВ—=ОГ. 

Вторая теорема доказывается также способомъ приведевя къ не- 
лЪпости. 

100. Если въ окружности проведено нъсколько параллельныхь 

210р4 % параллельно кь нимь касательныя, то 

1) дузи, заключенныя между параллельными хордами, равны; 
2) дум, заключенныя между касательной и параллельной е& 

хордой, равны; 
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3) ду, заключенныя между паралзлельными касательными» 

равны (притомь каждая изъ нихь есть полукружность). 

Пусть (чер. 140) АВ || Ср || @Н |] ЕЁ || КГ.. Проведемъ д!аметръ. 
ММ, перпендикулярный къ хордБ СО; онъ будетъ перпенкикуля- 

ренъ и ко всфмъ остальнымъ прямымъь АВ, ЕЁ, СНи КГ, прой- 

деть чрезъ средины Р, Фи В хордъ АВ, СШ и ЕЕ и чрезъ. 

точки касашя Ми М касательныхь СН и АГ. Поэтому, когда 

мы перегнемъ окружность по д!аметру ММ, то точка А упздетъ 

въ В, точка С—въ О, точка Е—въ Е, и с4$4. дуга МА сов- 

мЪетится съ МВ, дуга АС совмЪстится съ ВО, дуга СЕ сов- 

мЪетится съ ОЕ и ЕМсъь ЕМ; сля5д. МАЕМВ; АС=ВО; 

СЕ—ФОЕ; ЕМ=ЕМ. Наконецъ даметрь ММ раздфлитъь окруж- 

ность на дв$ равныя части СМУ и МЛМ. 

101. Измбрене угловъ. Изыфрить уголъ значить узнать, 
во сколько разъ онъ больше единицы угловъ пли какую часть онъ 
составляетъ отъ этой единицы; другими словами—значитъ найти от- 

ношене измЪряемаго угла къ прямому углу. Для отысканя отно- 

шения между углами, надо имфть средство накладывать одинъ уголъ. 
на другой. Доказанная нами теорема о равенствф центральныхъ уг- 
ловъ при равенствЪ соотвфтетвующихъ имъ дугъ и хордъ даетъ воз- 
можность выполнить это наложен!е. Напр. чтобы наложить уг. # 

(чер. 141) на уг. ®, мы сдфлаемъ эти углы центральными въ рав- 

Чер. 140. Чер. 141. 

ныхъ окружностяхъ, дяя чего изъ вершинъ ихЪ равными ралусами 

опишехъ дуги; затЪмъ проведемъ въ уг. т соотвфтствующу ю ем) хор- 

ду АВ и отложимъ циркулемъ эту хорду ва дугЪ СД отъ точки С- 

Если другая ножка циркуля упадетъ въ О, то хорда А В=хордЪ СД, 

сдЪд. и дуга АВи СД равны между собой, и уг. ты=уг. п; т.е. 

уг. т наложенъ на ». ИмЪя возможность навладывать одинъ уголъ. 
на другой, мы можемт опредЪлить и отношене между углами. 
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Задача эта еще болфе упростится, если мы ближе изслЪдуемъ за- 
висимость между центральнымъ угломъ и соотвЪтствующею ему ду- 
гою; именно можно показать, что опредфзене отношевя угловъ 
можно замфнить опредфленшемъ отношеня дугъ. Поэтому скажемъ 
теперь объ опредфлени отношен!я между дугами, предполагая, что 
эти дуги описаны однимъ радгусомъ. При опредЪлен1и отпошен!я та- 
кихъ дугъ, находятъ ихъ общую мфру, поступая такъ же, какъ и при 
нахождени общей ифры прямыхъ лин: т. е. мевьшую дугу накаа- 
дывають на большую, первый остатокъ накладываютъ ва меньшую 
дугу, второй остатокъ на первый и т. д. Сосчитавъ, сколько разъ 
общая мЪра содержится къ каждой изъ данныхъ дугъ, мы узнаехъ 
и отношене этихъ дугъ. Чтобы выполнить наложеве дугъ при по- 
мощи циркуля, надо воспользоваться теоремой о равенствф дугъ при 
равенствЪ соотвфтствующихъ хордъ, такъ какъ циркулемъ можно 
взять только прямую линю. Напр. чтобы наложить дугу СД (чер. 
142) на дугу АВ, мы возьмемъ циркулемъ хорду СЛ и станемъ 

ее наносить на дугу АВ оть точки 4; пусть точки Е, ЕР, би Н 
будуть точки на дугф АВ, въ которыя будетъ помщаться при этомъ 
другая ножка циркуля. Такъ какъ хорды АЁ, ЕЁ, ЕС, СН равны 
хордЪ СО, то и дуги АЕ, ЕР.... будутъ равны дуг СО, и слЪд. 
дуга СО узожится въ АВ четыре раза съ остаткомь НВ. 

102. При опредЪленш отношения между дугами, какъ в между пря- 
Чер. 142. мыми линями, могутъ вотрЪтить- 

ся два случая: данныя дуги мо- 
гутъ быть соизмЪримы и несопз- 
мфримы. Въ послфднемъ случаЪ 
можно опредфлить отношене дугъ 
только приближенно. Для этого 
придется дЪлить дугу на равныя 
части. Доказанное нами свойство 
радтуса, перпендикулярнаго къ хор- 
дБ, даетъ возможность раздфлить 

р дугу на 2, 4, 8 и вообще на 2" 
частей. 

Сдълавъ эти замфчан!я, мы м0- 
жемъ приступить кь доказатель- 
ству основной теоремы для измЪ- 

ревия угловъ. 

о 

А 

103. Улы относятся какь душ, заключенныя между ить сто- 
Фонами и описанныя изъ иль вершинь одинакими радфусами. 

Теорема эта представляетъ два случая: 1) когда данныя дуги со- 
изм®римы и 2) когда онф несоизмЪримы. 

1) Случай соизмъримости. Положимъ, что дуги АС и ОЕ 

(чер. 143), описанныя изъ вершинъ уг. 4ВСи ДЕР равными раду- 
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сами, соизм$римы, и пусть общая мЪфра ихъ ЕС въ дуг АС за- 
ключается т разъ, авъ дуг ДЕ—» разъ; тогда отношеше АС къ 

т 

РЕбудеть-„. Чер. 143. 

ее М у 

в СЕ 

Соеданивъ точки С, Н.... и М, М..., которыя получатся при 
откладывани общей ифры по дугамь АС и ДЕ, съ центрами 
ВиЕ этихь дугъ, мы раздЪлимъ уг. АВС на т, а уг. ДЕЕ на 
п угловъ; вс эти углы будуть равны между собою, такъ какъ со- 
отвфтетвуюния имъ дуги равны; поэтому одинъ изъ этихъ угловъ 
будеть общей мфрой угловь АВС и ШЕЕ, при чемъ эта мфра въ 
АВС укладывается т разъ, а въ ДЕЁ — п разъ; такимъ обра- 

зомъ и отношеше уг. АВС кь РЕЕ равно”; слЪд. 

АВС _ АС 

РЕЕ` ,Е’ 
2) Случай несоизмьримости. Положимъ, что дуги АС и ОЕ 

(чер. 144), описанныя изъ вершинъ угловъ АВС и ШЕЕ рав- 
ными радтусами, несоизм5римы. 

Чер. 144. 

что и требовалось доказать. 

Чтобы доказать, что и въ этомъ случаЪ отношенше угловъ равно 
отношению дугъ, употребимъ способъ приведеня къ нелфпости. Допу- 

. АВС_ АС 
стимъ, что эти отношеня ве равны, я пусть напр. тр > ур. 

Тогда, чтобы уравнять эти дроби, надо вторую дробь увеличить; 
а для этого надо уменьшить ея знаменателя пли увеличить чпсли- 
теля. Уменьшныъ знаменателя, и положимъ, зто дроби сдфлаютея 
равными, если мы возьмемъь ДМ выЪето Е; т. е. допустимъ, что 

5 
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АВС _ АС 
РЕЕ /м` 

Вообразимъ, что дуга АС раздьлена на равныя части СО, 
ОМ...., которыя меньше Е.М; если одну такую часть откладывать 
по дугь ДЕ, начиная оть точки Ш, то велфдетве того, что эта 
часть меньше МЕ, одна изъ точекъ упадеть при этомъ между 2 
и Е; пусть это будетъ точка Н; тогда дуга ОН будетъ соизм$- 

рима съ АС (общая мЪра ихъ есть дуга СО); поэтому, соединивъ 
Н съ Е, на основаюи предыдущаго случая, получимъ 

АВС _ АС 
ФЕН ФИ‘ 

Сравнивая эту пропорщю съ предыдущей, мы замфчаемъ что, у 
нихъ предыдушие члены равны; слфд. посл5дующе пропорцональ- 

ры ‚ что не возможно, ибо ДЕЕР>ШОЕН, а 

ОМ<рнН; или нервое отношене больше единицы, а второе меньше 
ея. НелЪпость послЪдней, полученной нами, пропорщи показываетъ, 
что одна изъ пропорщй, послужившихъ къ ея выводу, невозможна. 
Такъ какъ вторая пропоршя выведена нами на основани прежде 
доказаннаго, то сл$д. невозможна первая, выведенная въ предполо- 

ны, то есть 

женщ, что АВО ео 
й РЕЕ 7” ОЕ` 

. АВС р 
Отсюда заключаемъ, что отношеше 7; не можеть быть больше 

5. Аба | 
отношеня ТЕ. Такъ же можно доказать, что первое отношене не 

можетъ быть и меньше втораго. СлЪд. и въ случаЪ нессизмБри- 
АВС АС 

уости дугъ ТЕЕ- ОЕ. 

Приведемь еще другое доказательство предыдущей теоремы въ 
случаъ несоизмфримости дугъ. Докажемъ сначала, что отношен1е угловъ 
АВСи ЕЕ (чер. 145), опредЪленное съ какой угодно степенью точ- 

Чер. 145. 

1 
востп, напр. до в будетъ равно отношению дугъ АСи ОЕ, опре- 
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дБаенному съ такой же точностью. Вообразимъ, что ОЕ разл$дена 

ча п раввыхъ частей ДК, КГ.....; положныъ, что одпа такая часть 
уложится въ дуг АС, начиная отъ точки А, т разъ съ остаткомт, 
МС < ШК; остатокъ этотъ непремфыво Адолжевъ получиться, пбо 
ДК не можетъ уложиться въ АС’ ровно ифсколько разъ; иначе она 
была бы общей мфрой дугъ АС и ОЕ: между тфмъ ны положили, 
что эти дуги несонзмфримы. Если дугу ДК отложить еще т-|-1-й разъ 
на АС, то получимъ точку М, находащуюся уже внф угла АВС. 

АМ _т АМ _т-ы. 
Дуги АМ и АМ соизмфримы съ ОЕ, ни РЕЖ: Ев; 

АС т АС т 
но АС > АМи< АМ, сл5д. ТЕ" те“, . Такъ какъ 

т--1 т 1 : А 
азность между —— и — равна —, а отношене -—, завлючается 

ы Тв р п? РЕ 
между этими дробямн, то каждая изъ пихъ и будетъь выражать это 

: 1 
отвошен!е съ точностью до —. 

п 

Соедипивъ точки Ми М сь В, нолучимь углы АВМ н АВМХ, 

и такъ какъ дуги ихъ соизмфримы съ ОР, то АВМ т, Е 
. ’ РЕЕ п ШЕЕ“ 

=", АВС больше АВМ и меньше АВМ, слЪд. отношение 

АВС т т 
-—__ содержится между — н —"—, ин положивъ его равнымъ каж- 
ФЕЕ р 7 п’ 

. 1 
дой изъ этихъ дробей, мы сдфлаемъ ошибку меньше т Итакъ отноше- 

: 1 : 
н1е угловъ, опредЪлевное съ тозвостью до -' равно отнпошен!ю дугъ, 

опредфленному съ той же точностью. 

'Геперь уже не трудно доказать, что отношене =. совер- рь у рух д , РЕЕ р 

, р: (о 
менпо одинаково съ отношентемъ —— Для этого положимъ, что 

ОЕ ’` 
эти отвошен1я пе равны, а отличаются между собою па какое ли- 

бо число к, такъ что АВС _ 40. — к. Опредфлимъ отношен1я 
РХЕЕ ШЕ 

меллу уг. АВС и ШЕЕ в дугами АС ип ШЕ съ точностью» 
1 

40 — ‚ ири чемъ для я выберемъ такое большое число, чтобы = у 

1 ь т 
лробь-- была меньше к. Пусть это отношен!е будетъ — и пусть 

. АВС т 
отношен!е —^_— отличается оть —— на какую нибудь величи- 

п ЕЕ 

ву 2х, а отношене АС тличается отъ на 2, гдЪ 2 не рав , ОЕ [е) ря ‚ ГД “ р 

5* 
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по 21, потому что мы предположили, зто ТЕЕ не равво ТЕ - 

АВС _ т РЕ Е 
о 

АВС 
= (* -- гг. Но разность между отвошен!ями ТЕГ 

и ——_ мы озпачили черезъ к, слфд. к— д — 2. Эго равенство пе- 
ОЕ 

а 
возможно, потому что х и 2 суть величины, меньшая т а х— вели-- 

‚ 1 
чина, большая —; разность же двухъ величанъ, каждая изъ кото- 

п 

1 1 
рыхъ меньше и. очевидно, не можетъ быть больше а Сафдов. м 

АВС . АС 

ЕЕ ОЕ 

случаЪ несоизмфримоспи лугъ также имфемъ 

не могуть быть различны; г. е, и в. 

АВС _ 40 
ФЕР` ФЕ’ 

104. Чтобы измърить уг. АВС (чер. 145), надо найти его отио- 
- - > 480.40. 

шене къ еднницЪ угловъ. ‘сли въ пропорщи ЕЕ ОЕ при- 

отношен!я 

мемъ уг. ДЕЕ за единицу угловъ, а соотвфтетвующую ему дуг\ 
ОЕ за единицу дугъ, то получимъ: 

уг. АВС _ дуга АС 
1 угловъ 1 дугъ 

но отношеню соотвфтствующей ему дуги къ едпницф дугъ, причем 
за единицу дугъ принимается дуга, соотв5тетвующая едпницЪ углов», 
и описанная тфмъ же радусомъ, какамъ описана дуга изъ вершияы 
изиБряемаго угла: иначе говоря— число, выражающее величину угл! 
въ угловой единицф, равно числу, выражающему величину соотв - 
‹твующей ему дуги въ дуговой единиц. Обыкновенио единицу уг- 
ловъ п единицу дугъ въ этой пропорции опускаютъ и такимъ обра 
зохъ нолучаютъ равепетво: 

уг. АВС—дугь АС, 

которое выражаютъ словами сл$дующимь образомъ: уюаь измъ- 
ряется душою, описанною изъ ею вершины произлвольнымь раду-- 
сомь. Въ буквальномъ же смыслЪ это равенство певозможно, таку, 
какъ уголь и дуга суть величины разнородныя п потому равными 
быть не могутъ. 

Такъ какъ уг. АВС, если изъ вершины его описана дуга, сте - 
новитея центральнымъ. то выволь нашъ хожно еще выразуть ръ Та- 
кой форм: чентральный ушюль измьрленся соотяьтетчиюще.: 
ему дук. 

; Т.е. отношене угла къ единиц угловъ рав: 
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105. За едипицу для изяЪфреня угловъ принимають, какъ мы 
знаемь, прямой уголь. Каждому цептральному прямому углу СОР 
{черт. 146) соотвЪтетвуеть дуга СА вь Чер. 146. 
четверть окружности.ДЪйствительно, если с 

атродолжимъ стороны уг. СОД за его 
вершину, то получииъ два взаимно пер- 
пендикулярные даметра, которые раздЪ- 
лять окружность на четыре равныя ду- | 
ги, такь как, эти дуги соотвЪътетвують \ о 
четырехъ равныхмь угламъ. Такимъ обра- \ 
зомъ единицей дугъ служить четверть 
окружности, и для изуфревя какого- 
ивбудь угла ВАС (чер. 147), надо 

изъ вершины его А возставить иерпендикуляръ къ одной изь его 
‹торонъ, напр. кь АС; цотомъ изъ точки 
А описать дугу СВО и сравнить дугу 
СВ съ четвертью окружности СВО; ка- у} 
кую часть четверти окружности составля- 
еть дуга СВ, такую же часть прямаго 
угла составляеть уг. ВАС. Если напр. 
дуга СВ (чер. 148)—7/, четверти окруж- 
ности. тои г. ВАС=?Т,, 4. 

106. Кромъ четверти окружностя за еди- А‹ Г 
иицы для изиБрешя дугъ принимають еще 
У окружности и называють ее ‹радусомь; градусь раздфляется 

Чер. 147. 

наб0минуть, минута на 60 секунд. Чер. 148. 
Слово градусь обозначается ®, ми- 5 
нута —’, секунда —”. такъ что 
число 25 традусопь 18 минуть 
42,3 секупды надо изобразить такъ: 
25° 18’ 42”.3. 

На черт. 149-мъ дуга А В=30°. 

107. Градусы, минуты и секун- 
ды окружностей ие ичфютъ поето- А с 

янной, опредфленной длины: съ уве- 
личенемь длины окружности будуть увеличиваться и ея градусы, 
минуты и секунды. Они только опредЪля- Черт. 149. 

зэтъ величину дуги по отношению ко вей 
окружности, а слЪД. и по отношеяю къ ', В 
окружности; напр. дуга въ 5° во всякой № 
окружности будеть—=?/» или !., цфлой . 

окружности и °’. или /,„ четверти окруж- 
ности. Поэтому, опредфливъ, сколько гра- 
дусовъ, минутъ и секундъ заключается въ 
дугЪ, описанной изъ вершины какого-либо 

В 



= 90. 

угла, мы легко можемъ опредфлить, въ какомъ отношенш онъ вахо- 
Чер. 150 дится къ прямому углу, т. е. измфрить 

ты его. Пусть напр. дуга АВ угла АО 
(чер. 150) заключаеть въ себЪ 

А 112°30’; тогда для опредфлевя вели- 

чины уг. АОВ имфемъ пропорцио 
уг. АОВ__ 112°30’ _ 112°30’ 
шо а, м 

тавъ 112°30’и 90° въ минуты и раз- 
0 В  дьливъ первое число на второе, позу- 

150 _5 г.АоВ 
чимЪ ы =а: Итакъ Ум == 4 › или уг. 40В—*/, 4—11/ 4. 

108. При измфреши угловъ неудобно было бы ограничиться одвой 
только освовной единицей— прямымъ угломъ. такъ какъ числа, вы- 
ражаюцщия мноме углы въ этой единицф, будутъ очень сложны; такъ 
напр. если дуга, соотвфтетвующая углу, будеть равна 23°17’29”, то 
легко найти, что уголъ будетъ составлять 38%); „ 4; и бблышая 
часть угловъ выразятся такими несократимыми дробями, числители 
и знаменатели которыхъ представляютъ большя числа. Поэтому въ 
соотвЪтетве едяницамь дугъ приняты для измфрен!я угловъ еще сл1;- 

дующя единицы: уголь 'соотвЪтствующий дугф въ 1°; уголъ, соот- 

вфтствующ дуг въ 1’; и уголъ, соотв тетвующиЙ дуг въ 1”. Эти 
углы соотвЪтетвенно называютъ градусами, минутами и секундами 
м означають тЪми же значками, какъь градусы, минуты и секунды 
окружности. Такъ какъ градусъ окружности составляетъ /„› четвер 
ты окружности, минута /., градуса и секунда /„, мануты, то угол 
въ 1° равенъ '/.@, уголъ въ =, угла въ 1% и уголъ въ 1”= 
Ч. угла въ 1’. Такииъ образомь мБры угловъ суть 4=90°; 1'—60. 
1 

Илы въ 19, 1’ и 1", кавь опредъленныя части постоянной ве 
личины—прямаю фла, суть тавьже величины постоянныя. 

Такъ какъ дуг въ 1° соотвфтствуетъ и уголъ въ 1°, дуг в 
1’—и уголъ въ 1’, дугф въ 1” и уголь въ 1”, и на оборотъ углу 
въ 1° соотвфтетвуеть дуга въ 1°, углу въ 1’ — дуга въ 1', углу 
въ 1” дуга вь 1”, то сколько градусовъ, минуть и секундъ окруж- 
ности заключается въ дугв, описанной изь вершины даннаго угла. 
столько же угловь въ 1°, 1’ и 1” будетъ заключаться и въ самом, 
угзЪ. Поэтому ни въ обозначены, ни въ словесномь выражеши не 
ДФлають различ между градусами, минутами и секундами окруж- 
ности и градусами, минутами и секундами угла, хотя они и предста - 
влаютъ разнородныя велячины: первые суть линш, а вторые— углы. 

Бромф того не слфдуетъ упускать изъ виду, что, выразивъ уголь 
въ градусахъ, мппутахъ и секундахъ, мы совершенно опредфлимть 
величину угла и получимъь возможность сравнивать его со веякимъ 
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другимъ угломъ, выраженнымъ въ тБхъ же единицахъ; между твиъ 
какъ выразивъ дугу въ градусахъ, минутахъ и секундахъ, мы бу- 
демъ знать только величину вя по отношению къ цфлой окружности 
и къ дугамъ той же окружности, но ничего не въ состояныш сказать 
о величин дуги по отношеню къ дугамъ другой окружности, выь 
раженнымъ также въ градусахъ, минутахъ, секундахъ. 

109. Вельдстве указаннаго нами соотношения между числомъ гра- 
дусовъ, минуть и секундъ въ угяЪ и въ дугЬ, описанной изъ его 

вершины, при изифревши угловъ достаточно опредфаить число гра- 
дусовъ, минуть и сенундъ въ дугЪ угла, при чемъ совершенно без- 
различно, какимъ рад!усомъ эта дуга описана, Для того, чтобы это 
измф$реше можно было выполнить съ возможно большимъ удобствомъ, 

употребляютъ инструментъ, наз. трансяортиромь. 
Это есть (чер. 151) издный (иногда роговой пли деревянный) 

полукругъ, раздфленный на градусы; счетъ градусовъ идетъ, какъ 
Чер. 151. Чер. 152. 

м 

чо 10090 у 

видно по чертежу, съ той и съ другой стороны полукруга. Чтобъ 
измфрить уг. а (чер. 152), мы приставляемъ транспортиръ такъ, 
чтобы его центръ совпалъ съ вершиной угла, а даметрь АВ сов- 
палъ съ стороной угла УМК, и смотримъ, въ какой точкф пересЪ- 
четъ дугу транспортира другая сторона угла ММ; число градусовъ 
на трансаортирЪ, заключающееся между сторонами угла, и покажеть 
величину этого послЪдняго; какъ видно по чертежу, уг. а=50°. 

110. Посредствомъ транспортира можно начертить уголъ, который 
бы содержалъ извЪ- Чер. 153. стное число граду- в 
совъ, а также по- ь 
строить уголъ, рав- ом 
цый данному углу. 
Если напр. нужно 
начертить уголъ въ 
130°.тоберемътранс- 
портиръ (чер. 153) 
п проводимъ по д!а- 
метру его прямую 
АС; потомъ точку, 
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гдЪ поставлено на транспортирЪ 130°, соединяемъ съ центромъ 5; 
уг. АВД будеть равенъ 130°. 

Если хотимъ построить уг., равный данному углу а, то посред- 
ствомъ транспортира находимъ, сколько градусовъ въ уг. а—поло- 
ЖиМЪ, ЧТО 4—20°; тогда чертимъ уг. въ 20°. 

Замътимъ, что такъ какъ транспортиры бываютъ обыкновенно не- 
большой величины, то на нихъ означаютея только градусы; минут, 
же и секундъ означить нельзя, такъ какъ эти дфленя очень мелки. 
Поэтому измфреше и строеше угловъ по транспортиру не могуть 
быть точными; такъ нельзя построить уголъ въ 30° 35’ 43”. Точно 
также, если изиЪряемый уг. не содержитъ въ себЪ ровно нЪсколькь 

градусовъ, напр. если онъ содержится между 42° и 43°, то мы не 
можемъ опредфлить, сколькими именно минутами и секундами онъ 
превышаеть 42°. 

Какимъ образомъ помощью циркуля и линейки построить уголъ, 
равный данному, будетъ объяснено въ послдетви. 

411. Извъстная вамъ теорема о свойствЪ радуса, перпендику- 
лярнаго къ хордЪ, даеть возможность дфлить дугу только на 2, 4, 
8, 16.... вообще на 2” равныхъ частей; и въ послфдетвш не 
возможно будетъ дать такихъ теорежь, на основан которыхъ мож- 
но было бы раздфлить дугу на произвольное число равныхъ частей; 
поэтому построеше транспортира нельзя произвести вполнЪ геометри- 
ческимъ способомъ. 

Въ нБкоторыхъ случаяхъ можно изифрять углы такими дугами. 
воторыя описаны не изъ вершинъ этихъ угловъ. Для этого служат». 
слёдующия теоремы. 

112. Вписанный уюль измъряется половиною души, заключен- 

ной между ею сторонами. При этомъ могутъ быть 3 случая: 

1) Уг. т (чер. 154) состоять язъ даметра и хорды. Проведя 
цаметръ ЕЕ|| АВ, получимъ уг. п=т 
какъ соотвЪфтственные; п, какъ централь- 
ный уг., измЪряется дугой СЁ; слЪд. и 
т измфряется также дугой СЁ; но СЕ 
— ВЕ по равенству уг. пир, а ВЕ= 
—АР, какъ дуги между параллельными 
хордами; слЪд. СЕЕАР=\У, АС. Итакт, 

уг. т пзмБряется У, АС; если напр. 
АС=30°, то т—40°. 

2) Уг. т или АВС (чер. 155) состоит. 
изъ двухъ хордъ, и центръ находится вн) 
три угла. Проведя дламетръ ВД, разобъемь 

уг- 2 на два угла, изъ которыхъ одинъ измфряется '/, АД, др}- 
гой ', ОС; слЪД. т измЪряетея №, АС. 

Чер. 154. 
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3) Центръ находится внЪ угла жж (чер. 156). Проведя длашетръ 
Чер. 155. Чер. 156. 

в 

ах 

@ 

р 

ВЛ, найдемъ, что уг. т=уг. АВО—г. СВО. Но АВО= 
—1.42; СВО=\Ч, СЪ; сад. т=\, (АО—СП)=, АС. 

Сзъьдствея. 1. Ввисанные умы, опирающиеся на одну и туже 

Эуиу, равны между собою; такъ (чер. 157) уг. т=и==р, ибо вс% 
они измфряются половиной дуги АВ. 

2. Вписанный уюль, опираюиийся на концы даметра, есть пря- 
Чер. 157. Чер. 158. 

мой. ибо онъ измфряетея половлной полуокружности, т. ег. = 90%. 
Такъ углы жж, я, р (чер. 158) равны 90°. 

113. Уюль, образуемый каса- 
тельной и хордой, измьряется —\ 
половиною души, соотвътствую- В 
шей этой тордъ. Проведя пзъ С 
(чер. 159) прнмую СЕ || АВ, и 
получимъ уг. я=уг. т какъ пере- 
крестные. Но п, какъ вписанный, г 
изм5ряется ') ЕВ, а ЕВ=СВ, 
такъ какъ хорда СЕ || касательной 
А В; слЪд. уг. т измфряется по- 

ловиной дуги СВ. 

Чер. 159. 



В 

114. Уюль, имьющий вершину внутри окружности, измъ- 
ряется полусуммою ду, заключающихся между ею сторона- 
ми и ихь продолженями. Продолживъ стороны уг. (чер. 160), 

Чер. 160. проведемь изъ Е прямую ЕЁ|| ВС; 
тогда уг. Е=уг. т; но Е измЪряется 
'', АСЕ или 1/(АС-+СЕ); сяЪд. и 
т—!/, (АС+СЕ); дуга же СЕ=ОЕ, 
ибо хорды СД и ЕР параллельны между 
собой;стало быть уг. м=\/,( АС+ДЕ). 
Такъ напр. если АС—90%, ДЕ—З5“, 
то т—6291!//—62° 307. 

115. Уюль, имъющий вершину внъ 

окружности, измъряется пелуразно- 

стью ду, заключающился между ею 
сторонами. ЗкЪсь разсмотримъ три случая: 

1. Уголъ эп (чер. 161) образованъ двумя сфкущими. Проведя изъ 
Г прямую ОЕ|| ВС, получимъ уг. и=уг. т; я='/,АЁ; слд. и 
т—!/, АЕР=!/, (АС СЕ)—'/, (АС-ШОЕ), такъ какъ СЕ=ОЕ 
но параллельности хордъ ЕС и ОЕ. 

Чер. 161. Чер. 162. 

ЗА 

2. Уголъ состонтъ изъ сЪкущей п касательной. Проведя (чер. 162) 
СЕ || АВ. получимь уг. я=уг. т; уг. в изуЪряетея И, КЕ: сл. и 
т—=',РЕ: а РГЕАР-_АЕ—АС—АЕ, такъ какь АЕР-=АС; 
елЪд. уг. т, (АС-АЕ). 

Тоже самое можно доказать еще слёдующихмь образомъ. Если мы 
вообразимъ, что сторона АВ (чер. 163) угла АВС будетъ поверты- 
ватьсл влЪво около точки В, то точки Е и А будуть сближаться 
между собою, а уг. В все будеть изиБраятьея полуразностью дуг. 
содержащихся между его сторонами; когда точки А и Е сольются 
въ одну О, то сторона угла обратится въ кавательную, а уг. СВО 
должень по прежнему измфряться полуразностью дугь между его 
сторонами, т. е. 1, (СО—Ро). 
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3. Уголъ состоитъ изъ двухъ касательныхъ. Проведя АЕ || ВС 
(чер. 164), получимъ уг. я==уг. т; уг. я='/. АЕ, сл6д. и =, АЕ; 

Чер. 163. 

[й 

Чер. 164. 

но ЛЕЕАЕС— ЕС-АЕСЬ—АС, ибо ЕС=АС; елфд. уг. т= 
= (4АЕС—А0). 

Справедливость теоремы для этого случая слфдуетъ также изъ 
того, что оинеанный уг. можно получить, подвигая вправо около 

точки В (чер. 163) сторюну СВ угла СВО до тфхъ поръ, пока 
она не сдЪлается касательной къ окружности. 

116. Взанмное положене двухъ окружностей. ДвЪ 
несовпадающия окружности могуть имфть или общёЙ центръ (чер. 
165) — и тогда оиф наз. концентрическими, или различные цент- 

Чер. 165. 

ры (чер. 166 и 167), п тогда онБ 

Прямая АВ, соединяющая центры двухъ 

экецентрическихь окружностей, наз. 4и- 
жен центровь. 

Меньшая изъ концентрическихь окруж- 
ностей лежить внутри болыней и потому 
тащя окружности общихь точекъ имЬть 
не могуть. 

Раземотримъ, въ какомь относитель- 
номъ положени могутъ быть двЪ экецен- 
трическя окружности. При этоиъ радусъ 
одной окружности назовемъ х, другойх, .а 
разстояве центровъ означимъ черезъ 4. 

Чер. 166. 

наз. эксцентрическими. 

Чер. 1 от. 
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117. Дать экеиентрическя окружности не мозуть имъть 60- 
тв двуть общихь точекь; иначе пришлось бы допустить, что зерезъ 
три точки можно провести двЪ окружности. 

118. Двъ эксцентрическая окружности, имъющиуя общую точ- 

*у на лини центровь, друюй общей точки имъть не моутъ. 

ЗАфсь могутъ быть два случая: 1) или общая точка окружностей 
помфщается между ихъ центрами; 2) или оба центра лежатъ по одну 
<торону общей точки. 

1. Пусть (чер. 168) общая точка 4 лежить между центрами Оп 
О,; тогда ОА=, О, А—г,; саък. О0,—а=у-и,. 

Чер, 168. Всякая другая точка В пра: 
я, ОВО вой окружности 0, будеть ае- 

ао т. жать внЪ окружности О, пото- 
ИХ к `)  мучто, соедимивъ В съ цент- 
У м ` рами ОиО,, мы будемъ имЪть 

Пато НЕРВЫ ЗЕНА ов+В0,>00,, пав 
А о, } ОВ-т,>у-и,, откуда 

# / ОВ. 
в: 2 2. Если оба центра О и 0, 
ее е (чер. 169) лежать по одну сто- 

рону общей точки А, то ОА— 

— г, 94 =, |. слЪд. 00,—=9—7,—". 

Чер. 169. Всякая другая точка В малой 
а окружности О лежитъ внутри боль- 

и шой О,, потому что, соединивъ ее 
съ центрами обфихъ окружностей, 
будемъ имЪть 

О, В < ОО,-+ОВ, или 

О, В < ии, т. е. 
ОВ < и; а потому В ае- 

жить внутри большой икружно- 
сти 0,. 

Окружностя, имфющия одну 0б- 
щую точку, называются хасатель- 
ными. Если при этомъ одна овруж- 
ность лежать внутри другой, то ка- 

<. сане наз. внутреннимь (чер. 170). 
Если же одна окружность находится внЪ другой, то он имзють 

внъшинее касаше (чер. 171). 

#19. Двъ окружности, чмъющия общую точку внь мини 

центровь, имъють еще такую же; объ обиля точки лежать на 



Чаты 

перпендикуляръ хь лими центровь и в одинлковомь разсторвее 
оть этой зимы. Пусть оврушности О и О, (чер. 172) иныфть` 

Чер. 170. 

общую точку 4 внф лини центровъ ОО,. Чтобы доказать суще- 
ствоване другой общей точки, опустимъ изъ точки А перпендику- 

Чер. 171. 

лнръ АЛ на линю центрювъ ОО, и продолжимъ его до пересЪ- 
чешя съ окружностью О въ точкЪ 4,. Эта точка будетъ лежать 

Чер. 172. Чер. 173. 

-9 

и на окружности 0,. ДЬйствитедьно, соедививъ точки Аи А, съ 
центрами Он 0,, мы будемъ имфть въ лиши АА, двЪ наклон- 
ныхь 04 и ОЛ!, равимкъ между собою, какъ радусы окружности 
0; поэтому и разстояя въ ДА и ДА, оть овновавя периев- 
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дикуляра ОД равны между собою. Если же ДА—ЛА,, топ 
0,4,-= 0,.4,, кавъ ваклонныя къ 4.4,, равноудаленныя отъ осно- 
вашя перпендикуляра О,), опущениаго изъ ихъ общей точки О,. 
Итакъ точка А, лежить и на окружности О,. Кром точекъ Аи А, 
другихъ общихъ точекъ окружности имЪть, какъ мы знаемъ, не могутъ. 

Точно тоже доказательство прилагается и къ чер. 173-му. 
Двф окружности, им ющия двЪ общия точки, наз. пересъкающимися. 
120. При внъшнемь касании окружностей разстоявше иль цент- 

2065 равно суммъ раусовь, анри внутреннемь касанзи это раз- 
<тояже равно разности рад!усовь. ДЪйствительно, изъ предъиду- 

щей теоремы сл$дуетъ, что касательныя окружности не могуть имфть 
общей точки внф ливи центровъ, потому что тогда онф имфли бы 

еще одну общую точку и слЪд. были бы пересвкающимися. Если же 

Чер. 174. 

общая точка 4 (чер. 174) касающихся окружностей лежитъ на лини 
центровъ, то она или между центрами О и О,, и тогда а=я--т,, 
или по одну сторону центровъ, и тогда @ =”, —х. 

Чер. 175. Чер. 176. 

121. Если деъ окружности пересъкоются, то разстояще 
центровъ меньше суммы радзусовъ, но больше ить разности. 

Ботда окружности пересфкаются, то имфютъ общуя точки А и А, 
{чер. 175) вн® лини центровъ ОО,, потому что на лини центровъ мо- 
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жетъ быть только одна общая точка. Соединивъ одну изъ этихъ точекъ 
А съ центрамя Ои О,, получим ОО, <04+ О, А, или 4<т-+х, . 
Притомъь 00,+0,А>ОА, или 00,>04—0, А, т. е. а4>т—,. 

Точно такое же доказательство прилагается и къ чер. 176-му. 

122. Если двъ эксцентричесмя окружности не имъють 0б- 
зцить точекь, то разстояще ить центровъ или больше суммы ра- 

усовь или меньше разности ить. Въ самомъ ДЪлЛЬ, если одна 
окружность лежить Чер. 177. 
вн$ другой(чер.177), 
то на лиши центровъ 
00, будуть двЪ т0- 
чки Аи А,, принад- ; \ 

лежащия — первая ок- : } 
ружности О, вторая 
окружности О, ине- \ #4 * 
совпадающия между “. и я р 
собою. КромБ то- г. р ний 
го точка А будетъ 

внЪшней для окружности О,, а точка 4, будетъ внфшней дляокруж- 
ности О. Поэтому ОО, = ОА -- АА, -- 4, 0,, слЪд. 
00, > ОА 0, 4,, ипа>т-+и.. 

Если же окружности находятся одна внутри другой (чер. 178), то 
внутренияя окружность О, имфетъ радтусъ менышй ч$мъ ратусъ наруж- 
ной опружности О. Продолживъ въ этомъ случаЪ линю центровъ 
00, за центръ малой окружности О, , 
мы получамъ точки: 4, на малой окруж- 
ности О и 4 на большой окружности ааа, -“.... 

О, не совпадаютия, при чемъ точка А, ра ть 
будеть по условно лежать внутри боль- р 
иний овружноети О, т. е между точка- 
лн (0 п 4. Поэтому разность между 
ациусами О=ни О, А, ==, будетъ со- \ 
столь из разетолшя между центрами  \ ыы 
00,—4 ивше изъ прямой А, А. СлЪд. № 
вЪ Этель случа х— к, >@, илиа<г—". те 

вьье ет" 

Чер. 178. 

123. Обратно: 1) Если разстояне между центрами дву.6ъ окруж- 

ностей равно сумлиь наи разности иль радгусовь, то окружности 
кагаютсл; 9) если это разстояние меньше суммы радиусовь, но 
больше исъ разности, то окружности пересъкаются; 3) если 
оно больше суммы радёусовь радиусовъ или меньше ихъ разности, то 
огружности не имъють общижь точекъ. ВеЪ эти теоремы легко 
доказываютея способомъ приведеня къ нелфпости. Докажемъ напр. 
вторую теорему. Если @<--, п 4>7—"., то окружности не м0- 
гуть касаться, ибо при касанш 4—-х, или 4=—*,. Окружности 
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тавже не могутъ не имфть общихъ точекъ, потому что тогда 4>7-”, 

ли 4<7—т.; стало быть окружвости пересфкаются. 
124, Задачи на построен. Въ предъадущихъ отдЪлахъ по- 

мЬщено н®сколько задачъ, въ которыхъ требуется или доказать какое: 

либо свойство гвометрическаго протяжешя или опредфлить числовую 

неличину его; такова напр. задача 4-я $ 67-го: доказать, что каждал 
точка прямой, дЬлящей пополамъ данный уголъ, равно отстоить оть 
сторонъ этого угла, и зад. 6-я & 43-го: опредфлить уголъ, смеж- 
ный съ угломъ, равнымъ */, 4? Но въ геометрическихъ задачах но 
польшей части требуется опредфлить геометрическое протяжение не 
вычислешемъ, а построенемь, т. е. по нфкоторымъ даннымь и по 

условямь задачи требуется начертить какое либо звометрическое 

протяжене. Такъ вторая изъ приведенныхъ нами задачь можеть 
быть дана въ такомъ видЪ: по данному углу @ построить смежный 
съ нимъ уголъ? Построене при этомъ требуется производить по- 
средствомъ только циркуля и линейки, не употребляя никакихъ дру- 
гихъ чертежныхъ инструментовъ, напр. наугольника, транспортира. 
{о сихъ поръ мы могли дать весьма мало такыхъ задачъ, потому 
что не имфли возможности вполнф ознакомиться съ употреблешемъ 
циркуля, не зная свойствъ той линш, которая описывается помощью 
этого прибора, т. е. окружности. Теперь же можемъ приступить къ 
рышению задачъ на ностроене. 

125. Такъ какъ при помощи линейки и циркуля мы можемъ: 1) 
черезъ дв данныя точки провести прямую линю, 2) продолжит. 
данную прямую и 3) описать изъ данной точки окружность давнымт.. 
радтусомъ, то вс геометричесвия построеншя могутъ состоять только 
изъ повторешй въ различномъ порядкЪ этихъ трехъ построен; эти 
послфдния наз. поэтому основными построенями или требозанями. 
1$ построемя, которыя состоять не изъ одного только повторения 
трехъ основныхъ построений и слЪд. для выполненя которыхъ кромь 
линейки и циркуля требуются еще и друге инструменты, считаются 
въ начальной геометрии невозможными. 

Чтобъ провести прямую линю, надо найти двЪ точки, черезъ ко- 
торыя она должна проходить; чтобъ описать окружность, надо или 
ниЪть три ея точки, пли знать центръ и рад!усъ; а для опредълен!я 
радгуса надо знать тоже двЪ точки; такимъ образомъ большинство 
задачъ можеть быть сведено на опредфлене точки. 

Рьшимъ нЪсколько, наиболЪе важныхъ, задачъ на построение. 

126. Задача 1. Даны двЪ точки Аи В (чер. 179); найти та- 
кую точку, которая находилась бы оть А въ разстоянши, равномъ 
данной прямой т, а отъ В въ разстояни—=арямой п? Для рышешя 
этой задачи замфтимъ, что такъ какъ окружность есть геометриче- 
ское мЪсто точекъ, равноотстоящихъ отъ данной точки, то искомал 
точка должна находиться на окружности, описанной изъ А радусомь 
т, и на окружности, описанной изъ В ращмусомъ п, и внЪ этихъ 
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окружностей она лежать не можетъ. Поэтому опашемъ изъ А окруж- 

Чер. 179. 

аа -В О 
\ т } 

\ х ; ® 
` р , —_—_ 

| =». : 

ность радусомъ т. а изъ В окружность рад1усбмь »э. Если эти окруж- 
ности пересфкутся, какъ Чер. 180. 
это и показано на чер. 179, 
т0 мы получимъ двЪ точки 
СЕ. удовлетворяюнщия 
услоямъ задачи ,т.е.нахо- 
дящяея оть А въ разетоя- 
нии, а отъ В въразетоянш 
п. Если окружности будуть 
касаться (чер. 180), то 
задача будетъ имЪть толь- 
ко одно р5шене; мы по- 
лучимъ только одну точку 
С. Наконецъ, еели окружности не будуть имфть общихъ точевъ (чер. 

Чер. 181. 

а афеск ` 
да) о, 

„ `. 

О ный / ` 
ея ыы -. 2 ` — ч ; ). 

и ` ! ` 
„ \. . ‘ , : Й 

з В : . А р : с } 
В , ; ; 
` ; р } 
“, у ` # 
% . ` р. 
“4, ” * , 
`. „ # 5 „* ` ” И % ’ 

`. Ра 

ца ``. „” ‚ $ ` р 
—---...—-— уе 

Ш 
———ы— 

181 и 182), то сяЪд. такой точки, которая бы удовлетворяла тре- 
бовашямъ задачи, не существуетъ; иначе говоря— задача невозможна. 
Зная ($ 123), при какихъ условяхъ двф окружности пересЪкаются, 
касаются и не имфютъ общихъ точекъ, заключаемъ, что задача им$- 

етъ два рьшеня, когда прямая АВ<я--т и >п—т; задача им$- 

6 
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еть одно рьшеше, если АВ—=п--т или п — т; наконецъ задача 

Чер. 1892. 

невозможна, когда 4В>п--т или АВ<п—т. 
Задача 3. Дана неопре- 

ный дьленной длины прямая АВ 
в (чер. 183) и точка 0; 

Ра х найти на АВ такую точ- 
ку, которая бы находилась 
отъ О въ разстояни, рав- 
номъ данной прямой р? 

}. Такъ какъ всЪ точки, ва- 
Г, ходящияся оть О въ раз- 

в стояни — р, лежать на 
окружности, описанной изъ 

О радусомъ р, то и опишемъ эту окружность; если она пересчет- 
сн съ прямой АВ, что будетъ въ томъ случаЪ, когда разстояне 
прямой АВ оть точки О будетъ меньше р, то получатся двЪ точки 
Си, удовлетворяющия условямъ задачи, и слЪд. задача будеть 
имЪть два рьшешя. Если разстояе АВ отъ О равно р, то окруж-. 
ность коснется АВ (чер. 184), и задача будетъ имЪть только одно 
рЬшене; наконецъ, если разстояше А В отъ О больше р, то (чер.185) 

-=” 

= 

© 

`. .. „ 
“^-- ===” 

Чер. 184. Чер. 185. 

окружность съ прямой АВ не будеть имфть общихъ точекъ—и за- 
дача невозможна. 
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Задача 3. На данной прямой ММ (чер. 186) при данной точ О 
построить уголъ, равный данному уг. т (т. е. построить угодъ, 
равный т, притомъ такъ, чтобы вершина его была въ точ О, а 

одна изъ сторонъ совпадала съ прямой ММ)? Дая р®шевя задачи 

В 

воспользуемся теоремой & 94: если въ двухъ равныхъ окружностяхъ 
дуги равны, то и соотвЬтетвующе имъ центральные углы равны. 
Дфлаемъ данный уг. т центральнымь, для чего язъ вершины его 
А произвольнымъ радусомь АС описываемь дугу СВ; тЬмъ же 

радгусомъ оппеываемъ окружность пзъ точки О. Теиерь намъ нужно 
по этой окружности отъ точки Д, въ которой окружность перес- 
кается съ пряхой ИМ, отложить дугу=дуг6 ВС. Это можно сдЪ- 
лать, основываясь на теоремЪ \ 95: если въ равныхъ окружностяхъ 

хорды равны, то и соотвфтетвующя имъ дуги равны. Соединивъ 
точки Си В прямою, получимь хорду, соотвбтетвующую дуг СВ; 

чтобы перенести эту хорду въ окружноеть О, иначе говоря, чтобы 
въ окружности О отложить отъ точки О хорду, равную ВС, при- 
мелъ точку О за центрь и радусомъ, равнымь ВС. опишемь ок- 
ружность, которая пересфчеть окружность 0; соединивь одну изъ 
точекъ пересфчешя Есъ точкой О, получииъ уг. ЕОД = уг. т, 
такъ какъ хорда ЕД—хордь СВ, а сл. и дуга Е)=дуг% СВ. 
Такимъ образомъ уг. ЕОД удовлетворяеть усломямъ задачи. 

Окружность 1) непремфинно пересЪчется съ окружностью О‚потому что, 
кавъ сейчасъ докажемъ, разстояше центровъ этихъ окружностей 
меньше суммы ихъ радиусовъ, но больше разности радмусовъ. Въ 
самомъ дфлЬ, разстояне центровъ ОД есть ращусъ окружности О 
й сл$д. оно, очевидно, меньше суммы радусовъ обфихъ окружностей. 

6* 
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Съ другой стороны, хорда ВС всегда должна быть меньше аметра 
окружности А, который равень ЕЮ (она будетъ равна этому да- 
метру только тогда, если уголь т=—24; но въ этомъ случа и за- 
дачи о построенш угла быть не можеть); стало быть рашусъ окруж- 
ности ДО меньше даметра окружности О; если бы ови были равны, 
то разстолн!е центровъ равнялось бы разности радусовъ=ЕО— Ор= 
— 0О;. но рамусь окружностя Ш меньше ЕД, слЪд. еели на- 
зовемъ его черезъ у, то их_ОД<оОр (ибо съ уменьшенемъ умень- 
шаемаго разность дЪлается меньше), пли разстолные центровь 0.1) 
всегда больше разности радгусовъ, каковы бы ня были величины пря- 
мыхъь СВ п АС; поэтому окружности непремфнно переськутся и 
слЪд. задача о построенши угла, равнаго данному, всегда возможна - 

Задача 4.Изъ средпны данной 
прямой ЯВ (чер. 157) возет- 

`` В вить къ ней перлендикуляръ? Для 
построешя пермендикуляра надо 
знать двЪ его точки; точки же 
перпендикуляра, возетавленнаг» 
изъ средины прямой АВ, долж- 
ны находитьея въ равныхъ раз- 
стояшяхь оть точекъ А и В: 
эти разетолня не могутъ быть 
меньше половины прямой АБВ. 
потому что линш, выражающие 
эти разстояня, наклонны къ 
искомому периендикуляру; поз- 
тому онЪ должны быть больше 

перпендикуляровъ. опущенныхь 
изъ точекъ А и В на искомый 

- периендикуляръ; а каждый изъ 
этихъ перпендикуляровъ=!/, 4 В.Поэтому. взявъ на АВ какую ни- 
будь часть АК. большую '', -4В, изъ точекъ А п В описываемъ дуги 
радусами=А К. Дуги эти переефкутся, пбо прямая АВ, равиая раз- 
столшю центровъ, очевидно, меньше суммы радусовъ, такъ какь 
каждый радуеъ >", АВ, и больше разности рамусовъ, которая 
равна пулю, такъ какъ рамусы равны между собою. Точки Е и Е, 
въ которыхъ пересфкаются дуги, лежать на перпендикулярь, про- 
ходящемъ чрезъ средину АВ, ибо этотъь перпендикуляръ есть гео- 
метрическое мЪето точекъ, равноотстоящихъ отъ А п В; поэтому, 
соединивъ Еи Е прямою, получимъ перпендпкуляръ ЕР, возстав- 
ленный кь АВ изъ средины ел ДО. 

Рьшая эту задачу, мы вмфстЪ съ тмъ нашли средину АВ п 

потому рёшили еще слфдующую задачу: 

Задача 5. Раздълить данную прямую линю пополамъ? 

Чер. 187. 
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Задача 6. Изъ данной точки ДР прямой АВ (чер. 188) возста- 
вить къ АВ перпендикуляръ? Если отдожить оть О по АВ части 

Чер. 183 

аа ьекокт НЫЕ Е 

ХВ=ЛС, то точка Л) будетъ средана прямой СВ;а мы уже пока- 
зали, какъ возетавлять перпендикуляръ изъ средины прямой лини. 

Задача 7. Изъ точки С (черт. 189) на прямую АВ опустить 
перпендикуляръ? Что- : Черт. 189. 
бы свестн эту задачу 

на извЪетную уженахь 

зад. 4-10, едълаемъ то- 

чку С точкой перпен- 
дпкуляра, возетавлен- 
наго изъ средины пря- 
мой. Для этого на пря- 
мой А В надо найти та- 
&1я двЪ точки, которыл 
находилнеь бы въ рав- 
ныхъ разетояняхъотъ 
С. Принявъ какую 
нибудь точку ЛГ пря- 
мой АВ за одпу изъ 
этихь точекъ, опп- 
шемъ изъ С рад/усомъ 
СМ дугу: тогда полу- 
чимъ другую точку 2. 
Для рьшеня нашей 

задачи остаетея пзъ средины прямой МЕ возетавить перпенди- 
куляръ, что и исполнено на чертежь. Перпендикулярь ЕД непре- 
мЬнно пройдеть че- Черт. 19). 
резъ точку (, такъ ег 
вакъ онъ веть геоме- ей 
трическое "бето всЪхъЪ 

точекъ, равноотетоя- 

щихь отъ Ги РЕ. 
Уожно рышить эту 

задачу основываясь на 
томъ, что прямая, со- 
едпняющая точки пе- 
ресъчешя двухъ ок- 
ружностей, перпенди- 
кулярна къ линш цен- 
тровъ; тогда точка С 
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(черт. 190) должна быть одной изъ точекъ пересфченя двухъ оркуж- 

ностей, которыхъ центры лежать гдЪ нибудь на прямой АВ. При- 

нявъ за эти центры какя нибудь точки Ми У прямой АВ иоии- 

савъ изъ нихъ окружности радусами МСи №С, опредфлимъ точку 

Ш; соединивъ ее съ С, получимь СО! АВ. Это рёшеше удобнЪе 

предъидущаго, ибо оно требуетъ проведения только двухъ, а ие трехт, 

окружностей. 
Задача 8. Черезъ точку С (черт. 191) провести прямую, парал- 

Чер. 191. лельную прямой А В? 
с Б Задачу эту можно р%- 

шить на основании 
одного изъ условй 
параллельности пря- 

А ты В мыхъ, напр. на осно- 

ваши теоремы: двъ 
прямыя параллельны 
между с00о9й, если 

Е образуютъь съ сЪку- 

щей равные соотвфтственные углы. Проведя черезь С прямую СР 
такъ, чтобы она пересфкала АВ (для чего надо взять на АВ какую 
нибудь точку О и соединить ее сь С), строимъ при точкф С пря- 
мой СЕ уголь, равный уг. т; сторона СЁ постраениаго угла и 
будеть параллельна АВ. 

Чер. 192. Задача 9. Раздфлить попо- 

ламъ данный уголь АОВ (черт. 
192)? Такъ какъ периендикуляру. 
опущениый изъ центра на хорду. 
дБлиТЬь соотвфтетвующий хордь 

уголъ поиоламь. то дблаемь уг. 
АОВ центральцымь, оциеавь изъ 

вершины его дугу произвольных ь 
радусоль ОС; затфмь прово- 
димь хорду СДО и опуекаемь на 
нее изь О периендикулярь ОТ”. 

0 т в  РЬшимь еще задачу. болье 
сложную. чфмъ предыдущия. 

Задача 10. Дана прямая СГ (черт. 193) п двф точки Аи В; 
требуется на СД найти такую точку, чтобы прамыя, проведенный 
изъ ней къ Ап В, составили между собою \уголъ, равный уг. 7 
Чтобъ найти способъ рёшешя этой задачи, мы допустимь, что она 
рышена, т. е. положимъ, что найдена такая точка Л, что уг. 
АМВ—т; тогда, если мы проведемь черезь А, Ви М окруж- 
ность, то ве$ виисанные углы, опирающеся на дугу АВ, будуть 
равны уг. т, и точка 2 будеть общей точкой окружности О и 
прямой СШ. Мтакь для нахожденя точкл 1/ надо умбть провести 
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окружность О; а для этого надо знать только положене ея центра 
О, ибо радлусомъ ея будеть прямая, соединяющая О съ данной 
точкой 4. Раземотримъ же, чфмъ можеть быть опредфлено положе- 
не центра О. Такъ какъ окружность должна проходить черезъ А 
и В, то центръ долженъ находиться на перпендикулярЪ, возставлен- 
номъ изъ средины АВ; съ другой стороны, еслибъ мы въ точкЪ 
А провели къ окружности касательную АМ, то уг. №МАВ равнял- 
ся бы уг. А МВ, а слбд. и углу т; но перпендикуляръ, возстав- 

Чер. 193. 

М 

ленный къ касательной въ точкЪ касаня, проходить черезь центръ; 
с1Ъд. центръ искомой окружности долженъ находиться на перпенди- 
кулярф, возставленномъ изъ точки А къпрямой АМ, составляющей 

съ АВ уголь-=т. 
Изъ сказаннаго елЪдуетъ, что для рьшеня задачи нужно соеди- 

нить А съ В прямой линей; затЪмъ построить на этой прямой 
при точкЪ А уголь МАВ==данному уг. т; далфе—изъ средины АВ 
провести ЕК 1 АВ; изъ точки А провести АГ 1 АМ; изъ точки 
пересфченя О перпендикуляровь ЕК и АГ, рамусомь ОА описать 
окружность; общя точкн Ми Р этой окружности и прямой СО 

будуть искомыя. ДЪйствительно, прямая АМ периендикулярна къ 
радусу АО въ его конечной точкЪ А; слЪд. она есть касательная 

къ окружности, а потому уг. МАВ изиБряется '/, АВ; аесли со- 
единимъ точку Мось А и В, то уг. АМВ, какъ взуБряющися 
у, АВ, будеть равенъ уг. МАВ; а этотъ послЪдн уг. по построе- 
нм—= уг. т. Если бы провели лини АРи ВР, то уг. АРВ так- 
же былъ бы равенъ уг. 2. Итакъ наша задача иметь два ршеня. 
Она имфла бы одно рьшеше, еслибъ окружность О не пересфкала 
праной СШ, а коснулась ея; наконецъ задача была бы невозможна, 

еслибъ окружность О не имфла общихъ точекъ съ прямой СД. 
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Чтобы показать, въ какой завлеимости находится число рышений 
задачи и возможность ея отъ соотношешя, существующаго между 
величинами, данными въ задач, мы возьмемъ частный случай, имен- 
но когда данный уг. ж будетъ прямой, т.е. рьшимъ такую задачу: 
на прямой СД (чер. 194) найти такую точку, чтобы прямыя, с0- 

Чер. 194. единяющя ее СЪ 

р точками Ап В, бы- 
> ли перпендикулярны 

между с0100? По 
предъидущему, для 
р$5шения задачи стро- 
ихъ при точкф А 
прямой уголъ, т.е. 
проводимъ изъ А 

прямую АМГ АВ; 
затьмь надо прове- 

сти перпендикуляры 
къ прямой АВ изъ 
средины ея Оп кь 

прямой АМ изъ точ- 
ки А; этотъ послЬ- 

НЙ перпендивуляръ 
сольетея съ АВ и 
елЪд. центрь иско- 

мой окружности бу- 
деть О. Описавъ радусомь ОЛ окружность, найдемъ искомыя точ- 
ци Ми М,; дЬйствительно, если соединимь М съ А и В, то уг. 

АМВ=90°, какъ имфющий вершину на окружности п опирающиеся 
на концы д1аметра. Задача будетъь имЪть два рьшеня, если разстоя- 

не ОР прямой СЛ отъ центра О,т. е. оть средины прямой, вы- 
ражающей разстояше между данными точками А и В, будетъ мень- 
ше радруса ОА или меньше '!/, разстояня АВ, такъ какъ при 
этомъ окружность пересфчется съ прямой СДО. 

Задача будеть имЪть одно рёшеше, если окружность коснется 

прямой СР, которая при этомъ ‘займетъь положене С.Д, т. е. 
если разстояше пряхой СДО оть О будетъ равно И, АВ. 

Наконецъ, задача будетъ невозможна, если разстояше прямой С,Д, 
оть О будеть больше №, АВ, ибо при такомъ услови окруж- 
ность и прямая не будуть имфть общихъ точекъ. 

127. Просльдимъ, что мы дфлали для рьшешя нашей послЪдней 
задачи. Мы предположили задачу рьшенною, п сдБлавъ чертежъоть 
рукн, старались найти такя лини, которыя помогли бы намъ отыс- 
кать требуемую точку, и которыя вмфстЬ съ ТЬмъ мы могли бы 
постропть на основани предыдущих теоремъ и задазъ. Такихъ 
образомъ мы сперва нашли, что искомая нами точка лежитъ на 
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окружности, проходящей черезь точки 4 и В (чер. 1939; затмъ 
нашди, что эта окружность можетъ быть мостровна пря помощи: ая» 
мыхъ АВи АМ, которыя могуть быть начерчены на основанш 
предыдущихь задачъ. Это была первая часть рьшеня задачи, имен- 
но разложение задачи на составныя части, или амализь задачи: 

Когда анализъ привелъ насъ къ способу рьшешя задачи, мы при- 
ступили къ дЪйствительному ея рьшеню, т. е. къ построен. При 
этомъ построеше намъ пришлось дфлать въ обратномъ порядк®, 
ЧЪЪ это было въ анализЪ: мы сперва соединили точки 4 и В пря- 
мою, затфиъ построили прямую АМ, составляющую съ АВ 
уголъ—уг. 7; возставяли перпендикуляры къ АВ изь ея средины 
й КЪ АМ изъ точки 24; изъ точки О пересфченя этихъ перпенди- 
куляровъ описали окружность радусомъь ОАб—итогда нашли точку, 
требуемую задачей. При дЪйствительномь р+ёшенши задачи, вс эти 
построеня должно дЪлать посредетвомъ циркуля и линейки. 

ПослЪ того, какъ построеше сдЪлано, нужно доказать, что за- 
дача ръшена върно, т.е. что найденное геометрическое протяжение 
удовлетворяетъь требованямъ задачи. Такъ намъ нужно было дока- 
зать что прямыя МА и МВ образують уголь=уг. т. 

Большей частью требуется нетолько ръшить задачу, но и мзслиьдо - 
вать ее,т. в. указать, при какихъ услов1яхъ она возможна и сколько 
она допускаеть рёшен при различныхъ положешяхъ и величинахъ 
даниыхь. Для общей задачи мы могли показать только то, что она до- 
пускаеть два, одно или ин одного рьшеня; условй же для этого не 

могли найти, а указали ихъ лишь для частнаго случая, когда дан- 
НЫЙ уг. т—90°. Цзъ вышепзложеннаго мы виднмъ, что ршеше 
геометрической задачи состоить изъ четырехъ частей: аназизл, по- 
строенгя, доказительстза и изслъдованля. 

Захфтимъ, что анализъ задачи не всегда и не всякаго приведеть 
КЪ (1060бу ел р5шешя; здесь многое зависить отъ того, камя 

лини и точки мы выберемь для опредълешя искомыхъ геометри- 
ческихь протяженй, и часто при этомъ случаетсй выбрать такя 
точки илинш, которыя по даннымъ задачи не могуть быть построены. 

Нерфцко задача допускаеть безчисленное множество ршешй, т. 

е. бываетъь неопредъленною; напр. еслибы наша задача была дана 
въ такой форм: найти такую точку, чтобы прямыя, соединяющия 
ее съ данными токами А и В (чер. 195), составили уг. —т, то 

каждая точка дуги АММ, В удовлетворяла бы задачЪ, и эта дуга 
представляла бы часть геометрическаго мфста вершанъ угловъ, рав- 
ныхь ти стороны которыхъ проходать черезъ Ан В. Есаибы въ 
задачЪ требовалось опредълеше этого геометр. мЪста, то она была 
бы вполнЪ опредъленна, и рЬшеше представляло бы совокупность 
двухъ дугъ: одной АММ,Ви другой АММ, В, совершенно такой 
же, но расположенной по другую сторону прямой АБВ, какъ и пока- 
зано на чертежЪ. 
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Задачи, которыя могуть быть сведены къ опредфленшю геометри- 
чеснихъ мЪстъ точекъ, рёшаются вообще легче другихъ задачъ. 

Чер. 195. Предлагаемъ нЪсколько задачъ на 

вычислене, иа доказательство теоремъ 

м и на построеше. 
` 128. Задачи на вычислен!е. 1. Ра- 

жусъ окружностн—3!/, дюйм.; опред$- 
зить разстояв1е прямо АВ отъ цевтра. 
этой овружности, полагая, что АВ 

пересЪкаетъ окружность? касается ея? 
ве нымЪетъ общихъь точекъ съ окруж- 
ностью? 

2. Дууа СШ уложилась въ дугё АВ 
пать разъ съ остаткомъ ЕВ; ЕВ въ 
СГ узожилась 2 раза съ остаткомь 
@р; СХ уложизась въ ЕВ ровно 3 ра- 

‚ст. СР. @. за. Опредфлить АВ: СО; ТВ; АВ’ 

АЕ: СС? 
3 Дуга АВ раздфлена на 16 рав- 

ныхъ частей и такихт, частей въ дугь 
СГ закаючается 23. Найти СО:АВ? 

4. На окружности О отъ точки А 
отложена дуга А В—4 лугамъ СШ, за- 
тфыъ луга ВЕЗСШ, ЕЕ? С в 

ваконецъ ЕС < СО. Найти съ возможной точностью отношен!я 
центральныхъ угловъ: АОС къ АОЕ? ВОС: ЕОЕ? ЕОС: АОЕ? 
ЕОС, Ао ? 

ВОЕ АОЕ 
5. Изъ точкн А, лежащей на окружности, проведены хорды АВ 

и АС; одна соотвфяствуеть дугф въ 143% 30’, а другая — дуг6 въ 
47° 30’; опредфлить величиву уг. ВАС? 

6. Виисанвый уголъ олврается на дугу, равную 0,15 окружности; 
опред®лить этотъ уголь? 

7. Уголь ВАС иыфеть вершину на окружности и опирается на 
концы д1аметра ВС; опредфлить углы, образуемые хордами АБи АС 
съ д1аметромъ, если точка А дЪфлитъ полуокружность на части, от- 

носяш1ася между собою какъ 3:7? какъ 5:13? какъ 0, 3:0, 42? 
8. Дуга АВС—0,9 полуокружностн; чему равенъ уг. АВС? 
9. Хорда дфлитъ окружность на части, находящ!яся въ отношения 

7:17; опредфлить величины вписанвыхь угловъ, опирающихся на 
эту хорду? 

10. Хорды АВ и СГ образують при пересфченв уголъ въ 35° 1/,; 
опред®лить въ градусахъ, мивутахъ, секундахъ величивы дугь АД 
и ВС, если отношеше нхъ—5? 

11. Хорда АВ дфлить окружность въ отношени 3:5; каще 
углы образуеть она съ касательной, проведенной въ точкф А или 
въ точкВ В? 
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12. Точка А нахолится вн окружности; изъ 4 проведевы дв 

с$кущя АВС и АШЕ; точки Л и С соединены хордою ОС, уг. 
СРЕ—30°, дуга ВГ=47°; опредфлать уг. САР? 

13. Касатезьная къ окружности пересвкается съ продолженнымъ 
ж!аметромъ подъ угл. 570 27’; опредфлить дуги, заключенныя между 
точкой касан!я и концами д1аметра? 

14. Изъ точки, лежащей ви крута, проведлевы двф сФкущ!я; онВ 
образуютъ уголь въ 26° 10’ и отефкаютъ отъ окружвости дуги въ 

87°16’н 95012’; опредфлить дуги, заключенвыя между сторонами угла? 
15. Опредфлить уголъ, образуемый двумя касательными, если дуга, 

заключающаяся между точками прикосновен!я, равна 1289 28’? 
16, Окружность раздфлена на 3 части, относашляся между собой 

какъ 3:4:5, и черезъ точки дфлен!я проведевы касательныв; опре- 

дфлить величины угловъ, образуемыхъ касательвымни? 
17. Изъ точки М, лежащей вв% окружности, проведены двЪ пря- 

мыя лини, составляющия уг. въ 22% 30’; одна пересфкаетъ окруж- 
ность въ точкахь Аи В; другая—въ точжахъ Си 1); точки Ан С 
ближе къ М, чЖмъ точки В и ПО. Опредфлить дуги ВО и АС, 
если уголъ, образуемый хордамн А) и ВС, равенъ 33° '/.? 

18. Межлу какими цфлыми числами заключается величина разстоя- 

ня между центрами двухъ перес$кающихся окружностей, если ра- 
мусъ одной равевъ 8!/., а ражмусъ другой—17!/.? 

19. ДвЪ окружности касаются одна другой; радусъ одной—5; 
опредфлить радусъ другой, если разстоан!е цевтровъ—10? 87 3? 

20. Двф окружности касаются; разстоян!е цевтровъ выражается 

зисломъ 38,25; отношене рад!усовъ == 0,35; опредфлнть радусы? 
21. Опредфлить взаимное положеше двухъ окружностей, которыхь 

радзусы равны 18*/, и 3°/,„, если разстояне центровъ—22'/,? 151/,? 
301/.? 12,58333...? 17,5? 

22. Даны три точки А, Ви С, не лежащия на одной прямой; 
разслоян1е между А и В равно 14, между Ви С равно 12, между 
Си А равво 10 дюйм. Какими ралтусамн надо описать окружности 

изъ каждой точки, чтобы каждая окружность касалась остальныхъ ? 
23. Три окружвости проведены такъ, что каждая нзъ нихъ ка. 

сается двухъ остальвыхъ извн$; рапусы ихъ 8; 5 и 4 дюйм. Опре- 
АЪФлить разстояв!я между ихъ центрами? 

129. Задачи на доказательство теоремъ. Доказать сл$дующя 
теоремы: 

1. Наибольшее разстоян!е внфшней точка отъ окружности есть 

длина всей сЪкущей, проведевной изъ этой точки черезъь центрЪ, & 

кратчайшее разстоян1е—есть внфша!Й отр$зокъ той же сфкущей. 

2. Кратчайшее разстоав1е внутренней точки отъ окружности сесть 
меньш!Й отрфзокъ д!аметра, проведеннаго черезъ эту точку; & наи- 

большее разстоан!е— больший отрФзокъ того же д!аметра. 
3. Кратчайшее разстонн!е между двумя окружностами есть часть 

зиви центровъ, заключенная межлу бднжайшими частами окружнос- 
тей; а вабольшее разстоян!е — часть лив1и центровъ, заключенная 
между ваиболЪе отдаленными застлми окружностей. 

4. Касательныя, проведенныя къ концамъ дламетра, параллельны 

между собою. 
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5. Если двф концентрическия окружности пересфчевы прямой лин!ей, 

то ‚отрфзки этой лиши, завлюченныя между окружностями, раввы 

между собою. 
6. И-ъ всфхъ хордъ, проходящихъ черезъ данную внутри окруж- 

ности точку, кратчайшая есть та, которая въ этой точкЪ дФлитсл 

«ополамъ. 
7. Если въ конечныя точки одвой изъ двухъ параллезьвыхъ хор1ъ 

"ровести рад1усы, то отрфзки другой хорды, заключенныя между ея 
онечными точками и точвами пересЪчен!я ея съ рад1усами, будутъ 

равны между собою. 

8. Изъ всБхъ перпендикуларовъ, которые можно опустить изъ то- 
чекъ данной окружвости на прамую, лежащую впф ея, тотъ будетъ 
наибольшияъ, который проходитъ черезъ центръ, и тотъ будетъ нзи- 
меньшимъ, котораго продолжен1е проходитъ черезъ центръ. 

9. Если съ концами А и В дуги соединить точку С, находящуюся 
<ъ дугой по одну сторону соотвфтствующей хорды, то уг. АСВ б6у- 

дстъ, больше или меньше угла, котораго вершина на дуг, а стороны 
оцираются на АВ, смотря по тому, находится ли точка С внутри 
окружности или внЪ ея. 

10. Окружвость, описанная на прямой АВ, какъ на маметръ, 
ссть геометрическое м$фсто вершинъ прямыхъ угловъ. стороны кото- 
фыхъ проходятъ черезъ конечныя точки прямой АВ. 

11 Если изъ концовъ д!аметра проведемъ параллсльныя между со- 
бой хорды, то эти хорды равны и ихъ друмя двф конечныя точки 
лежатъ на одной ирямой лин!и съ центромъ. 

12. Если ирямую, двлащую виисанный уголь пополамъ, продолжить 
до встрфчи съ окружностью, и черезъ полученную точку провести 
хорду параллельно одной изъ сторонъ угла, то эта хорда будетъ равяа 

другой сторонЪ 

13. Если изъ точки, лежащей внф окружности, провести къ окруж- 
ности касательныя, то 1) эти касзательныя равны между собою; 
2) лин1я, соединяющая внфшнюю точку съ центромъ, дфлиутъ уголъ, 

образуемый касательвыми, пополамъ; 3) эта лин1я дфлитъ также по- 

поламт, уголъ между радусами, проведенвыми въ точки прикоснове- 
#14; 4) эта лия перпендикулярна къ хордф, соединяющей точки 

прикосновев!я. 

14. Если на хордБ при одномъ изъ ея концовъ построить въ 
сторону, обращенную къ центру, уголъ, равный углу, виисанному въ 

дугу *, соотвфтствующую хордф, то другая сторона этого угла бу- 
деть касательной къ окружности. 

15. Если къ окружности провести дв, перес$кающия между собою, 
касательныз, потомь точки прикосновен1я соединить хордой, а въ 

одну изъ точевъ прикосновевшя провести рад1усъ, то уголь между 
хордою и рад1усомь будетъ равенъ половин$ угла между касатель- 

Ными. 
16. Если въ Бругу проведены двЪ касательныя и между ними (т. 

* Примьч. Утолъ, котораго вершпна находится на’лугЪ, а стороны про- 
ходятъ черезъ конечный точки ея, наз. вписаннымъ въ ду. 



е. между точкою пепесфчетя ихъ и точками прикосновен!я) провели» 
еще третью, а точки пересфчев1я ея съ двумя первыми соединпть сл 
цевтроиъ, то полученпый такимъ образомъ цеятральвый уголъ булеть 
вдвое меньтс центрального угла, составлепнаго рад!усами, проведен- 
ными въ точки прикосновен)я двухъ пертРыхь касательныхъ. 

17. Двф равныя окружности при пересфчени! отсфкаютъ другъ оть 
друга раввыя части. 

18. Двф пераввыя окружвости при пересфчент отсЪкають другы 
отъ друга двф неравныя дуги, и дугф меньшей окружности соотя$т- 
ствуеть больший цевтральный уголъ. 

19. Дв окружности не могутт пересфкаться такъ, чтобы отсф- 
каемыя прин этомъ отъ нихъ дуги были по 180°. 

20. Если изъ средины общей хорды лвухъ равныхъ перес%каю- 
щихся окружностей описать новую окружнссгь рад1усомъ, равнымъ 

половиив этой хорты, то каждля прямая, проходящал черезъ одну 
изъ точекъ пересфченя данныхъ окружностей и ограничевнан ими, 

раздфлится новой окружностью пополамь? 
21. Четыре дуги двухъ равныхъ пересфкающихся окружностей, 

завлючепныя между ливней цептровъ и параллельной ей сфкущей о@Ъ-. 

ихъ окружностей, равны между собою. 
22. Каждая прямая, проходящая черезъ точку касан!я двухъ окруж- 

ностей, отсфкаетъ отъ нихь дуги, которыит соотвЪтствують равны» 
центральные углы. 

23. Конечныя точки двухъ параллельныхъ д!аметровъ въ двухъ, 
извн касающихся, окружвостяхъ лежатъ ва одной прямой съ точкой 

касаня. 

24 Если черезъь точку касатия двухъ окружностей провести лв; 
прямыя дин!и и соелинить точки пересфчен!я пхь съ каждой онруж- 

ностью, то полученныя прямыя лив!и будутъ параллельны. 

25. Если двБ окружности касаются лругъ друга изнутри, и при- 
томъ Жаметръ одной окружности равенъ рад1усу другой, то меньшая 
окружноеть дфлитъь пополамъ каждую хорду большей, проходящую 
черезл, точБу касания. 

26. Геометрическое ифсто срединъ хордъ, сходящихся въ одной 

т0чк$ Р на окружности С, есть окружность, имфющая д1аметромъ 
рамусъ данной окружности, проведевный въ точку Р. 

130. Задачи на построене. 1: Описать ражусомъ, равнымъ 
давной прямой лиши, окружпость, касательпую къ данной окруж- 
ности въ данной ея точкф М? 

2. Найти геометрическое иЪфсто центровъ окружностей рамуса 7, 

касательвыхъ къ окружности радуса 71? 

3. Описать радйусомъ т окружность, касательную къ давной окруж- 
ности (’ притомъ такъ, чтобы центръ ея находился на данвой пра- 

мой ММ№? на данной окружности С, 2 
4. На окружности С найти точку, которая находилась бы отъ 

дапной точки Д/ въ разстоянш @? Изелфдовать задачу ? 
5. Дана окружность п на ней точка №; провести изъ М хорду, 

равную прямой 6? 
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6. Данную прямую раздфлить яа 4, 8, 16.... вообще на 2” равныхъ 

частей ? 
7. Найти центръ данной дуги изи окружности? 
8. Дана окружность и на ней точка Р; провестя въ этой окруж- 

ности д1аметръь такъ, чтобы онъ находился отъ точки Р въ раз- 

стоянии а? 
9. На прамой АВ или на окружностя С найти точку, равноот- 

<тоящую отъ данныхъ точекъ Ми № 
10. Провести окружность зерезъ точки Д в В тавъ, чтобы центръ 

«я находился на дапной прямой ММ или ва окружности С? 
11. Описать окружность такъ, чтобы она проходила черезъ точку 

М п касалась окружности С въ точкф №? 
12. Черезъ точку М, лежащую внутри окружности, провести хор- 

ху, которая въ этой точкЪ дфлилась бы пополамъ ? 
13. Даннымъ рамусомъ т описать окружность, касательную къ 

прямой АВ въ точкф С? 
14. Опредфлить геометрическое м$фсто центровъ окружностей, ка- 

<ательныхь къ данной прямой въ данной на ней точк%? 
15. Описать окружность такъ, чтобы она проходила черезъ точку 

М я касалась прямой АВ въ точкф №? 
16. Въ точкф, данвой на окружности, провести къ окружности 

жасательную? 
17. Изъ конца А прямой АВ, не продолжая ея, возставить къ 

ней перпендикуларъ ? 
18. На прямой АВ найти такую точку, чтобы сумма разстояв!й 

ея отъ двухъ данныхь точекъ Си Г), лежащихъ по одну сторову 
прямой АВ, была наименьшею ? 

19. На прямой АВ пайти такую точку, чтобы прямыя, проведен- 
ныя въ эту точку изъ точекъ Си 0, лежащихъ по одну сторону 
АВ, составляли съ АВ равные углы? 

20. Построить уголъ: 1) равный сумы$ н%сколькихъ данныхъ 
угловт? 2) равный разности двухъ данныхъ угловъ? 3) равный даи- 
ному углу, взятому ифсколько разъ? 

21. Черезъ точку М провести прямую, которая съ данной прямой 
АВ составила бы уголъ, раввый данному уг. %? 

22. Описать окружность, проходящую черезъ дв данныя точки 
А я Вяи пересвкающую данвую окружность С’ такъ, чтобы хорда 
пересфченя была параллельна данной прямой МУ? 

23. Провести къ окружности касательную такъ, чтобы она была 
параллельна данной прямой? перпендикузярна къ данной прямой? 

Изелфдовать задачу ? 
24. Провести къ окружности касательную такъ, чтобы она съ 

данной прямой ЛМ составляла уголъ, равный уг. т? 
25. Въ окружности (О провести хорду, которая была бы равна 

данной прямой @, притомъ была бы параллельна данной прямой АВ? 
была бы перпендивулярна къ АВ? составляла съ АВ уголь—т? 

26. Черезъ точку Р, находящуюся внутри окружности 0, провести 
хорду такъ, чтобы она составляла наименьш!й уголъ съ касательной, 

проведенной въ ея конечной точЕ$ ? 
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27. Къ дуг АВ въ данной на ней точкф М провеети касвтезь- 
ную, не отыскивая центра дуги? 

28. Данный уголь т раздфлить на 4, 8, 16..., вообще ва 9% 
равныхъ частей ? 

29. На прямой АВ найти точку, равноотстоящую отъ квужъ цере- 
<Фкающихся прямыхьъ М№и РО? 

30. Найти съ точностью до '!/, отношеше между дугами АВ и 
СР окружности О? 

31. Черезъ точку М провести прямую, составляющую съ сторо- 
чамн уг. ВАС равные углы? 

32. Описать овружность, касательную къ двумъ прямымь АВ н 
Ср, такъ чтобы цевтръь ея находняся на прямой ММ? 

33. Описать окружность такъ, чтобы она касалась прямой АВ и 
прамой ОД въ-точкф М? 

34. Найти геометрическое м%сто центровъ окружностей, касатель- 
ныхъ въ двумъ даннымъ прямымъ ? 

35. Описать окружность, касательную въ тремъ даннымъ вра- 
мыиъ ? 

36. Описать окружность такъ, чтобы она касалась данной окруж- 
ности С въ точ М и касалась прямой АВ? 

37. Описать окружность такъ, чтобы она касалась окружности С 

н прямой АВ въ точк$ М? 

38. `На данной прямой АВ описать дугу, вм щающую данный уг. 
2т (т. е. описать такую дугу, чтобы вс углы, имфющие вершину на 
этой дуг и опирающиеся на АВ, равняжись уг. т)? 

39. Опредфлить геометрическое м$сто точекъ, изъ которыхъ пра- 
мая АВ видна подъ однимъ ин тЪымъ же угломъ т? 

40. Найти точку, изъ которой прямыя АВ и СШ видимы подъ 
одиныъ и тфыъ же угломъ 2? 

41. Черезъ точку Р, данную на окружности (С, провести хорду 
такъ, чтобы она находилась отъ центра на разстоянии, равномъ даи- 
ной лини а? 

42. Черезъ точку Р, данную на окружности (С, провести хорду, 
вдвое большую своего разстояв!я отъ центра? 

43. Черезъ точку А, находящуюся внё окружности (С, провести 
къ окружности касательную ? 

44. Изъ точки А провести къ окружности С’ сфкущую такъ, чтобы 
часть сфкущей внутри окружности равнялась данной прямой @? 

45. Изъ точки Д провести къ окружности С сфкущую такъ, чтобы 

она отсфкла дугу, вибщающую данный уг. т? 
46. Найти теометрическое мЪсто точекъ такого свойства, чтобы 

касательныя, проведенныя изъ нихъ къ окружности С, имфли одв- 
накую длияу а? 

47. На прямой ММ найти тавую точву, чтобы касательныя, про- 
веденныя изъ нея къ данной окружности (С, равнялись данной пря- 
мой а? 
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ГЛАВА \1. 

Фигуры. 

431. Часть плоскости, ограниченная со веЪхъ сторонъ лан ями, ваз. 
фишрой. Если (чер. 196) всЪ лини, ограничивающил фигуру, прямыя, 

то фигура наз. ярямолинейною; если он 
кривыя, 70 криволинейною; если въ чи- 

слЪ ихъ находятся тЪ и друг1я— смъшан- 

ною. Кругъ представляеть криволинел- 
ную фигуру; секторъ—смфшанную. 

р 132. Иногоугольникъ. Прямоли- 
оне | нейныя фигуры (чер. 196) иначе наз. 

О мноюуюльниками. Пряныя АВ, ВС, 
А ера ЕСО... (чер. 196). ограничиваюния мно- 

гоугольникъ, наз. его сяюронами; а сумма вефхъ сторонъ наз. 
периметромь многоугольника. Уголь АВС, образуемый двумя пу- 
слфдовательными сторонамн, наз. внутреннимь узломь мноюуюль- 

ника; уголь ДЕР, образуемый стороною Г.Е многоугольника и 
продолженемь ЕЁ смежной стороны, наз. внышнимь узлом» мною- 
уюльника; вершины угловъ наз. верщинами мноюуюллника; пря- 

мая АД, соединяющая двЪ не смежныя вершины, наз. даюнвлью. 
Многоугольникъ можеть ныфть входяще углы, какъ напр. уголь 

АЕ (чер. 197). Очевидно, что каждый многоугольникъ имфетъ столь 
ко угловъ, сколько въ немъ сторонъ. Многоугольники получаютъ свое 
назваше по числу угловъ, а слфд. и по числу сторонъ. Такъ много: 
угольникъ ДЕРС (чер.198), имъюци 4 стороны, наз. четыреуюльни- 
ком»; многоугольникь КГ. М МОР (чер. 199), имъюций 6 сторонъ— 

Чер. 196. 

Чер. 199. 
Чер. 197. Чер. 198. М 
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шестиуюльникомь. Многоугольники, не имЪюние входящихъ угловъ, 
Наз. выпуклыми. 

Чер. 200. Для полнаго ограниченя плоскости необ- 
В ходимо не меньше трехъ прямыхъ; поэтому 

простЬйпий изъ многоугольниковъ есть ре- 
Угольнихь, напр. АВС (чер. 200). Слово 
треугольник изображають знакомъ А, ко- 
торый ставять передъ буквами, означающи- 
ми его вершины, напр. А АВС. 
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Треугольник ъ. 

- 133. Въ каждомъ треугольникЪ находятся три угла, три стеро- 
ны и наконецъ площадь треугольника. Стороны и углы треуголь- 
ника наз. частями его. 

134. Свойство сторонъ треугольника. Каждая сторона 
треуюльника меньше суммы двухь остальныхь и больше ить раз- 

ности. ЦЪйствительно, сторона АВ (чер. 200) треугольника АВС 
предетавляеть прямую линю между точками А и В, а остальныя 
двЪ стороны АС и ВС составляютъ ломаную ВСА, имфющую ть 
же конечныя точки; слЪд. 

АВ < АС- ВС. 
Тоже самое можно сказать и о каждой другой сторонф; поэтому 

АВ- ВС > АС. 
Отнявъ отъ обфихъ частей этого послфдняго неравенства по ВС, 

получииьъ АВ> АС ВС. 
Эта теорема даетъ возможность по двумъ даннымъ сторонамъ тре- 

угольника найти наибольшй и найменышй предфлы для третьей 

стороны. Напр. если дв стороны треугольника равны 7 и 5 дюйм., 
то третья сторона должна быть меньше 12 и больше 2 дюйм. ‚т. е. 
она можеть быть быть выражена цфлыми числами 3, 4.... 11 дюйм. 

и безконечнымъ рядомъ дробей, большихъ 2 и меньшихъ 12 дюйи. 

135. Стороны въ треугольникЪ могутъ быть: 
1) Ве равны между собою, потому что тогда каждая сторона, 

очевидно, меньше суммы двухъ остальныхъ и больше разности ихъ, 
равной нулю. Треугольникъ (чер. 201), у котораго ве стороны 
равны, наз. равностороннимь. 

2) ДвЪ стороны равны между собою, но третья не равна имъ, 
потому что если эта третья сторона меньше суммы двухъ прочихъ 
сторонъ, равныхъ между собою, то выведенное нами услове для 
каждой стороны треугольника будетъ удовлетворено.  ДЪйстви- 
тельно, если стороны треуг. будуть а, а п Бпритомъ 6<2а, 

Чер. 201. | Чер. 202. 

В 

А С А 
то а<а-- на>а—5; 5<а-а и ф>а—а. Треугольникъ.. въ кото- 
ромъ двЪ стороны равны между собою, наз. разно зедреннымь; 

таковы напр. тр-ки АВС на чер. 202-мъ, въ которыхъ АВ=ВС. 
7 
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3) Веф три стороны различны. Такой треугольникъ (чер. 203) 

н43. разндстороннимь. 

Въ каждомь треуг. одна взъ сторонъ принимается за осно- 
вазе; перпендикуляръ, опущенный на осяоваше изъ протпвопохлож- 

ной ему вершины, наз. дысотою треуг., а самая. вершана — 

вершиною треуг. Тажъ есливъ треугольн. Зер 208. 
АВС (чер. 204) принять за основаше 
АВ, то вершина треуг. будеть С, а 
высота будеть СР; всли же примемъ за 
основаше АС, то высотой будеть ВЕ. 

Если въ треуг. КГМ пранять за основаше КГ, то вы: 
сота будеть ММ. 

Чер. 204. 

Г 

Въ равнобедренномъ треуг. за осповаше принимаетей сторона. 
неравная съ остальными двумя; тазъ въ треугол. ДЕЁ (чер. 205} 
основаше будеть ДЕ, а высота РС. 

136. Свойства угловъ треугольника. Теле. Та. Суниа вну- 
этреннихь Уловь треуюл. равна дауиь прлиимь ва 150% Дай 

допазательства проведемъ через вершину Р (чер. 206) прямую 
Чер. 295. 

Чер. 206. 

ЕЕ=АС тогда уг. т=уг. А и уг. п= С вавъ внутренне пере- 
крестные; но -В-Ня—24, сад. в А-ЬНО—9а. Птапъ хотл 
угам треуг. хогутъ имфть весьча различный величины, но сумма. 
ихъ есть величина постойенля. 
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Эта теорема даеть возможность по двумъ угаамъ треуг. ®вре- 
Джлить трет: такъ напр. егли одинъ угожъ-—:38, другой 664, % 
трет ==:380°—(38°-|- 56) -=:180'— 94*—86*. Завад двумъ угаянъ треуг. 
произвольныя значеня, слфдуеть набзюдать, чтобы сунма ихъ была 
мене 180°. 

Сльдствыя. 1. Если два треуюльника имъють по два равныхть 
ила, то и третьи улы равны, какъ дополнен!я до двухъ прямыхъ 
угловъ; напр. если въ одномъ треуг. будуть углы въ 36% и 48° 
й въ другомъ углы такой же величины, то трет уг. въ томъ и 
другомъ треуг. будеть равенъ 969. 

2. Треуюльникь не мож. ть имтьть болте одною прямаю или одноло 
упало ула;въ противномъ случа сумма угловъ треуг. была бы>2 4. 

Треугольникъ, въ которомъ одинъ угоёъ прямой, наз. удяме- 
Утольнымь; сторона, лежащая противъ прямаго угла, наз. зитюте- 
музой ; стороны, образующя прямой уголъ, наз. кхатетами. Въ 
прямоугольномъ треуг. АВС (пер. 207), въ которомъ уг. 4А=90®, 
сторона ВС есть гипотенуза, а АВи АС— катеты. 

Въ пряноуь. треуз. сумма остры ть уловь равна 90%. 
Треугольникъ (чер. 208), имъющий тупой уголъ, ваз. 7 утоуюль- 

#ымз. Въ тупоуг. треуг. сумма острыхъ угловъ меньше 90°. 
Треугольнякъ, въ котором веЪ углы острые, наз. остроуюльнымь. 
Остроугольный п тупоугольный треугольники наз. вообще хосоу- 

ольны.ми. 

Теорема 2-я. Влъшний уюль троуюльника равснъ сумм двуть 
внутренниль, (5 Низ несмежныхь. ДЬйствительно (чер. 209), 

р 

Чер. 208. Чер. 209. 

© З 

о 

уг. ВОР=а-—ес п уг. А+уг. ВЫ24—с; сл5д. ВСР = АВ. 

Чер. 210. Вотъ еще другое доказатель- 
ство: щюведя СЕ| | АВ 
(чер. 210), разобъемъ виЪш- 
н@ уг. ВСР на два угла 
тип; но м—А вавъ со- 

отвЪтетвенные, а — В какъ 
перекрествые, саЪд. ВСО= 
т—-п—= А-В. 

———® 

7 



— 100 — 

Теорема 3-я. Сумма внъшнихь уловь треуюльника, проис- 
шедшихь оть продолженая всъхь сторонь треуь. по одному на- 

Чер. 211. правленю (чер. 211), равна четыремь пря- 
7 мымь узламь. Дъйствительно, каждый внЪш- 

нй уголъ со смежнымъ ему внутреннимъ со- 

ставляеть 24; слЪд. сумма всфхъ угловъ, 

внутреннихъ и вн-шнихъ, равна 64; а какъ 

НЙ сумма внутр. угловъ-=2а, то слЪд. сумма 

‚ виъшнихъ—44. 

137. Соотношешя между сторонами и углами тре- 
угольника. Теорема 1-я. В» жреуюльникь противь равныхь сто- 

ронь лежать равные узлы. Положимъ (чер. 212), что А В=АС; тогда 
основаше Ш перпендикуляра АД, опущен- 
наго изъ точки А на ВС, должно раздЪ- 
лить линю ВС пополамъ, потому что на- 
клонныя АВи АС равны и слЪд. дол- 

жны быть равноудалены отъ основашя пер- 
пендикуляра; а равноудаленныя наклонныя 
($ 49 —2) составляютъ равные углы съ 
прямой ВС, къ которой онЪ наклонны; 

слЪд. уг. В=-уг. С. 
Доказанная теорема можеть быть выра- 

жена еще въ слЪфдующей форыЪ: 6» равно- 
бедренномь треу. умы при основании 

равны. Поэтому въ равнобедр. треуг. достаточно знать эдинъ уголъ 
для того, чтобы опредЬлить два остальныхъ. Такъ напр. если одинЪ 
изъ угловъ при основаши равнобедр. треуг.—=40°, то и другой уг. 
при основани=40'; а слфд. уголь при вершин —180.—80'—100°. 
Если уг. при вершинь—20°, то сумма угл. при основанши=160°, а 
каждый изъ нихъ—80°. 

Сльдетия. 1. Вь равностороннемь треуг. весь уаы равны 

между собою и потому каждый заключаеть въ себъь 60’. 

2. Изъ самаго доказательства тежфемы слбдуеть, что в» /65нобедр. 

треу!. высота Олълить основание ц 3:045 при вершинть пополамь 

3. Вь равнобедренномь прямоуь. туреуь. каждый острый 
Ф2ль равень 45°. 

На основанш того, что черезъ данную точку къ данной прямой 
можно провести только одинъ перпендикуляръ, легко доказать спра- 
ведливость обратныхъ теоремъ: Периендикуляръ, возставленный 
изъ средины основаня равнобедреннаю треуь., проходить чрезь 
ео вершину и дъмипь пополамь узюль при вершин; прямая, дъ- 

лящая пополамь уюль при вершинъ равнобедреннаю треуз., пер- 

пендикулярна кь основанию и дълить основаме пополамъ. 

Чер.212. 

|: 
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Теорема 2-я. Противь большей стороны треузюльника лежить 
и больший уюлъ.Пусть въ треуг. АВС (чер. 213) сторона ВС> ВА; 
докажемъ, что уг. А>уг. С 
Для этого отложимъ на сторо- р. 

В 
н$ ВС сторону В.А оть точки 
В; тогда точка А стороны ВА 
упадеть между Ви С, такъ 
какъ по условю ВС> ВА. 
Соединивъ полученную такимъ 
образомъ точку Д съ точкою 4 
прямою ДА, мы отъ угла А 
отдфлимъ часть а и получимъ 
равнобедренный треуг. АВР, Сс 
вЪ которомъ по доказанному уг. а= уг. О. Уг. О, какъ внфший 
для треуг. СОА, равенъ сумм$ угл. С+- САХ, слЪд. уг. О>уг. С, 
а потому и уг. а>уг. О; стало быть уг. А и подавно больше уг. С. 

Теорема 3-я, обратная 1-Й. Противь равныхь Узловь вь тре- 
Уюльникь лежать равныя стороны. Если вътреуг. АВС (чер. 214) 
уг. В = уг. С, то сторона АВ не можеть быть 
больше АС, потому что тогда и уг. С по преды- а , у д у ред А 
дущей теоремЪ долженъ быть больше уг. В. Сто- 
рона АВ не можеть быть и меньше АС, потому 

что тогда и уг. С долженъ быть меньше уг. В; 
сл. АВ = АС. 

Теорема 4-я, обратная 2-й. Вь треуюльникъ про- 
тиивь ббльцало узла лежить и большая сторона. Те- 

орема, подобно предыдущей, доказывается способомъ 
приведения къ нелфпости. с 

Слфдетые. Вь прямоуюльномь треуь. иютенуза есть намболь- 
шая изъ сторон. 

138. Равенство треугольниковъ. Де» фшуры наз. рав- 
ными, если при наложени онъ мошуть быть совмъщены всъми 

своими точками. 

Теорема 1-я. Два треуюльника равны, если сторона и два, при- 

лежалщае кь ней, шла въ одномь треуюльникъ равны соотвът- 
ственно сторонъь и двумь, прилежащимь кь ней, уламь въ дру- 

Юма треуюльникь. Положимъ, что въ треуг. 4ВСи ЕЕ (чер. 215}, 
Чер. 215. 

В Е 

А св = 
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сторона АС—=ОЕ, уг. А=уг. О и уг. С=уг. Е. Вообразимъ, 
что треугол. ДЕЕ наложенъ на треуг. АВС такь, что точка р 
упала въ А и сторона ДЕ пошла по АС; по равенству этяхъ сто- 
ронъ и точка Е упадеть въ С. По равенству угловъ Фи А 
сторона ДЕ пойдеть по АВ и слфд. вершина Е упадеть гдЪ ни- 
будь на сторон АВ или па ея продолжент. По равенству угловъ 
Ги С, сторона ЕЕ пойдеть по СВ и вершина Е должна упасть 
на сторон5 СВ пли на ея продолжены. Вершина Е такяяъ обра- 
зомъ должна находиться заразъ на двухъ лимяхь А4АВи СВ; елЪд. 

она совпадетъ съ точкою пересфчеюя этихъ линй, т. е. еъ верши- 

ною В. Итакъ стороны треуг. ДЕЕ совмЬстнлись съ сторонами 
АВС; углы также совмфстились, слфд. треугольники равны. 

Сльдетвия. 1. Углы Ви Е, лежаще противъ равныхъ сторонъ 
АСа Е, совмустились; стороны АВн ЛЕ, лежания противъ 
равныхъ угловъ Си РЁ, также совмЪетилиеь. Отеюда завлючаемъ, 
ЧТО 65 равныхь треуюльникать противь равныхь сторонь лежать 

равные уы, и противь равныть 14085 южать равныя стороны. 

2. Треуюльники равны, если они имтъють по одной равной сто- 
ронь и по два равныль ума, ибо тогда п третьи углы равны 
($ 136 теор. 1, слбд. 1), слЬд. треугольники будуть имьть по одной 
равной сторонф и по два равныхъ угла, на ней лежащихъ. 

Теорема 2-я. Два треуюльника равны, если двъ стороны и уюль. 
между ними заключенный, въ одномь треуь. равны двумь сторо- 

намь вулу между ними въ друюмь треуь. Пусть въ трецг. АВС 
и ДЕЕ (чер. 216) сторона АС=ОЕ, АВ=ОЕ и уг. А=уг. О; 

Чер. 216. требуется доказать, что 

В Е треугольникъ 4 ВС=треуг. 
ЕЕ. Дали этого предста- 
вимъ гебЪ, что треуг. ДЕЁ 
наложенъ на треуг. АВС 
такъ. что вершина Д упа- 
ла въ вершину А и сторо- 

А ср Ена ДЕ пошла по АС. То- 
гда по равенству сторонъ 4С и Е точка Е упадетъ въ С; по ра- 
венству угловъ Аи Д сторона ДЕ пойдетъ по сторон’ А В и по ра- 
венству этихъ сторонъ вершина Е совпадетъ съ В. ВелЪдетве того, что 
конечныя точки Е и Е стороны ЕЁ совпали съ конечными точками 
стороны ВС, и сторона ЕГ совмбетится со стороною ВС. ВеЪ сторо- 
ны и вершины треуг. РДЕЁЕ совпали съ соотвфтетвующими сторо- 
нами и вершинами треуг. АВС; сльд. треуг. равны. 

Теорема 3-я. Если двъ стороны сдною треуь. разны порознь 
0вумъ сторонамь друало, а фаы, заключенные между равными 

сторонами, не равны, то противь большаю уча лежить и ббль- 

ая сторона. 
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Пусть въ треуг. АВС п ШЕЕ (чер. 217) сторона АС = РЕ, 
АаВ—=ОЕ.а уг. АЪуг. О. Докажемь, что ВС > ЕЁ. Наложимъ 

Чер. 217. 

А 4ер Е 
треуг. РЕЕ на треуг. АВС такъ, чтобы точка О упала въ вер- 
шину А п сторона ДЕ пошла по сторонф АС. Тогда, по равенству 
этихъь сторонъ, точка Е упадеть въ С. Велбдетве же того, что 
уг. О<уг. А, сторона ДЕ пойдетъ внутри угла А, я точка Е мо- 
жеть упасть или внутри треуг. АВС. напр. въ точку М, или на 
&торону его—въ точку О, или внф его—въ точку №. Сообразно съ 
этимъ, треуг. РЕЕ можеть имЪть три различныя положения: треуг. 

. АМС, АОС и АХС. Докажемь, что во вефхъ этихъ случаяхь 
ВОС ЕР. 

Въ первомъ случа АВ + ВС будеть внышней ломаной, а 
АМ--МС впутренней, и мы будемъ ихЪть: 

АВ-- ВС > АМ - МС, 
тдЪ АВ—=А М, такъ какъ по условю АВ = ОЕ, а РЕ=АМ. 

Отиявь оть обфихъ частей предъидущаго неравенства по ровну, 
именно отъ первой АВ. а оть вторюй АЛЕ, получим: 

ВС > МС, пли, такъ кавъ МС веть ЕЁ, то 
ВС > ЕЕ, ч1ф п требовалось доказать. 

Во второмъ случаЪ очевидно, что ВС > ОС. которая въ этохь 
©лучаЪ равна ЕЕ. 

Въ третьемь случаЪ сумма переефкающихся А№ и ВС будеть 
болфе суммы не пересфкающихся АВ и УС; т. в.: 

АМ-- ВС АВ-+ ХС; во АВ = АХ, сл\. 

ВС > №0, пли ВС-> ЕЕ. 

Теорема 4-я. эбратная 3-Й. Если дуь стороны одною треуг. 
равны двумь сторонамь друашю, а третьи стороны не равны, то 

противь большей стороны лежить и больший уюль. Пусть въ 
треуг. АВСи ШЕЕ (чер. 218) сторона АВ=ФДЕ, АС= РЕ. 
а ВС< ЕК; тогда уг. А не можеть быть равенъ уг. Д, потому 
что при этомъ по 2-й теор. и треуг. 4 ВС=треуг. ДЕЁЕ, а слфд. 
и сторона ВС должна быть равна сторон ЕР. Уг. А не можеть 
быть и больше уг. Г), потому что тогда по предыдущей теоремЪ 
и сторона ВС должна быть больше ЕР. Слёд. уг. Ах уг. О. 
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Теорема 5-я. Если двъ стороны и уюль, лежащий противь 
большей изь нить, в5 одномь треуь. равны соотвътственно двумь 
сторонамь и 1.4, лежащему противь большей изь нилъ, вь 

Чер. 218. 

Е 

А. со г 

друюмь,‚ то треуюдьники равны. Положимъ, что въ треугол. 
АВС и ПЕЕ(чер. 219) сторона АВ=ОШЕ, ВС —= ЕЕ и уг. А— 
—= уг. Р, притомъ ВС>АВ и сл. ЕЕ>ОЕ. Наложимъ треуг. 
ДЕЕ на треуг. АВС такъ, чтобы точка Г) упала въ -4 и сторо- 
рона )Е пошла по АВ; тогда и точка Е упадетъ въ точку В по 

Чер. 219. 

1:3 Е 

аа по < нажрВЕ-Е, но юг 
м к м С 

равенству этихъ сторонъ. По равенству угловъ А и Л), стороны 
РЕ пойдеть по сторон АС. Для доказательства теоремы намъ 
остается доказать, что точка Е при этомъ непремфнно упадетъ въ С. 

Дъйствительно, еслибъ мы допустили, что точка Е упала между 
Аи Свь точку М и что лишя ЕЕ заняла положене ВМ, то мы 
иуфли бы ВС—ВМ. между тьмъ какъ этого равенства быть не 
можеть, ибо ВСи ВМ суть наклонныя, находящияея въ различ- 

ныхъ разстояшяхъ отъ перпендикуляра, который можно опустить 
изь В на АС. Точно также точка Р не можеть упасть и на про- 
должени АС, напр. въ Н. Наконецщъ, точка С не можетъ упасть 
и по лдвую сторопу перпендикуляра ВК, напр. въ №; потому что 
тогда лия ЕР, занявши положеше ВМ, была бы къ перпендику- 
ляру ВК ближе, чфмъ лишя ВА, и потому ЕЕ должна бы быть 
меньше ВА, между тфмъ какъ по условю ЕЁ > ОЕ и са. 
ЕЕ > АВ. Тавимъ образомъ точка Е непремфнно упадеть въ С, 

прямая `ЕР совиЪстится съ ВС и слЪд. треуг. ДЕЕ=АВС. 
Мы взяли таке треугольники, въ которыхъ равные углы Ди А, 
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лежащие противъ большей изъ равныхъ сторонъ, суть острые; но. 
легко доказать теорему и въ томъ случаЪ, когда углы А и Д бу- 
дуть тупые или прямые. 

Когда двЪ стороны АВ и ВС (чер. 220 и 931) и уголъ А, ае- 
жашй противъ меньшей изъ нихъ, въ треуг. АВС |равны порознь 
двумъ сторонамъ ДЁЕи ЕЁ иуглу О, лежащему противъ меньшей же 
ЕЕ, въ другомъ треуг. ДЕР, то нельзя заключать о равенствЪ треуг., 
не имфя еще какого либо условя. Въ самомъ дл, слфлавъ нало- 

жене какъ въ предъидущей теорем, мы найдемъ, что сторона ЕЕ 
можетъ занять два положен!я: она пойдетъь или по ВС (чер. 220), 

Чер. 220. 

в Е 

А ср г 

и тогда треуг. ДЕЕ—треуг. АВС, или по ВС, (чер. 221), раз- 
стояше которой С.К отъ основашя периендикуляра ВК равно СК 

Чер. 221. 

Е 

А со к 
9 К 

и которая поэтому равна ВС и слЪд. равна ЕЁ; тогда треуг. ДЕР 

не будетъ равенъ треуг. АВС. 
Чер. 222. 

В Е 

А Ср Е 
Теорема 6. Два треуюльника равны, если три стороны одною, 

равны порознь тремь сторонамь друмло. Положимъ (чер. 222), 
что АВ—=ОЕ, ВС-ЕЕ и АС—=ОР; тогда уг. А не можетъ быть. 
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больше уг. О, потому что тогда по теоремЪ 3-й и сторона ВС должна 
быть> ЕР; уг. А не можеть быть и меньше уг. ДО, потому что тогда 
сторона ВС должна быть <ЕР. СлЪд. уг. А=уг. О, и треуголь- 
ники, какъ ямфющие по равному углу, заключенному между равны- 
ми сторонами, будуть равны между собою. 

Прияведемъ еще другое доказательство теоремы 6-Й. Приложимъ 

треуг. ДЕЕ (чер. 222) къ треуг. АВС тажъ, чтобы точка Л) упала 
вь А и сторона ОЕ пошла по АС; тогда и точка Е упадетъ въ С 
по равенству сторонъ АСи ОРГ. Положимъ, что третья вершина 
Е треуг. ДЕЕ упадетъ при этомъ (чер. 223) въ точку В, и треуг. 
ЛЕЕ приметь положене АВ, С. Соединивъ вершины Ви В, прямо 
ВВ,, мы иолучимъ два равнобедренныхь треуг. ВАВ, и ВСВ, по- 
тому что по условю ВА—АВ, н ВС-—СВ,; слфд. (теор. 1$ 137) 
уг. АВВ, —=уг. АВ, В иуг. В, ВС уг. СВ, В. Отсюда слдуетъ, что 
н уг. АВС, состояний изъ угловъ АВВ, и В, ВС, равепъ уг. АВ, С, 
‘состоящему изъ угловь АВ, Ви СВ, В, или, что тоже, уг. АВО— 
—уг. ДЕР. Если же эти углы равны, то и треуг. АВО=ОЕЕ. 

Чер. 223. Чер. 224. 

В 

в, 

139. Такимъ образомъ для какихъ угодно треугольниковъ мы 
имфехъ слЪдующия условя равенетва: 

Два треугольника равны, если они ниЪють: 1} по одной равной 
еторонЪ ин по два равныхъ угла; 2) по двЪ равныхъ стороны и по 
равному углу между ними; 3) по двЪ равныхъ стороны и по рав- 
ноху углу, противолежащехму болышей изъ нихъ; 4) по три равныхъ 
«тороны. 

Въ каждое изъ этихъ условй входитъ равенство трехъ частей 
треугольника, въ числЪ которыхъ находится по крайней мЪрБ одна 
‹торона. Легко видфть, что если веЪ углы одного треуг. равны по. 
рознь угламъ другаго, то нельзя заключить, что треуг. равны меж- 
ДУ с0бою; такъ въ треуг. АВС и ДЕЕ (чер. 224) уг. А = уг. О, 
уг. В=Е, С—=РЕ какъ углы съ параллельными сторонами, обращен- 
ные отверстиями въ одну сторону; между тфиъ треугольники, оче- 
видно, не равны между собою, и треуг. АВС болъе треуг. ДЕР. 
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140. По тремъ даннымъ частямъ треуг., заключающиися въ каж- 
домъ изъ услов! равенства, можно всегда построить треуг., если 
только эти части заданы такъ, что не противорфчать условямъ, вы- 
раженнымъ во всзхъ предъидущихъ теоремахъ, напр. если сумма 
двухъ данныхъ угловъ треугольника меньше 24. 

Такимъ образомъ всегда возможно построить треуг.: 1) по тремъ 
сторонамъ, если большая изъ этихъ сторонъ меньше суммы двухъ 
остальныхь и больше ихъ разностя; 2) по двумъ сторонамъ и углу 
между ними; 3) по сторон и двумъ угламъ, къ ней прилежащимъ, 
если сумма этихъ угловъ<24; 4) по сторонф и двумъ угламъ, изъ 

которыхъ одинъ прилежитъ, а другой противолежить данной сторонЪ, 
если сумма данныхъ угловъ<2а; 5) по двумъ сторонамъ и углу, про- 
тиволежащему большей нзъ нихъ. 

Ръшимъ эти задачи. 
1. Постронть треуг. во сторонамъ а, Ь, с (чер. 225)? Для этого 

Чер. 225. 

на произвольной прямой ГМ (чер. 225) отложпхъ часть АВ, рав- 
ную одной изъ данныхъ ирямыхъ, напр. с, п такимъ образомъ оп- 
редфлимъ двЪ вершины Аи В яскомаго треуг. 

Чтобы опредфлить третью вершину, описываемъ изъ точекъ В и А 
радтусами аи Ъ дуги; если ляши а, 6, с имфютъ таюмя величины, 
что с<а-Е® и с>а—№, то ($ 123—2) дуги пересфкутся, и мы по- 
лучихъ двЪ точки Си Си, которыя будуть находиться отъ Аи В 
въ разстоящяхь аи В. Соединивъь Си Си, въ Аи В, получимъ 
два треуг. АСВ и АСВ, стороны которыхъ будутъ равны дан- 
ныхЪ прамымъ а, В, с. 

Какъ эти два треуг., такъ и всф друме, построенные по тБмЪ же 
самыжь даннымъ на другихъ лишяхъ, будуть на основами теоремы 
6-й & 138-го равны между собою. Поэтому три стороны вполнъ 
втредъьляють треуюльникь. 

2. Построить треуг. по двумъ сторонамъ а и Ь (чер. 226) и углу 
т между ними? На сторонахъ угла т откладываемъ оть вершины 
часть АВ —=а, АС—Ь ин соединяемъ В съ С; треуг. АВС будетъ 
требуемый. 
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3. Построить треуг. по сторонЪ а (чер. 227) и двумъ угламъ т 
и я, прилежащимъ къ ней? Беремъ прямую А В—=а и при концахъ ея 
строимъ углы, равные т и »®; треуг. АВС будетъ искомый. 

4. Построить треуг. по сторон а (чер. 228), углу т, ей противо- 
Чер. 226. Чер. 227. лежащему, и углу ®, ко- 

с © торый прилежитъь къ 
ней? Для этого па пря- 

ъ й > мой АВ—а описыва- 
ыы п емъдугу А СВ.вмЪщаю- 

щую уголъ т (зад. 38 
А > В $ 130); потомъ при 

точкЪ А прямой АВ 
а, строимъ уголъ =; со- 
Ъ А единивъ точки Си В, 

о получимъ требуемый 
треугольникъ АСВ. 

5. Построить такой треуг., чтобы одна сторона его = прямой а 
Чер. 228. (чер. 229), другая=6; 

а уголъ, лежаний про- 

тивъ большей стороны 
а, былъ бы равенъ эп ? 
Для этого на произволь- 
ной прямой (чер. 229) 
строимъ уг. ВАС, рав- 

а НЫЙ 27; откладываемъ. 
на АС часть АД = 

т меньшей изъ данныхЪъ 
А де В в лишй, т. е. В; потомъ 

ие изъ Ш) ращусомъ = а 
описываемъ дугу; дуга эта непремЪнно пересЪчетъ АВ, ибо разстояше 
прямой АВ оть центра ДР меньше АД, а слЪд. и подавно меньше. 

Чер. 229. 

С 

ражуса ДЕ; соединивъ одну изъ точекъ пересфчешя, именно Е, 
съ точкою О, получимъ треуг. АЕД, удовлетворяющий требоващямъ. 
задачи. 
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Рьшимъ еще слЪдующую задачу. 
6. Построить треуг. по двумъ сторонамъ (чер. 230) а и Фи уг. 

‚т, лежащему противъ меньшей стороны 5? Отложивъ на прямой АС 
.(чер. 230) часть А)==большей лини а, опишемъ изъ Ш дугу ра- 

Чер. 280. 

Дусомь=Ь; эта дуга или пересфчеть АВ въ точкахъ Еи Е (чер. 

Чер. 231. Чер. 232. 

250), или коенется ея (чер. 231), или не будетъ имфть съ 4 В общихъ 
точекь (чер. 232). Въ первомъ случав, соединивъ Еи Е съ О, 
мы получимь два треуг. 17Еи АДЕ; оба они удовлетворяютъ тре- 
бовашимь задачи, ибо имфютъ стороны, равныя а и В. и уг. т, ле- 
жаний противъ меньшей стороны 6; елфд. задача имфеть два р5ше- 

ны. Во втором случаЪ (чер. 231) задача имфетъ только одно рЪ- 
неше, именно треуг. 408, прямоугольный при Е. Если окружность, 
ошиеанная изь О, не ветрфтить АВ (чер. 232), то задача невозможна. 

Два рБшеня получатся тогда, когда © больше перпендикуляра, опу- 
щеннаго изь О па АВ; одно рЬшевше, когда 6==этому периендику- 
лиру, велп же 0 меньше перпендикуляра. то задача невозможна. 

Изь рышены 2. 3, 4 и 5 задачи можно едфлать выводы, пододб- 

ные тому, какой мы сдфлали при р5шенши первой зад., а именно, 
что треугольникъ виолнЪ опредбляется: 2) стороной и двумя уг- 
лами; 3) двумя сторонами и угломь между ними; +4) двума сторо- 
нами и углояъ, противолежащимхь большей изъ нихъ. 

ЦИ. Прямоугольные треуг. веегда имбютъ по одной равной час- 
ти— прямому углу, и для такихъ треуг. доказанныя нами теоремы 
($ 139) о равенств® можно представить въ боле простой фориЪ, 
именно: 
Прямоуольные треуь. равны, если они имъють: 
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1) ло равной сторонъ и острому уълу (ва основани перваго 
условия равенства); 

2) по двъ равныхь стороны (ва основани втораго и третьяго 
услов). 

Такъ если углы А и Л) (чер. 233) прямые, то треуг. АВС —= 
Чер. 233. —)ЕР, когда1) АВ=ШРЕ, уголь В—= 

—=уг. Е или уг. ОС уг. Е; В Е 

2) ВС = ЕЕ. т. В=у. Е в 

уг. С = уг. Е; 

3) 4В—=ШЕ, 46—ОЕ; 
у а р 4) АВЕ, ВС=ЕЕ. 

142. Задачи иа вычислене. 1. Въ кавихь цфлыхъ числахъ мо- 
жеть выразиться величина одной стороны треуг., если дв® друг 
стороны его равны 7 и 5 дюйм.? 10 и 14 верш.? 31 и 52? 

2. Опредфлить величину сторовы равнобедр. треуг., если другя 

стороны его равны 9 и 4 дюйм.? 17 и 10 верш.? 19 и 7? 
3. Одна сторона треуг.—:1 футу, другая—1 дюйму; опредФлить 

третью сторону, зная, что она выражается цфлымтъ числомъ дюймовъ?° 
4. Рфшить предъид. зал. для чиселъ 20 и 124] и 1? 
5. Можетъ ли треуг. имфть стороны въ 10, 15 и 20 верш.? въ 

1, 2 и 3 дюйм.? въ 1 ф., 1 дюймъ, | лив.? 
6. Периметръ раввобедр. треуг.—28, 24 дюйм.; основан!е его=— 

3/3 одвой изъ прочихъ сторовъ; опредфлихь стороны? 
7. Периметръ трезг. АВС = 1,185 арш.; Я В—!/, арш.; раз- 

ность двухъ лругихъ сторонъ-—4 верш.; опредфлить эти стороны? 

8. Можетъ ли треуг. имфть углы въ 37°, 21’ и 50"? 75", 50° и 

25°? 80°, 10° м 90°? З/.4, 3/4 и 1, а? а,“ в —) 4 

9. Опредфлить треш уг. треуг., если одинъ из угловъ—/. 4, а 

хругой °/,4? если одинъ-—27° 8’ 35”, а другой—61° 42’ 43”: если 
одинъ—0,374, а другой 0,734? 

10. Одивъ уг. треуг. въ 1'/, раза больше другато, а другой вдвое 
больше третьяго; опредфлиль углы? 

11. Одинъ уг. треуг. меньше лругаго на 12° 12’, а другой больше 

третьяго на 5° 43’; опредФаить углы третг.? 
12. Одинъ изъ внфшиихъ угоовъ треуг.—134” 48’; а развость вву- 

треннихъ, съ вимъ не смежвыхъ, равна 28° 56’; озредфлить виу- 

тренне и внфшн!е углы треуг.’ . 
13. Какого вида будетъ треуг., если одинъ изъ впугр. угл его— 

сумм двухъ остальныхъ? больше этой сумиы? мевьше ед? 
14. Какого вида будетъ треуг., есан одинъ изь его ввутр. угл.= 

смежному съ нимъ внфшнему? больше его? меньше? 
15. Внутр. уг. треуг.=38° 27’; а ввфва!, ве смежвьй съ виыъ. 

равенъ 112° 36’. Опреджлить остальвые внутр. и вафлине угиз? 
16. Отношен!е острыхъ уг. прамоуг. треуг.=5; опредфлиль углы? 
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17. Опредфлить углы прямоуг. треуг., если одинъ изъ виз шнихы. 
угл. его—1,354? 143® 27’ 30"? 

18. Опредфлить уголь, образуемый прамыми лин!|ями, дАлащиим 
пополамъ острые углы прамоуг. треугольника? вифши!е туные углы 
прямоуг. треуг.? 

19. Въ треуг. АВС уг. А—368; какой уголь образуютъь прамыг 
лини, дБляшая попехамъ углы Ви (0? 

20. Двф прямыя, дЪляшля пополам углы Ви С треугольнака. 
АВС, пересфваются подъ угл. 114; опредфлить уг. 4? 

21. Перпендикуларъ, олущенный изъ вершины прамаго угла прамоуг. 
треуг. на гипотенузу, дфлитъ этотъ уголь на части, относящаяся. 
между собою какъ 3:05; опредфлить острые углы этого треуг.? 

22. Уг. при вершин равнобедр. треуг. —138° 37’; опредфлить. 
углы при основании? 

23. Уг. при основан!н равнобедр. треуг.—=57° 30’ 41”; опредф- 
лить уг. при вершин$? . 

24. Ваъший уг. при основав!и равнобедр. треуг.—101' 25’; опре- 
дДФлить внутр. углы треуг.? 

25. Опредфлить углы равнобедр. треуг., если уг. при осиован!ь 

вчетверо больше угла при вершивЪ? вдвое` меньше? если отношевие 
этихъ угловъ—8 ? 1/,? 

26. Опредфаить углы равнобедр. треуг., если сумма угловъ, при- 
зежащихь къ одной взъ равныхъ сторонъ, равна 114® 35'? 19/4 ? 
т 
= 4, тв т и? 

27. ОпредФлить уголъ, образуемый хин!ей, дфлящей пополамъ уг.. 
при вершин равнобедр. треуг., съ основанемъ этого треуг.? 

23. Отпошеме внфшиихъ угл. треуг.=1 : 11/, : 1,25; опредфлить 
внутр. углы? 

29. Опредфлить углы равнобедр. треуг., если уг. при вершин$- 

т 
больше угза при освован!и на 9° 36” 39”? на > 1? 

{2 

30. Въ треуг. сумма двухъ внфшнихъ угловъ-—ю°; опредфлить вну- 
тренн!:8, не смежный съ ними, уголъ? 

31. Опредфлить уг. А треуг. АВС, звая, что сумма вифшвихъ 
угловъ, смежныхь съ Ви С, больше В--С втрое? вчетверо? въ » 
разъ 2 

32. Въ треуг. АВС проведены всф высоты; уг. 4—86° 19’ 40”; 
а часть его, отефкаемая высотой и прилежащая къ прямой АВ, 

раьиа 29° 31 46”; опредфлить углы В,С и части ихъ, отсфкаемыя 
высотами? 

33 Рьивть предъид. зад., полагая А—=26° 25’ 24”, а часть его 
—$° 29” 45"? 

54. ОпредБлить внутр. уголъ треугольника, если сумма внфшнихь 
угловъ, пс смежныхь съ пимъ, больше его втрое? вчетверо? въ п разъ> 

$5. Вь троуг. ВС ут. А раздфленъ пополамъ прамою АЛ и 
изь ето вершины проледена высота АЕ; уг. ДАЕ8® 17’ 16”, 
уг. ВАС—46® 48’ 50”. Опредфлить углы В м С треугольника? 

36. Полагая въ предъид. зад. уг. ДАЕ20° 9’6” и больший 
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изъ прочихъ угловъ треуг. В—580 27’ 36”, опредфяить углы Аи С 
треугольника? 

143. Задачи на доказательство теоремъ. Доказать слёдующ!я 
теоремы: 1. Каждая сторона треуг. мевьше половины его периметра. 

2. Высота треуг. меньше полусуммы сторонъ, выходащихъ съ ней 

изъ общей вершины. 
3. Сумма высотъ треуг. меньше его периметра. 
4. Если въ двухъ равнобедр. треуг. углы при вершин$ равны, то 

равны и проче углы. Составить и доказать обратвую теорему? 
5. ВифшаЙ уг. при вершин равнобедр. треуг. вдвое больше 

внутр. угла при оспованши. Составить и доказать обратную теорему? 

6. Меньшай изъ угловъ треуг. непремфнно оетрый. 
7. Если въ двухъ треуг. АВСи А, В,С, уг. А=А,, а В--В, 

—180°, то С—=В,—А,, С—=ВЫ— А. 

8. Если въ треуг. АВС и А,В,С, уг. А-А,, В-В,—«а, 
то уг. С—а—(4,—В,), 0—Я9—(А— В). 

9. Если въ треуг. АВС и А, В, С, уг. АА, —90° и В--В,—= 
—90°, т СА. В,, С,.—=А-В. 

10. Могуть ли быть таке треуг. АВС и А,В,С,, чтобы въ 
нихъ одновременно А-|-А,—24 и В--В,=24, или также одновре- 

менно 4--А,—2а, В--В,—2а, С--С,—24? 
11. Если изъ конечной точки основан!я равнобедр. треуг. опус- 

тить перпендикуляръ на протяволежащую сторону, то уголъ этого пер- 
пендикуляра съ основанемъ вдвое меньше угла при вершин® равно- 

бедр. треуг. 
12. Прамая, параллельная основан!ю равнобедр. треуг., образуетъ 

съ сторонами его или съ ихъ продолжен!ями новый равпобедр. треуг., 

и отр$зки сторонъ, заключенные между параллелями, равны между 
собою. 

13. Прямая, параллельная основанию равнобедр. треуг. и про- 

ходящая черезъ его вершину, дфлитъ пополамъ вифшв уг. при 

вершин. 

14. Дв$ прямыя, дБляшля пополамъ внутренн!е или вяфшн!е углы 
при основан!и равнобедр. треуг., образуютъ съ основанемъ его но- 

вый равнобедр. треуг. 
15. Если одивъ изъ внутр. угловъ при основаши равнобедр. треуг. 

раздфлить прямой лин!ей понполамъ, продолжить эту прямую до пере- 

сфченя съ противолежащей стороной и изъ точки пересБченая про- 
вести прямую, параллельную основан1ю, то отрфзки сторонъ, приле- 
жаш!е къ основан1ю, п отрфзокъ параллели между сторонами будутъ 

равны межлу собою. 

16. Если соединить прямой лин!ей вершины двухъ равнобедр. 
треуг., им5ющахъ общее основан!е, то эта прямая будетъ перпенди- 

кулярна къ основан1ю и раздфлить пополамъ углы при вершинахъ. 
17. Если отъ вершины равнобедр. треуг. отложить на сторонахъ 

его равныя части и соединить полученныя такимъ образомъ точки 
прямою ливней, то эта прямая будетъ параллельна основан!ю. 

18. Если изъ точекъ 4 и В прямой АВ провести по одну сто- 
рону этой прямой двЪ, паразлельныя между собой, нпрамыя АГ и 
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ВМ; затфыъ, взявъ па АВ между А и В произвольную точку ©, 
отзожить па АГ часть А)—=АСи на ВМ часть ВЕ-ВС, то 
прамыя, соедивяющия точку С съ точкази Ви Е, будуть взаимно 
перпендикузарвы. 

19. Если въ равпобедр. треуг. уголь мря основан!и вдвое бевъте 
уг. при вершинЪ, то прямая, дфаящая уг. при основан пополамъ, 
дЪлитъ треуг. на два также равнобедр. треуг. 

20. Если въ равнобедр. треуг. АВС продолжить осповаше ВО 
за об его конечвыя точки, на продолжевнаяхъ отложить стороны 

треуг., такъ что ВО—ОСЕ-=АВ, и соедивить полученных таким 
образомъь точкн Л) и Е съ вершипой А треуг., то уг. ДАЕ б6у- 
деть доподнешемъ до 1800 углу прп основан!и треуг.? 

21. Если въ раввобедр. треуг. АВС, котораго основаше ВС, 
продолжить стороны АВ и АС за точки Ви С, отложить на про- 

дозжен!яхъ части В) н СЕ, равныя основан!ю ВС, точку Л) сое- 
динить съ С, а Е съ В, то уголъ между прямыми ВЕ и СД 6у- 
детъ равеяъ углу при основаши даннаго треуг. 

22. Если каждую сторопу раввосторонвяго треугольвика раздЪлить 
на три равныя части и соединить прямыми лин!ямн важдыя двф точки 

дфлен!я, ближайиая къ вершивамт треуг., то образуется равноето- 
роннШ и равноугольный шестиугольникъ. 

23. Если два угла равносторовнлго треуг. раздфлить прямыми ли- 
ями нополамъ, продолжить эти прамыя до пересъченя п изъ сре- 
динъ ихь возставить БЪ вимъ перпендикулары, то эти перпевдику- 
ляры раздфлятъ ва три равныя части сторону, заключепиую между 
раздфлевными углами. 

24. Если въ ирямоуг. треуг. изъ вершины прамаго уг. опустить 
перпендикузяръ на гишотенузу, то данный треуг. раздфлится на два 

треуг., равпоугольныхъ съ даннымъ п между собою? 
25. Если въ прямоуг. треуг. одинъ изъ острыхъ угловъ в\вое 

больше другаго, то гипотенуза вдвое больше меньшаго катета. Со- 

ставить и доказать обратвую теорему? 
26. Если на гииотенуз$ ВС треуг. АВС отложить отъ ея консч- 

выхъ точекъ, не продолжая ея, части ВО и СЕ, равныя призе- 
жащииъ катетамь АВи АС, и точки Ди Е соедивить съ А, то 

средияя часть прямаго угла (т. е. уг. ДАЕ) будетъ равна 455. 
27. Если продолжить гипотенузу за ея конечныя точки на длины, 

равный прилежащимъ катетамъ, и полученныя такимъ образом» точки 
соединить съ вершиной прямаго угла прамыми ливами, то уг. между 
этими линвями будетъ—=1 1/4. 

28. Если въ треуг. АВС раздфлить уг. В вополамъ прямой ВЕ 
и пзъ точки Е пересфчевя этой прямой съ противоположной стороной 

АС провести ЕГ || ВС до встрфчи съ АВ, то ЕД=ВО. 
29. Если въ треуг. АВС раздЪлнть пополамъ угзы В и С пря- 

мыми ВГ и СЕ и черезъ точку Р пересвченя этихъ ирямыхь про- 
вести ДЕЕ|| ВС до встрфчи съ АВи АС въ точкалъь О и Е, то 
ТЕ будетъ равпа суммЪ отрфзковъ ДВ и ЕС. 

30. Если въ треузг. АВС раздфаить попозамъ внутрен. уг. В м 

вифшв уг. при С прамыми ВЕ и СЕ и черезъ точку Е пересф- 

8 
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чен!я этихъ прямыхъ провести КД || ВС, то часть ДЕ этой парал- 
дели внутри треуг. АВС (илн между продозжешями сторонъ АВ н 
АС) буцеть равна разности частей сторонъ АВи АС, заключенпыхь 
между стороной ВС и параллелью къ ней РД. 

31. Если въ треуг. прямая, соедиивющая вершину угла съ среди- 
ною противодежащей стороны, равна половинВ этой сторояы, то этотъ 
уг. прямой. 

82. Если прамая, соедивлющая веёршлну треуг. съ срединой про- 

тиволежащей стороны, больше половины этой стороны, то уг. при 
вершнив острый. 

33. Евзи прямая, соединяющая вершину треуг. съ срединой осно- 
вап!я, меньше поховины основая!я, то уг. при вершин тупой. 

34. Составить теоремы, обратныя тремъ предъидущимт,, и докл- 

зать ихъ, не прибфгая къ способу приведев:а къ нелфпости. 
35. Если въ тре]. АВС, въ которомъ углы Ви С острые и 

АВ>АС, овустить изъ А перпеядикуларъ на ВС, то сторона ВС 
и уг. А раздфлятся на неравных части, изъ которыхь большя бу- 
хутъ прилежать къ сторонф АВ. 

36. Прямая, длящая пополамъ угодъ треуг., разсфкаетъ противо- 
лежащую сторону на части, мевышя придежащихъ сторояъ. 

37. Если ко всфмъ сторонамъ треуг. провести параллели, то 0% 
образуютъ треуг., равноугольный съ даннымъ. 

38. Прамыя, перцендикуларныя къ стороцамъ треуг., образують 
межу собой треуг., равиоугольный съ даннымъ. 

39. Если изъ всёхъ вершинъ треуг. провести три прямыя лини 
подъ однимъ и т%мъ же угломъ къ сторонамъ треуг., такь чтобы 
всф$ эти прямыя были вп треуг. или всф внутри его, то он обра- 

зуютъ треуг., равноугольный съ даннымь. 
40. Если на сторонахъ треуг. АВС взять три произвольныя точки 

С, Н, КЁ и провести изь нихъ прямыя, составляюция съ сторонами 
треуг. одинаке углы, то эти прямыя образуютъ треуг. ДЕР, равно- 
угольный съ даннымъ. 

41. Если продолжить двф стороны треуг. за ихъ общую вершипу, 
такъ чтобы продолжен!е каждой стороны было равно другой сторояЪ, 

то прямыя, соеднняющия копечныя точки этихъ продолжев!й съ вер- 
шинами треуг., будутъ параллельны между собою. 

42. Если черезъ средину Г) основаня ВС равнобедр. треуг. АВС 
провести прямую такъ, чтобы она пересфказла одну изь сторовь АС 
и продолжеве ВЕ другой сторовы АВ, то отрфзокъ ВЕ стороны 
внЪ треуг. больше отрфзка ЕС внутри треуг. 

43. Если въ равнобедр. треуг. раздфлить основан!е на три равныя 
части и точки дёлен!я соединить съ вершиною, то уг. при вершынв 

раздБлится на три части, изъ которыхъ крайв!я будутъ равны между 

собою, а средняя больше каждой изъ крайнихъ. 
44. Если ва сторонахъ равносторонняго треуг. отложить отъ вер- 

шинъ его равныя части и полузенныя такимъ образомъ точки сое- 
динить прамыми ливями, то. эти лини образуютъ новый равносто- 
ронн! треуг. 

45. Если внутрн равностор. треуг. построить равиостороный же 
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треуг. такъ, чтобы вершины втораго находилясь па сторошахъ пер- 
ваго, то эти вершины отрфжутъ оть сторошъ аврваго треуг. разаыа 
части. 

46. Если отъ вершинъ равноеторовваго треуг. ва сторомахъ его 
отложить третьи доли этихъ сторешъ и соедивичь волучениыя точки, 
то получится новый равностор. треуг., и стеровы его будуть пер- 
аендикулярны къ сторонамъ давнего треуг. 

47. Прямая, дфлящая уг. треутольнвка поноламъ, меньше нолу- 
<уммы сторовъ, заключающихь этотъ угол. 

48. Сумма прамыхъ лан, дфлящихъ пополамъ углы треуг., меньше 
периметра треуг. 

49. Прямая, соединяющая среднну стороны треуг. съ противоле- 
жащей вершивою, меньше полусуммы остальвыхъ двухъ сторонъ. 

50. Сумма ирямыхъ, соеднняющихъ средины всфхъ сторонъ треуг. 
<ъ противолежащнии вершинами, меньше периметра треуг. 

51. Если два треуг. равны, то иъ нихъ раввы между собой сл1%- 
дующа прямыя лив!и: 1) высоты, проведенныя изъ вершинъ равныхь 
угловъ; 2) лини, соединяющая вершины раввыхъ угловъ съ среди- 
намн противолежащихь сторонъ; 3) отрфзки хи, дфаящихъ попо- 
ламъ равные углы, отъ вершинъ угловъ до противолежащихъ сторовъ. 

52. Равнобедр. треугольники равны, если имфютъ соотвфтственно 
равные: |) основан!я и углы при основан или при вершнн%; 2) сто- 
роны и углы при основан!и или при вершин%; $) стороны и осно- 

ван!л; 4) высоты и углы при вершинахъ; 5) высоты и основания; 
6) высоты и стороны. 

53. Равнобедр. треуг. равны, если углы при вершинахъ и суммы 
или разности стороны н основан1я въ обояхъ соотьфтственно равны. 

54. Равнсбедр. треуг. равны, если ихъ периметры и углы при 
зершинахъ соотвфтствеяво равны. 

55. Два треуг. равны, если ови имфютъ по двф равныхъ стороны 
и по равному углу, лежащему противъ меньшей стороны, и если при- 
томъ углы, лежаше ипротивъ большихь равныхъ сторонъ, будутъ 

одного свойства (т. е. оба острые, оба прямые или оба тупые). 

56. Прямоугольные треуг. равны, если имфютъ по равнымъ: 1) ги- 

потенуз$ и сумы катетовъ; 2) гипотенузЪ и разности катетовъ. 
57. Прямоуг. треуг. равны, если гипотенузы и разности острыхъ 

угловъ въ обоихъ соотвфтствевно равны. 

58. Пряхоуг. треуг. равны, если имфють ио равному катету и 

если суммы или разности прочихъ сторонъ также равны. 
59. Прамоуг. треуг. равны, если имфютъ по равному катету и 

если разности острыхъ угловъ равны. 
60. Два остроуг. треуг. равны: 1) если они выфютъ по равпой высотЪ 

и отр$зки сторонъ, на которыя опущены эти высоты, также равны; 
2) если ови имфютъ по равной сторонф и если лини, соединаю- 

щя средины этихъ сторонъ съ вершинами протнволежащихъ углзовъ, 
и углы, заключенные между этими лин1ами н равными сторонами, равны; 

3) если они вм$ютъ по дв равныхъ стороны, и лини, соединяю- 

я средины эгихъ сторонъ съ вершинами противолежащихъ угдовъ, 
также равны; 

5* 
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4) если они имЪфютъ по равной высотВ, и есан углы, образуемые 
этими высотами съ прилежащими сторонами, соотв$тственно равны. 

61. ва треуг. равны, если сторона, прилежащ къ пей уголь и 

1) сумма или 2) разноеть двухьъ прочихъ сторонъ въ одвомъ треуг. 
соотвфтетвенво равны тфмъ же частямъ въ другомъ. 

62. Два треуг. раввы, если нифютъ по равной сторон%, противо- 
лежащему углу и 1) сумм или 2) разности двухъ прочихъ сторонъ. 

63. Перпендикуляры, возставленные ко всфмъ сторонаыъ треуг. 
изъ срединъ эгтихъ сторонъ, пересфкаются въ одной точкф. 

64. Точка перее$чен1я перпендикуляровъ, возставлевныхь къ сто- 

ронамъ треуг. изъ срединъ этихъ сторонъ, равно отетоить отъ 
вершияъ треуг. 

65. Линши, дфзящ]я пополамъ углы треуг., пересЪкаются втъ одной 
точк$. 

66. Точка перес$ченя прямыхъ лин, дфаящихь пополамъ вс 

углы треуг., находится въ равныхь разстоян1яхъ отъ сторонъ его. 

144. Задачи на построене. Примюч. Въ саЪдующихь задачахь 
будемъ обозначать черезт, а, $, с стороны треуг.; А, В, С противо- 

лежание имъ углы; Йа, #6, Йс— высоты, опущенныя на а, 6, с; 
«, 16, (с — прамыя, соединяющия вершины угловь А, В, С съ 

средивами противолежащихь сторонъ; №4, И, Те ‚—отрЪзки пря- 

мыхъ, дфлящихь углы А, В, С пополамъ, заключенные между вер- 
шинами угловъ и противолежащими сторонами; р — периметръ треуг. 

Въ прямоуг. треуг. „4 будеть означать прямой уг. и сл$д. а — 

глиотенузу. 
Въ раввобедр. треуг. а будетъь означать основан!е и сл5д. 4 

уголь при вершин$. 
Построить прамоуг. треуг. ло даннымъ: 
1. В, с? 2. а, В? 3. а, 6? 4. Ъ, С? 5. Ь, В? 
Построить равнобедр. треуг. по даннымъ: 

Та во ба в 
11. В, Йа? 12. №, В? 13. Йа, А? 

Построить равнобедр. прямоуг. треуг. по даннымъ: 

14. а? 15. 6? 16. Йа? 
17. 26? 18 «2? ть? 

Построить равносторонн!й треуг. по даннымъ: 
19. а? 204? 

21. Опредфлить геометр. м$ето вершишъ прямоугольныхъ треуг., 
имфющихь общую гипотенузу ? 

22. Опредфлить геометр. место вершинъ треуг., имфющихъ общее 
оеноване и уголь т при вершин$? 

Построить треуг. по даннымъ: 

23. 6, с, йа? 24. а, в, В? 95. 
26. №в, В, 0? 27. а, щ, В? 
28. а, йа п углу между Би Йа? 

29. а, Йа и углу между ви (а? 

30. а, 6, Йа? 31. а, Йа, [«? 32. а, №ь , 1? 

сл а, йь, Йс? 
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Построить прямоуг. треуг. по ханнымъ: 

33. Ви ВС? 34. аи ВС? 
35. аи 6-е? 36. ап с? 37. Би ас? 
38. В и ас? 39. 6-е и В? 40. 5БЬ-ся В? 

Построить равнобедр. треуг. по даннымъ: 
41. Ва и В? 42. В—а (пли а) и В? 

43. Построить треуг. по данныхмъ а, Би А-В? 
44. Построить треуг. по двумъ сторонамъ и линш, соединяющей 

средину одной изъ сторонъ съ вершиной противолежащаго угла? 
45. Построить треуг. по данпымъ р, В, С? 
46. Постропть равнобедр. треуг. по давнымъ р, В? 

47. Построить прямоуг. треуг. по данныхъ р, В? 
48. Построить равнобедр. прямоуг. треуг. по данному 7? 
49. Построить треуг. по давнымъ: 6, аси 4 или 6, са и 4? 
50. Раздфлить прямой уг. на трн равныя части? 
51. На окружности О даны точки А и В; найти на этой окруж - 

ности такую точку, чтобы 1) сумма или 2) разность разстояв!Й ея 

отъ данныхъ точекъ равнялась данной прямой 9? 

Построить треуг. по даннымъ: 

52. $, ВБ, а--с? 53. Ь, В, ас? 
54. Построить равностор. треуг. по данному периметру р? 
55. На сторон$ АС угла ВАС найти точку, которая находилась 

бы па равныхъ разстояняхъ отъ другой стороны АВ и отъ точки 
Л ву сторон АС? 

56. На прямой АВ найти такую точку, чтобы разность разстоя- 
в1Й ея оть точекь Си Ш, расположенныхь по 06% стороны АВ, 
была наибольшей ? 

57. Раздфлить пополамъ уголь между прямыми Ри №0, не 
продоляая ихъ до пересфчен!я? 

58. Построить треуг. но даннымъ [1, Иш и Йа? 
59. Построить равностороншй треуг. такъ, чтобы вершины его 

лежали па трехъ параллеляхъ Х, У, 7? 

60. Черезь данную точку А провести сфкущую АВС въ сторо- 
вамъ угла О такъ, чтобы она съ сторонами угла образовала треуг., 
котораго периметрь—р? 

61. Изь точки О провести прямую лишю такъ, чтобы опа пере- 
<Ъкла стороны угла А тр-ка ВАС и чтобы отрЪзокъ ея ММ внутри 
угла А равнялся суму отрфзковьъ ВЛ и СХ сгоронъ тр-ка, за- 
ключающихт уг. А? 

62. Черезъ давную точку А провести прямую ММ такъ, чтобы 
концы ея находились на двухъ давпыхъ окружностяхь О и О, и 
чтобы она въ точь А дБанлась пополамъ? 

63. Изъь вершинъ тргуг. АВС описать три, извяф касающяся 
между собой, окружности ? 

64. Черезъь точку А, лежашую взЪ окружности (О, провести къ 

окружности сфкущую тавъ, чтобы она въ точёЪ пересфчевая съ окруж- 

ностью длилась пополамъ 2 
65. Черезъ точку Л/, данную ва л!аметр5 АВ окружности О или 
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ва его продолжен!и, провести сфкушую такъ, чтобы отношеше дугъ, 

заключевныхъ между сфкущей и д1аметромъ, было равно 3? 

66. Описать окружность такъ, чтобы она касалась прямой ХУ 

въ т09кё А и пересфкала окружность С’ иодъ угл. и*.? 

67. Данъ уг. ХАУ и точка Р внутри его; въ этотъ угоаЪ вии- 

сать треуг. наименьшаго периметра. притомъ такъ, чтобы одна изъ 

вершинь его была въ Р (т. е. построить треуг. такъ, чтобы двЪ 

его вершины находились на сторонахъ угла ХАУ)? 
68. Внутри треуг. АВС найти точку, изъ которой стороны тр-ка 

были бы видны подъ однимъ п тфыъ же угломъ ? 

Многоугольники. 

145. Изъ каждой вершины мног. АВСЬЕЕ (чер. 234), напр. 
Чер. 234. изъ А, можно провести дагонали во всф про- 
А_В чя вершины кромф ея самой и двухъ смеж- 

ныхъ вернииъ; елЪД. изь каждой верииииь 
5 мноюуь. можно провести столько делоналей, 

Осколько въ мноюуь. сторонь безь трель. Такъ 
въ семиуг. можно провести изъ каждой вер- 

Е р Шины 4 даг., въ 10-кЪ семь и т. под. 

146. Д!агоналями, проведенными изь А (чер. 234), многоуг. 
АВСРЕЕ раздфлилен на тр-ки АВС, АС, АЛЕ, АЕЕГ, изъ 
которыхъ два крайне состоять каждый изъ пагонали и двухъ сто- 
ронъ многоуг.; каждый же изъ среднихъ иметь своими сторонами 
дВЪ д1агонали и одну сторону многоуг.; слЪд. ддаюнали, проведенныя 
из» каждой вершины мноюуь., дълять ею на столько треуь., 
сколько 5% мноюуь. сторонъ безь двуть. 

147. Такъ какъ сумма внутр. угловъ треуг. равна двумь пря- 
мымъ, то изъ предъид. $ слЬдуеть, что сумма внутреннихь у40въ 
мноюуь. — двумь прямымъ, унноженнымь на число сторонъ безь 

двухъ. Такъ сумма внутр. угловъ 6—ка равна 24. 4—8а. 
148. Продолжим всЪ стороны многоуг. (чер. 235) по одному на- 

Чер. 235. правлению; тогда получимъ внЪшве 
Я углы а, Б, с.... Каждый внЪшнИ уг. 
о — съ смежнымь ему внутреннимъ со- 

ставляеть въ сеумуЪ 24; саЪд. если 

въ многоуг. будеть я сторонъ, то 
сумма вефхъ угловъ его, внутрен- 

\, нихъ и виъшнихъ, ‘будеть-=24 и: сум- 
ма де однихь внутр. угл., какъ 
сейзасъ видфли, равна 24 (” — 2): 
саЪд. сумма внЪшнихЪ угловъ = 

* Угломъ между двумя пересфкающимися окружностями наз. уголь, состав- 
ленный касательными къ этимъ окружностямьъ, проведенными въ точкф пере- 
с$ченя окружностей. 
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—24п—24(п—2)-=24п—24ап + 44 =44. Итакъ сумма внышнихь 
14065 всяка:0 мноуе. равна 4 прямымь уламь; т.е. она есть ве 

личина постоянная, тогда какъ сумма внутр. угловъ зависить оть 
числа сторонъ многоуг. 

149. Мног—къ, у котораго всф стороны, а также и всЪ углы, 
равны между собою. наз. яравильным»; на чер. 236-мъ представлены 

Чер. 256. 

правильный 6—къ и 5—къ. Теоремы $ 147 и 143 даютъ возмож- 

ность опредълить величину каждаго изъ внутр. или вифшиихъ 

угл. правильнаго многоугольника; такъ напр. сумма инутрен. уг. 
6б—ка—24.4=-84; селЪд. внутр. уголъ прав. 6 — ка—=*/,4=—/,9= 
—120°. Внутр. уг. прав. 8—ка=!/,4=='/,4=135°; въ прав. 10—к% 

@(®— 
уг.—=1.64= 144°...; вообще въ прав. я—кЪ внутр. уголь). 

Съ увеличешемъ числа сторонъ внутр. уголъ правил. многоуг. уве- 
личиваетсл и приближается къ 24. 

з 4а Е 
Вифшний уг. правил. и— ка равенъ__; поэтому съ увеличетемъ 

числа сторонъ онъ уменьшается и приближается къ нулю; такъ внЪш- 
нй уг. прав. 3—ка—\/,4=120°; внъш. уг. прав. 6—ка—\/,9=/,@ 
—60°; въ прав. 10—кЪ онъ=36°; въ прав. 360—кф онъ=1° ит. д. 

Изъ многоугольниковъ заслуживають особаго внаманя четыре- 
угольники. 

150. Виды четыреугольниковъ. Изъ теоремы $ 147 сяфду- 
етъ, что сумма внутр. угловъ четыр—ка равна 44; поэтому въ рав- 
ноугольномт, четыреуг. всЪ углы будуть прямые, и такой четыреуг. 
(чер. 237) наз. прямоуюльникомь. 

Если мы дВЪ параллели АВ п СР (чер. 233) пересфчемъ двумя 
параллелями ЕРи СН. тоу насъ образуется четыреуг. М№РФ, въ 
которожъ противоположныя стороны параллельны; такой четыреуг. наз. 
зарчлаелокраммомь. Прямоугольникъ есть также паралледограммъ , ибо 
каждыя двф противоположныя стороны его, какъ перпендикуляры 
къ одной и той же прямой линш, параллельны между собою. 

151. Въ каждомъ параллелограмиЪ противолежапие углы равны 
между собою; такъ (чер. 239) уголь А=уг.С пуг. В=уг.О, какъ 
углы съ паралаельными сторонами, обращенные отверстиями въ проти- 
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воположныл стороны. Углы же, прилежаще къ одной изъ сто- 

ронъ параллелограмма, дополняють другъ друга до двухъ прямыхъ; 

Чер. 237. Чер. 238. 

такъ уг. А--уг. О=24, ибо это суть внутренне односторонне углы 
при параллеляхь АВи СО, пересЪченныхъ прямой АД. 

152. Противоположныя стороны параллелорамма равны меж- 
Чер. 239. Чер. 240. 

ГР | О | А р А р 

ду собою. Дуйствительно, проведя дагональ АС (чер. 240), по- 
лучимъ два треуг. АВС и АДС, которые имфютъ общую сторону 
АС и уг. т=т, какъ перекрестные пря параллеляхь АВ и СО; 
уг.»—и какъ перекрестные при параллеляхь ВСи АД; слЪд. 
ВС—=АФ, АВ—=СрО. 

Доказывал эту теореху, мы вуЪетЪ съ тфмъ доказали, что парал- 
леллозраммь дь.иопся д’алональю на два разныхь треуюльника. 

153. Доказанное сейчасъ свойство сторонъ параллелограмма вы- 
ражаютъ часто въ такой форуЪ: отръзки параллельныхь меж- 

Чер. 241. 

НЫ 7 м 
о 

Е 
ду пораллельными равны между собою; такъ (чер. 238) МРЕМО 
н МХ—РО, идо фигура М М№РО есть параллелограммъ. 

154. Если въ различныхъ точкахъ прямой АВ (чер. 241) воз- 
ставимъ къ ней перпендикуляры ЕР. КЁ, ММ.... до ветрьчи съ 
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прямой РС, которая параллельна АВ, то всф эти перпендикулары 
будуть параллельны между собою и слфд. по предъия. теор. раз 
ны между собою; эти перпендикуляры наз. разстояшями между па- 
раллельными линиями; поэтому 4дъ параллели на всемъ своемь 
протяжензи находятся друзь оть друшщ въ одинакомь разстоянзы. 

155. Если мы на сторонахъ уг. ВС (чер. 242) отложнмъ ча- 
<сти СВ и СО, равныя между собой, и изъ В и Д проведемъ пря- 
мыя, соотвфтственно параллельныя сторонамъ угла, то эти прямыя 
пересЪкутся съ сторонами угла и тогда образуется параллелограммъ 
АВС, въ которомъ Чер. 242. 
всЪ стороны равны меж- ; 

ДУ собою; такой парал- / 
лелогр. наз. ромбомь. { 

Прямоугольникъ (чер. + 
243), въ которомъ всЪ 
стороны равны; иначе го- / 
воря, ромбъ съ прямыми д. р 

углами, наз. хзадратомь. Квадратъ есть правильный четыреуг., ибо 
въ немъ вс стороны и всЪ углы равны между собою. 

156. Одна изъ стороць параллелограмма (какая угодно) принимает- 
ся за основаме; а перпендикуяяръ, опущенный на основаше изъ 
какой нибудь точки противоположной стороны, будетъ высотой пара- 
ллелограмма. Такъ если въ параллелогр. АВСД (чер. 244) примемъ 

с Чер. 243. 

за основаше АВ, то высота будеть ММ. Чер. 244. 
Въ прямоугольникЪ высотой будетъ С м р 

сторона, смежная съ той, которая при- ра о 
нимается за основаше. А 

Въ квадратЪ основаше и высота равны м - 
между собою. 

157. Мы видфли, что въ параллелограммЪ противоположныя сто- 
роны равны. Теорема эта допускаетъь двЪ обратныхъ. 

1. Четыреуюльникь, вв которомь противоположныя стороны 

равны, есть параллелозраммг. Пусть (чер. 245) въ 4$ АВС, 

сторона ВС=АД и АВ= СФ. Про- Чер. 245. 
ведя дагональ ВО, получимъ тре- В- у 

угольн. АВО—ВОС, ибо у нихъ 
ВО общая, а проия стороны рав 
ны по условию; саЪд. уг. т=т и 

потому ВС || АД; уг. п==п п СЬ| 
АВ; стало быть четыреуг. АВСО А. 
есть параллелограхмъ. 

Теорему эту можно выразить еще такъ: равныя прямыя, заклю- 
ченныя между равными же, параллельны между собою. 
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2. Четыреузольникь, в которомь двъь стороны равны и параллель- 
мм, есть параллелотраммь. Пусть (чер. 246) въ четыреуг. АВС 

Чер. 246. сторона ВС равна сторовЪ АД и па- 
В с раллельна ей; проведя даг. ВД, по- 

лучимъ треуг. АВО=ВОС, ибо у 
нихъ сторона ВЛ общая, ВС=дАШ 
по условию; уг. ж=т по параллель- 

[= \ ности ВС и АД; сл5д. уг. я—п по- 
А О этому АВ || СР и АВСРО есть па- 

раллелограммъ. 
Теорему эту выражаютъ еще такъ: прямыя, соединяющая концы 

9двухь равныхь и параллельныхь лиши, притомь не пересъкаю- 

чиияся между собой, сами равны и параллельны. 

Разсмотримъ свойства д1агоналей въ различныхъ видахъ паралле- 
чограммовъ. 

Чер. 247. в 
в 158. Дзалонали параллелозрамма 

дълять дру друа пополамь. ДЪИ- 
ствительно (чер. 247), треуг. А ОВ= 
РОС, потому что АВ—= СФ, уг. 
т—т и уг. я=п; сл. ВО=ор 

[т си А0—=0С. 

Чер. 248. 159. Д‘алюнали прямоуюльника равны между 

с О собою. Въ самомъ ДЪлЪ (чер. 248), треуг. АВС 
—АВО, потому что АВ общая, АС— ВЛ и углы 
Ая В прямые; слфд. СВ=ОА. 

160. Дзаюнали ромба взаимно перпендикуляр- 

ны м дълять уфлы ромба пополамь. Треуг. АОВ 
—ВОС (чер. 249), потому что ВО общая, АВ= 

ВС какъ стороны ромба_ 4 0—0ОС пло свойству 

А В 

д1агоналей всякаго параллелограмма; слЪд. уг. 

т=—т, уг. пп; но углы я ии смежные, слЪд. 

они прямые; поэтому ВО + АС. 

Чер. 249, 161. Такъ какъ квадратъь есть 
В С вмЪетЪ съ тёмъ ромбъ и прямоуголь- 

никъ, то дагонали квадрата 1) Д- 

\ лять другъ друга пополахъ, 2) 
взаимно перпендикулярны, 3) равны 
между собою и 4) дЪлять углы ква- 
прата пополамъ. 

о ыы 162. Весь теоремы о свойствахъ 
дагоналей параллелограммовъ им%- 

ють себЪ обратныя; напр. четыреугольникъ, въ которомъ д1агонали 
АБлятся пополамъ, есть параллелограммъ; или четыреугольникъ, въ 
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которомъ дагонали длятся пополамъ и.перпендикулярны шежду со- 
бою, есть ромбъ, и т. под. ВеЪ эти обратныя теоремы дегко дока- 
зать. пользуясь условями равенства треугольнаковъ. 

163. Два параллелозрамма равны между собою, еслм оны имъють 

70 двъ равныя стороны и по равному уму между ними. Пусть 
напр. (чер. 250) АВ=А,В,, АР=А,О, иуг. 4А=4,; тогда 
и Ср = СШ, Чер. 250. 

ВОВЕ. и В с в С. 
В=В., 0С=С,, 

О=рЛ,; поэтому, 
если мы наложимъ 
параллел. АВСОА РА, р, 
на 4,8,С,.0),. такъ чтобы точка А упала въ А, и сторона АД 
пошла по 4,0),, то очевидно, Г) упадеть въ Д,, В въ В,, С 
въ (:; слЪД. веф стороны и углы пар-ма АВСГ совмфетятся съ 
сторонами и углами 2,В,С.0)., а потому и самые параллелограм- 
мы будуть равпы между собою. 

Слъдствтя. 1) Прямоугольники равны, если они пнфють по двЪ 
смежныя стороны соотвфтственно равныя; иначе говоря— прямоуголь- 
ники съ равными основанями и высотами равны между собою. 

2) Ромбы равны, если имЪють по равной сторонф и углу. 
3) Квадраты равны, если сторона одного равна сторонф другаго. 
4) Параллелограммъ опредЪляется двумя сторонами и угломъ между 

ними; поэтому, если при ршении задачи: на построеше паразлелогр. им $ 
ются тамя данныя, по которымъ можно опредфлить дв стороны его и 
уголъ между ними, то можно построить пар—мъ, и притомъ только 
одинъ. Напр. пар—мъ можно построить по сторонф и двумъ д!аго- 
налямъ; ромбъ можно построить по двумъ Магоналямъ; прямоуголь- 
никъ по д1агонали и углу между длагоналями пли углу длагонали съ 
«тороной; квадрать—по длагонали и т. п. 

Чер. 251. 
161. КромБ параллелограмма за- Е с 

мЪчателенъ еще впдъ четыреуг., ко- 
торый получииъ, еели двЪ параллели 
АВ и СШ (чер. 251) пересЪче- 
ны двумя непараллельными между 
‘обой прямыми ЕЁ и СН; такой 
4-къ ММРО наз. трапешей. Па- 
раллельныя стороны трапеци МУи 
РО наз. ея оснозанями; а разето- С 

лше между нихп, пначе говоря — 
перпендикуляръ, проведенный изъ ка- 
кой нибудь точки одного основаня 
до ветрфчи съ другимъ, наз. высо- Е Ан 
ззою. Трапешя КЕММ (чер. 252), въ которой непараллельный сто 
роны равны между собою, наз. рлевнобедренной. 
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165. Если чрезь средину одной изъ непараллельныть сторонь тра- 

пеши проведемь прямую линтю, параллельную основамямь трате- 

пи, то и друая непараллельная сторона раздълится пополам, 
«а проведенная линя (она наз. средней лимей) будетьъ равна тол- 

сумм основан. Пусть (чер. 253) АМ=МС и ММ|| СО; дока- 
Чер. 252. 

г 
к Чер. 253. 

м 

М 

жемъ, что ВМ=МХШ и МУ=ч,(АВ--СР). Проведемь изъ № 
прямую, параллельную АС, до встрьчи съ СД п продолженемъ АВ: 
въ треуг. В№МС и ОМН стороны №С и МН равны между собою, 
потому что УС—=МА и №МН=МС какъ отрфзки параллельныхъ 
между параллельными, а МА—МС по условшю. №ромЪ того, углы 
при № равиы какъ вертикальные, уг. @—уг.Н какъ перекрестные; 
слЪд. треуг. ВМС=ОМН и потому ВМ=МШ. 

Прямая МУ—=АС—=АВ+ВС п 
МХ—<СН=СО—ОН. 

Сложивъ эти два равенства, получимъ 
2 ММ=АВ-- СР (такъ какъ Вс=рНпо равенству треуг. ВМС 
п ОМН); поэтому МХ='/, (АВС). 

Обратно—ярямая, соединяющая средины непаралаельныхь сто- 
роньъ трапещи, параллельна ея основанямь. Пусть (чер. 254), 

Еи Е будуть средины сторонъ АВ ров 
ирС; докажемъ, что ЕЁ || АД || ВС. ЕЕ 
Допустивъ, что ЕЁ не || АД и ВС, 

мы черезь Е могли бы провести ЕМ 
НАДО || ВС; эта прямая ЕМ раздь- 
лила бы СО въ М пополамъ; такияъ 
образохъ мы пришли бы къ нелЪпому А 
заключешю, что прямая СО пифеть двЪ средины Еп М. 

Д'агональ (чер. 255) дБлитъ трапещю на Чер. 255. 
два неравныхъ треуг.; для построен!я каж- В 
даго треуг. надо имфть 3 данныхъ; но 
какъ въ этихъ треуг. сторона АС общая 
и уг. т—т, то два изъ данныхъ, необхо- 
димыхъ для построешя одного изъ треуг., 

Е 
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могутъ быть опредфлены изъ другаге треуг; поэтому дяя построения 
трапещи нужно имфть четыре данныхъ. 

166. Задачи на вычислен!е. 1. Сколько всего д1агоналей иожно 
провести въ 5-угольник$? въ 7-угол.? 15-угол.? 96-угол.? п-угольникф? 

2. Сколько сторонъ въ многоугольникф, полное число д!агоналей 
котораго—? 54? 4850? 464? 

3. Чему равна сумма внутрен. угловъ 6-ка? 9-ка? 24-ка? 48-ка? 
100-ка ? 

4. Сколько сторовъ имфеть многоуг., сумма угловъ котораго—яина ? 
164? 124? 324? 764? 2364? 

5. ОпредЪлить внутр. и внфшв! уг. правил. 12-угол.? правизх. 
15-ка? 36-ка? 

6. Сколько сторонъ имфетъ прав. многоуг., внутренвй уг. кото- 

раго — 108%? 135%? 165°? 175%? 176° 242 а°? ®,@? 1,64? = а? 
7. Въ какомъ правил. многоуг. внфшей уг.—40°? 22'1/,? 1202 

197 607 4? /.4? */,а? с? 

8. Опредфлить число сторояъ многоуР., въ которомъ сумма вну- 
треннихъ угловъ вмфст$ съ однимъ изъ внфшнихъ равна 111/,4? 253/.4? 
870° 35’? 

9. Оиредфлить число сторонъ мног-ка, если сунна внутр. углов 
его больше одного изъ внфшнихъ на 283/.4? на 343 Га ва 951915'? 

10. Опредфлить уг. Д четыр-ка АВСО, если АЗ а, В=/.а, 
С 4—0 12° 36°, 85619. 29", 0—63° ‘25’ 21"? 

11. Въ 4-к5 АВСШ лмагональ АС дфаить углы А и С такъ, 
что уг. ВАС='/,4, РАС „а, ВСА ‚а. дСА—У ва; опре- 
дЪФлить углы 4-ка? 

12. Одияъ уг. трапеши =131° 47” 49”, а другой = 128% 9’ 11”; 
опредф$лить остальные углы? 

13. Опредфлить углы параллелограмма, есзи одинъ изъ вихъ-=-5 (2 

76° 15’ 42”? 
14. Разность двухъ угловъ паразаелогр. = 31° 25’; опредЪлить 

углы его? 

15. Оцредфлить углы ромба, если д1аговпаль его образуетъ еъ, сто- 

роной уг. въ 26° 27’ 30"? 
16. Сторона ромба образуеть съ д1агоналями углы, разность кото- 

рыхъ—3,,4; опредфлить углы ромба? 
17. Перимегръ параллелограяма — 312 дюйм., а разность между 

двухя сторонами его=-95 дюйм.; опредфлить стороны? 

18. Периметрт трапец!и—=20 ф.; вепараллельныя стороны равны 4 

и 3 ф.; опредфлить длину средней лин! ? 
19. Въ 4-«& АВСШ уг. А-?2В, В = 1,С, С=*/); опре- 

дфанть углы 4-ка? 
20. Кэкого вида будетъ 4-къ АВСШ, если А— 80°, В—100°, 

0(—1755? А—12°, В—108%, )—108°? А—32°, В—148%, С—32°? 
21. Какого вида будеть 4-къ АВСШ, есзи А-В=С--О? 

а--В=С-Ь ин А=0? А В=С-О ин А=Ь? 
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22. Опредфлать сторону квадрата, периметръ котораго—периметру 

прямоугольника, имфющаго освоваше 32 ф., а высоту 28 ф.? 
167. Задачи на доказательство теорежъ. Доказать теоремы: 
1. Въ параллелограмм$ та д1агональ больше, которая дежитъ про- 

тявъ тупаго угла. 
2. Каждая прямая, проходящая черезъ точку пересфченя д!агона- 

лей параллелограмма и ограниченная точками пересфчен1я ея съ сто- 
ронами пафаллелограмма, дБлится точкой пересфчен!я д1агоналей по- 

поламъ и сама дфлитъ пополамъ периметръ парал-ма. 
3. Точка пересЪченя д!агоналей ромба одинаково отстоитъ отт, 

‹<торонъ его. 
4. Точки, дфлящия пополамъ стороны параллелограмма, образують 

вершины воваго параллелограмма. 
5. Точки, дфлапая пополамъ стороны прямоугольника, образують 

вершины ромба. 
6. Точки, дфляшия пополамъ стороны ромба, образуютъ вершины 

прамоугольника . 

7. Если въ квадрат АВСО отложить отъ вершинъ А, В, С, 
Л соотвфтетвенно на сторонахь АВ, ВС, СШ и ПА четыре рав- 
ныхъ отрфзка, то полученныя точки образуютъ вершины новаго 
ьвадрата. 

8. Если раздфдить поиоламъ всБ внутренн!е или внфшн!е углы па- 

раллелограмма, то эти линй! образують прамоугольникъ. 
9. Два параллелограмма равны, если имфютъ соотвфтственно рав- 

ными: 1) двБ стороны и дтагопаль, 2) сторону и дв дагонали, 
3) сторону, уголъ и дагональ, 4) длагонали и уголъ между ними. 

10. Въ равнобедренной трапеции! углы при каждомъ основан!и рав - 

ны между собою. Составить и доказать обратныя теоремы? 
11. Въ раввобедр. трапеции д1агонали равны, и отр$фзки ихъ, при- 

лежащие къ каждому основан!ю, тоже равны. 

12. ДвЪ трапеши равны, если имфютъ соотвфтствепно равными: 

1) пепараллельную сторопу, параллельную сторону и два угла, при- 
лежащихь кт этой иослфдней; 2) об параллельныя стороны, одну 

непаралзельную и уголъ,. прилежащй къ этой послфдней; 3) параз- 

лельную сторону, 06% непараллельныя стороны и уголъ, прилежащи 

къ меньшей изъ нихъ; 4) всф четыре стороны. 

15. Сумма д1агоналей 4-ка меньше суммы разстоян!Й каждой, вну- 

трепней или внфшней, точки отъ всфхъ вершинъ его. 

14. Два 4-ка равны, если имфютъь соотвфтственно равпыми: 1) три 

стороны и углы между равными сторонами, 2) всЪ стороны и по 
углу, одинаково расчоложенному; 3) вс стороны и по дагонали, 

одинаково расположенной; 4) по три угла и по дв$ смежныхъ стороны. 

15. Два п—угольника равны, если имфютъ равными: 1) 9—2 слЪ- 

дующихь другъ за другомъ сторонъ и ® — 1 угловъ, къ пимъ иризле- 
жащихъ; 2) п—2 другъ за другомъ слфдующихъ угловъ и #—] къ 

ннмъ прилежащихъ и одинаково расположенвыхъ сторонъ. 
16. Если черезъ какую нибудь точку одной еторовы треуг. про- 

вести прямыя лини, параллельныя двумъ другимъ сторонамъ его, то 
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сумма периметровъ отсфченныхь такимъ образомъ двухъ треуг. бу- 
детъ равна периметру даннаго треуг.? 

17. Если черезъ средину Г) одной стороны АВ тр-ка АВС про- 
вести ДЕ|| другой сторонф ВС, то ДЕ разсфчеть пополамь АС и 
будетъ равна !/, ВС. 

18. Прямая, соединающая средины двухъ сторонъ треуг., парал- 

лельна третьей сторонф и равна половин$ ея. 
19. Три высоты треуг. перес$каются въ одной точк%. 
20. Прямыя, соединяющия вершины треуг. съ срецннами противо- 

лежащихъ сторонъ, пересфкаются въ одной точк$, отсфкающей оть 
важдой изъ нихь треть длины ея (начиная отъ соотвфтствующей 
<тороны). 

21. Изь всфхъ треуг. съ угломъ А при вершин, заключеннымъ 

между сторонами, сумма которыхъ постоянна, равнобедренный треуг. 
имфетъ периметръ наименьший. 

168. Задачи на построене. 1. Найти геометрическое мФето то- 
чекъ, находящихся отъ прямой АВ въ разстолни а? 

2. Черезь точку М провести сфкущую къ двумъ параллелямь 4 В 
и СШ такъ, чтобы часть ея, заключенная между ними, равналась 
прямой а? 

Построить прямоугольникъ по даннымъ: 
3. сторонамъ аи 6? 4. сторон а и уг. т между дмагоналями? 
5. дмагонали е и углу т между дагоналями? 6. периметру р и 
длагонали ©? 

Построить квадратъ по даннымъ: 
7. сторонф а? 8. дагонали е? 9. сумм дтаг. е и стор. а? 

10. разности д!аг, е и стор. а? 
Построить ромбъ по даннымъ: 

11. стор. а и уг. т? 12. дагоналямъ е и [? 13. стор. @ 
11 разности угловъ А—В? 14. высот В и уг 4? 15. вы- 
<01$ Ри маг. 6? 16. стор. а и сумы даг. е-{? 

Построить паразлелограммъ по даннымъ: 
17. сторонамь аифбиуг. А между ними? 
18. стор. аифи высотв 1, опущенной на 5? 
19. стор. а и магоналямъь еи [? 
20. маг. сиЁи \тду т между ними? 
21. стор. В, высоть №,, опущенной на сторону а, ивысот% №,, опу- 

щенной на Б? 
22. периметру р, меньшей д1агонали {и углу А, противолежа- 

шему ей? 
23. перих. р, матонали е и уг. А, изъ вершины котораго идетъ 

Дагон. е? 
Построить трапецю по даннымъ: 
24. основаншю 4, непараллельной сторон$ с, утламь А и 0 при 

основан!и 2 
25. основавямъ В иа, уг. ВнС, прилежащимъ въ 6, полагая 6 > а? 
26. сторонамъ а, В, с, @, гда 6 ||4 и 6>а? 
271. Построить четыреугольникъ ио даннымъ : 
1) сторонамъ а, 6, с, 4 и дматон. е? 
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2) сторонамъ а, $, с, 4 и уг. А между аи? 
28. Построить многоугольникъ, равный данному ? 

29. Черезъ точку О внутри угла А провести прамую между сто- 
ронами угла такъ, чтобы она въ этой точк® дфлилась пополамъ? 

30. На продолжен:яхъ сторонъ АВ и АС треуг. АВС отложить 
два отрЪзка, сумма которыхъ равнялась бы третьей сторон ВС, 
притомъ чтобы прямая, соединяющая полученныя точки, имфла нац- 
меньшую длину? 

31. Найти геометр. мЪсто конечныхъ точекъ прямыхъ, имфющиху\, 
дливуа и составляющихъ съ данной прямой А В уголъ— данному уг. т? 

32. Найти геометр. мЪфсто такихъ точекъ, чтобы сумма разстоявй 
каждой изъ нихъ отъ двухъ давныхъ, параллельныхь между собою, 
прямыхь АВ и СДО равнялась прямой а? 

33. Ръшить предъид. зад., полагая, что АВ не || СО? 
34. Найти геометр. мфсто точекъ такого свойства, чтобы разность 

разстоян!й каждой изъ нихъ отъ двухъ данныхъ, паразлельныхь между 
собою, прямнхъ АВ и СО, которыхъ разстояне—и, была равна а? 

35. Рьшить предъид. зад., полагая, что АВ не|| СО? 
Построить треугольникъ по даннымъ: 
36. прямымъ, соединяющимъ средины сторонъ съ вершинами про-. 

тиводежащихь угловъ ? 
37. основан!ю а, углу при вершин$ А и высот$ й? 
38. периметру р, высотЪ Й и углу В при `освованш? 
39. На билмардЪ, имфющемъ видъ прямоугольника АВСО, нахо- 

дятся шары М и № по какому направленю падо ударить шаръ 
М, чтобы онъ, отразившись отъ всЪхъ бортовъ билиарда, попалъ въ №? 

40. Какой путь долженъ сдЪлать шаръ М (см. предъид. зад.), чтобы, 
отразившись отъ всфхъ бортовъ биляарда, пройти черезъ первоначальное 

свое мъсто ? 
41. Въ данный квадратъ АВС вписать другой данвый квад- 

ратъ М№МРО? 
42. Черезъ точку пересфченйя двухъ окружностей Ои О, провести 

общую сЪкущую такъ, чтобы отрфзокъ ея межлу окружвостями—а? 
43. Около треуг. ММР описать треуг. АВС? 
44. Около треуг. АВС описать равнсстороны!Й треуг. наиболь- 

шаго периметра ? 
45. Между двумя окружностями О и 0, провести прамую, парал- 

лельную прямой АВ и имфющую длину а? 

46. На окружности даны точки А и В); провести черезъ вихъ двЪ 

хорды такъ, чтобы овф были параллельны между собою и чтобы 

сума ихъ—а? 
47. БКъ двумъ окружностямъ Ои О, провести двф равных каса- 

тельныя, такъ чтобы онф составляли между собой уг. п? 

48. Найти геометр. м$сто центровъ окружностей рад1уса 7, каса- 

тельныхъ въ прямой АВ? 
49. Описать рад1усомъ 7 окружность, которая касалась бы прямой 

АВ, такъ чтобы центръ ея находился на прамой ММ? на окруж- 
ности С? 

50. Къ двумъ окружностямь Ои О), которыхъ рамусы г и 7,» 
провести общую касательную ? 
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51. Провести прямую, касательную къ окружвости (и перес$- 
кающую окружность О, такъ, чтобы часть этой прямой внутри окруж- 
пости О, равнялась данной прямой а? 

52. Провести сЪкущую къ двумъ окружностямъь Ои О, такъ, чтобы 
часть ея внутри О равнялась &, а внутри О, равназась 6? 

ГЛАВА \1. 

Пропорщональныя лини и подоб1е фигуръ. 

169. Четыре прямыя лини наз. юропорщональными, если от- 
ношене двухъ изъ нихъ равно отношеню двухъ другихъ. Если 
напр. иифемъ лини АВ, СФ, ЕЕ, СН, и если АВво столько разъ 
больше или меньше СД, во сколько ЕЁ больше или меньше СН, 

тб изъ этих. 1 опорщю а. При этомъ © изъ этихъ лин! можно составить пропорщю =. р 

одна изъ лин наз. четвертой яропоритональной къ тремъ 0с- 
тальнымъ; такъ СШ) есть 4-я пропорщюнальная къ АВ, ЕРи СН. 

: ь АВ__ С) 
Три лиши могуть также составить цропорщю, напр. ср-@н 

Ср __ 

"АВ с 
ональной между АВ и СН; а каждая изъ этихъ послЪднихъ ли. 
Шй будеть третьей пропоршональной къ двумъ остальнымъ. 

Если прямыя АВи СД соизмЪримы, то ЕРи СН также сопзиЪри- 
мы, п тогда, принимая общую м5ру ихъ за единицу, можно всЪ 

четыре ирямыя выразить чпелами-—и величину четвертой пропорщю- 
нальной пли третьей пропорщональной можно опредфлить совершен- 

но точно. Что касается до средней пропорщональной, то она не 
всегда можетъ быть опредфлена вполнЪ точно; дЪйствительно, если 
длины двухъ лин означимъ черезъь а и ®, а длину средней про- 

ил ; ВЪ этомъ случа лишя СШ наз. средней пропори- 

х . а т р 

порщюнальной черезъ х, то изъ пропорции к найдемъ 22—44. 

или 7—4, цричемъ а можетъ не быть полнымъ квадратомъ, и тогда 
д будетъь число иррашональное пли несопзмфримое съ единицей. Если 
же лини АВи СД не соизмфримы, то отношене яхъ можно найти. 
какъ мы знаемъ. только приближенно; поэтому и для четвертой или 
третьей пропорщональной можеть быть найдено число, не точно се 
выражающее. Но во вефхъ случалхъ хожно, вакъ мы это увидимъ 
дальше, построить точно, т. е. посредствомь циркуля п лимейки. 
четвертую, третью и среднюю пропоритюнальную. 

140. Чтобы показать, что несоизиуфримыя ливни дфйствигельно 
существуютъ, будемъ искать обшую м$ру между длагональю кгадрата 

9 
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п стороной его. Сторона квадрата меньше д!агонали его; поэтому ВС 

(черт. 256) можеть отложиться но ВД отъ точки В одинъ разу; 

Чер. 256. при этомъ получится остатокъ ЕД, кото- 

Л рый будеть меньше ВС. Дъйствительно, 

ВС-- СО > ВШ или 2ВС > ВО, сад. 
ВС > 1, ВБ; поэтому ВС ве можеть 
уложиться въ ВШ два раза или болфе. 
Теперь, чтобы отложить остатокъ ЕД на 
ВС или, что тоже, на ШОС, проведемъ 
ЕЕ + ВЛ; тогда треуг. ВЕЕ и ВСЕ 
равны, ибо имфютъ общую гипотенузу ВЕ 

и ВЕ-ВО; слфд. и ЕЕ СЕ. Но ЕЕ= 
с =ЕД, такъ какъ треуг. ЕДЕ равнобедр., 

ибо въ немъ уг. ШО — 45%; поэтому 
ЕШ=СЕ. Итакъ мы отложили ЕД на СШ одинъ разъ оть точки 
С до ЕР; затфмъ оть Е до Ш) она отложится еще одинъ разъ (ибо 
ЕД<ЕЛ) съ остаткомь ОФа< ЕО, потому что въ равнобедр. треуг. 
ДЕЕ сторона ДЕ>'.ЕП. Отсюда заключаемъ, что развость ме- 
жду дагональю и стороной квадрата укладывается въ сторонЪ квад- 
рата два раза съ остаткомъ, меньшимъ этой разности. Этотъ оста- 
токъ ОС мы можемъ принять также за разность между д1агональю 
ЛЕ и стороной ДЕ квадрата, половину котораго представляетъ треуг. 
ЕЕ, и на основав!и предъидущаго заключаемъ, что (С уложится 
въ ДЕ также два раза съ остаткомъ. Тоже самое можпо, очевидно, 
сказать и про всяюЙ слфдующ остатокъ, ибо каждый остатокъ бу- 
дет, представлять разность между д1агональю нфкотораго квадрата и 
стороной его. Такимъ образомъ мы никогда не найдемъ общей мфры 

между В) и ВС; поэтому дазональ квадрата не соизмърима сь 
стороной ею. Означая длину дтагонали черезъ [, длину стороны че- 
резь @, длины послфдовательныхь остатковъ черезъ #,, х,, Х....., ва 
основан!и вышеизложеннато получимт, 

—а--и,; = 2 и =... 

откуда ое, 

иди — пи; = Г = и Е 

т. у а 

а сд. ——1 м И тавъ отношение 
р) = 

5... 
млагонали квадрата къ сторонЪф его выражается суммои сдиняцы и 

безконечной непрерывной пертодической дроби. 
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Означивь —черезь 2, получимъ 
[7 

1 
ЕД ЕЕ 

- ; 2 1—= . откуда 
2—1’ Е в 

23—1=1; 2? —2; 2—9. Такимъ образомъ отношене д1агонали 

квадрата къ сторон$ его выражается иррацлональнымь числомь У2, 
и зная длину стороны, мы не можемт точно вычислить длину д!аго- 

нали; межлу тфмъ построить эту д1агональ мы можемъ. 

471. Основной теоремой для пропорщональности прямыхъ слу- 
жить сл5дующая: 

Если на одной изь сторонь ума ХАУ отложимь оть вершины 
ею А (чер. 257) равныя части АВ = ВС = СШ =...... и изъ 
точекъ В, С, 0.... Чер. 257. 
проведемь — парал- 
лельныя между со- 
бой прямыя ВЕ, 
СС,ПН..9д0 встръ-- 
чи съ друюй сторо- 
ной, то на этой пос- 

зъдней получатся 
также равныя час- 
ти АЕ = ЕС —= 

СН =..... А 

или 2—1 —= 

х 

Для доказательства проведемъ изъ точекь Е, С, Н.... прямыл 

ЕМ, СО, НР...., параллельныя АХ; тогда ЕУ=ВС, 60=СР, 
НР= ОЕ.... какъ параллельныя между параллельными; но А В= 
—=ВС—= С Т-—... по условю; слёд. АВЕЕХ—=<0=НР—..; по- 
этому треуг. АРВ, ЕСМ, СНО.... пыЪють по одной равной сто- 
ронф п по два равныхъ угла, на ней лежащихъ (уг. РАВ — уг. 
СЕМ какъ соотвфтственные; уг. АВЕЕМС какъ углы съ па- 
раллельными сторонами); слЪд. эти треуг. равны между собою; а 
потому АЕЕС—=СН ... 

Легко доказать также, что если (чер 258) отложить не отъ вершины 
угла, а оть другой точки А части АВ= ВС—= СП-—.... и прове- 

‘ти АЕ|| ВЕ|| СС ||...., то ЕЕ==ЕС=С Н=-.... Для этого стоить 
только изъ А провести прямую, параллельную другой сторон$, угла. 

Если прямыя АВ и СЛ (чер. 259). изъ которыхъ на первой 
9* 
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отложены равныя части, не продолжены до пересфченя, то, продол- 
живъ ихъ, приведемъ этоть случай къ предъидущему. 

Чер. 268. 172. На предъиду- 
щей теоремф основано 
рьшене задачи: данную 
прямую АВ (чер. 260) 
раздълить на нъсколь- 

хо частей, напр. на 5. 
Для этого изъ А про- 

с ведемъ произвольную 
прямую А Ми отложимъ 
на ней оть 4 пять ча- 
стей, равныхъ какой ни- 
будь прямой эк; точку 
С` соединимъ съ Ви изъ 

точекъ С, П.... проведемъ линш, параллельныя СВ; тогда и АВ 
раздфлится на 5 равныхъ частей. 

Чер. 259. Чер. 260. 

о 

ор 

1 

А с 
"——щщ 

173. Прямая, параллельная одной сторонъ треуюльника, раз 
съкаеть двтъ друия стороны ею на части пропоритональныл 

1 АР _ АЕ 
Пусть (чер. 261) ДЕ || ВС; докажемъ, что в = Еб- При 

этомъ могуть быть два случая: 1) АД соизмфрима съ ОВ и 2) 
АД и ПВ не соизмЪримы. 

1. Пусть общая мфра укладывается жж разъ въ АЛ) и п разъ въ 

ОВ: тогда отношеше АД къ ОВ равно =. Проведя черезъ точ- 

ки, которыя получатся при отложенш общей мфры на АД и ЛВ, 

прямыя линш, параллельныя ВС, мы раздфлимъь АЕ на т ($ 171). 
а ЕС на п равныхъ частей, и слЪд. отношеше АЕ къ ЕС также 
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авно > Итакъ о р | РВ Еб. 
2. оо, что АД и ШВ несоизмЪримы. Чтобы доказать, 

АХ А 
что и въ этомъ случаЪ ТВ= ЕС» употребимъ способъ приведен!я 

лЪпости. Полож 0 2 а чтоб авнять къ нелфпости. Положимъ, что 7-5 > и; тогда, чтобы ур 

Чер. 261. Чер. 262. 

А 

св 

эти отношения, надо второе отношене увеличить; а для этого надо 
уменьшить послфдующий членъ, взявъ напр. ЕС выЪсто ЕС; втакъ 

пусть 5 = 2: Раздълимъ прямую АЕ на равныя части, кото- 

рыя были бы меньше СС, и станемъ одну изъ такихъ частей от- 

кладывать по ЕС, начиная оть Е; тогда одна изъ точекъ дЪленя 

упадеть между С и С, вапр. въ Х; проведемь ХА || ее и 

ЕХ будеть соизмфрима съ АЕ; поэтому получимъ 77 Ех: 

Сравнивая эту пропорцю съ допущенной нами пропорщей а в А у 

видимъ, что у нихъ предъидущие члены равны: а пот»у) посфдую- 

ще члены должны быть пропорщюнальны. т. е. РВ ЕС‘ Но изъ 

чертежа видно, что въ этой пропорщи первое отношеие меньше еди- 
ныцы (ибо 2й<ДВ), а второе больше единицы; сльд. эта пропор- 
щя не вЪрна, а нотоху не вфрна и допущенная ИАМИ пропорщя 

и ео — Подобнымъ РВ ЕС. Итакъ рв можетъ быть больше Е С. д 

АО АЕ 
образомъ можно доказать, что ТВ 4 можеть быть и меньше ЕС" 

Для этого надо только вмфсто ЕС взять большую ливю и повто- 
рить предъидущ!я разсужден!я. Итакъ и въ случаЪ несоизмримости 

АЕ 
имфемъ рв- ЕС у 
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Приведемь еще другое доказательство предъидущей теоремы въ 
случаВ несоизыфримости прямыхь АД и ОВ (чер. 263). Докажемъ 

сначала, что отношенше вычисленное съ какой угодно точ- РВ 
АЛ’ 

1 ь 
ностью, напр. до За! равно отношен1ю ——- вычисленному съ той же 

АЕ’ 
точностью. Для этого раздфлимьъ АД на п равныхъ частей и одну 

часть будемъ откладывать по Г) В отъ точки 1); при этомь она не мо- 
жетъ уложиться въ ДВ безъ остатка, потому что АД и /) В несоизм$- 
римы; а потому она уложится напр. 7% разъ до точки К, нфсколько 

Чер. 263. выше В, и т-{-1 разт, до точки 

^ Г, ниже В; поэтому пи ыы 

ны ; а такъ какъ ДВ> 

РК < ПЕ, п р в 

< > ‚ или = р. 

1 
точностью ея Проведя иИЗЪ ТО- 

— чекъ дЪленя прямой А В линии, 
к параллельныя ВС, мы раздфлимъ 

АЕ на я равныхъ частей, и нати ЕМ на т + ь такихь же 
ЕМ _т ЕМ_т- ЕС о 

частей; поэтому о а слЪд. ЧЕ> пи 

ЕС __ т 1 . ШВ 
т.е. р=-„_ съ точностью до——. Итакъ отношене -—-, вычи- 

АЕ Ар 
1 . ЕС 

сленное съ точностью до —, равно отношеню ——,, вычисденному 
п АЕ 

съ такой же точностью. 
ЕС 

АБ" АЕ 
быть различны. Для этого допустимъ обратное; а именно положимъ, что 

между этими отношенями существуетъь нфкоторая разность, равная 

ОВ ЕС . 
числу к, т. е. что —— — ——_ — к. Опредфлимъ отношен!я 

Ар АЕ 
С 1 

—— съ точностью до какой нибудь дроби —, причемъ для я вн- 
п АЕ 
1 

беремъ такое большое число, чтобы дробь т была меньше к. 

Тенерь не трудно доказать, что отношен1я не могутъ 

ВЕ 
АР 

Тогда будем» имВть ав = т; дм ыь У, гдф хиу суть 

: в 
величины, на кототорыя истинныя отношення —— и ——. разнатся 

Ар АЕ 
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т 
отъ ихъ приближенной величины 5; НУ не равны между собою, 

ибо мы допустили, что отношен!я не равны; притомъ х и у меньше 
1 т 
= Тогда 7 — Чр=» К — = —У=—1— 9. Но разность 

| . 1 
отношенй мы означили черезъ х; слЪд. хж-5— У. По условю к > —; 

п 
1 1 

а 1 иу мевьше и разность же величинъ, меньщихъь т ‚ очевил- 

1 
но, не можетъ быть равна величив$, которая больше —; стало быть 

п 
равенство х—5—у невозможно, а потому нельзя допустить, что ме- 

жду отношевми рн ЯЕ существуетъ какая пибудь разность. Слфд. 

А —- а потому п п Ар АЕ’ тра Ес’ 
174. Сльдстве. ИзвЪстно, что въ каждой пропорщи сумма чле- 

новъ перваго отношения относится къ своему предъидущему или по- 
слЪдующему такъ, какъ сумма членовъ втораго отношешя относит- 
ся къ своему предъидущему или послфдующему; поэтому изъ выве- 

БА АРВ _АЕЧЕС 
РВ ЕС 

денной нами пропорщи получим — 4 — = р 

АР-рВ _ АЕРЕС и АВ_АС, АВ_АС 
ВЕТ: В Ва, авто в 0, 

Такимъ образомъ хрямая, параллельная одной изь сторонз тре- 
У:ол., раздъляеть прошя стороны на части пропоршональныя не 
только между собою, но и цълымь сторонам. 

175. Обратно—прямая, дълзящая двъ стороны треуюльника 
на части пропоршональныя, параллельна третьей сторонъ. 

АВ_ АС 
Пусть (чер. 264) Ар= АЕ; АоКажем, Чер. 263. 

что ДЕ ВОС. Для этого употребимъ способъ А 
приведения къ нелфпости; т. е. положимъ, 
что ДЕ не параллельна ВС; тогда пзъ 

можно провести параллельную ВС, и пусть 
ОМ || ВС. По предъидущей теоремЪ пмЪ- 

АВ_ АС С ре 
еъ „у—-дм. СРавнивая эту пропор- 

ЦЮ съ данной, видимъ, что у нихъ пер- 
вые три члена равны; слЪд. и четвертые 
должны быть равны; т. е. АЕ— АМ; а 
этого быть не можетъ, ибо АМ есть часть АЕ; поэтому нельзя до- 
пустить, что ДЕ не параллельна ВС, и стало быть ЛЕ|| ВС. 

р 

с 
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176. Линся, дулящая у/люль треуюльника пополам», разсъкаеть 

противолежащую сторону на части, пропоршональныя прилежа- 
щимь сторонам». Положимъ, что въ треуг. ВАС (чер. 265) пря- 

Чер. 265. мая АД дфлитъ уг. А пополамъ; докажемъ, 

Г чт а Для этого продолжимъ 
й ро Ас` ВН 

„х ВА и пзь С проведемь СЕ|| РА; тогда 
2 въ треуг. СВЕ прямая АД, параллельная 

сторон$ СР, раздфлитъ двЪ друмя сторо- 
ны на части пропорщюнальныя; слЪд. 
Вр _ те 
99“ 
ный, такъ какъ уг. 7—7 какъ соотвЪтет- 
венные, а уг. 2 — какъ перекрестные, 
углы же т и п равны между собой по ус- 
ловю; поэтому АЕ — АС. Вотавивъ въ 

предъидущую пропорщю АС выЪфсто АР, выведемъ то, что тре- 
буется доказать. 

177. Обратно—рямая, проходящая черезь вершину узла тре- 

уУюльника и дълящая противоположную сторону на части, про- 

поритональныя прилежащимь кь нимь сторонамь, дълить этоть 

. Но треуг. САЕ равнобедрен- 

Уюль пополамь. Пусть (чер. 265) В т Сдфлавъ такое же 

остро какъ въ предъидущей теорем, получимъ — ра ностроеше, какъ въ предъиду р у та=як' 

Сравнивая эту пропорщю съ данной, находимъ, что 4 С—=АР; слЪд. 
треуг. АЕС равнобедренный, а потому уг. х==2. Но 2=т, 2=и, 
слЪД. и т—я. 

178. На теоремф $ 173-го основано рёшеше задачи: хз трем» 
даннымь прямымь лишямь а. Ъ,с (чер. 266) найти четвертую 

Чер. 266. Чер. 267. 
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пропорилональную. Для этого на одной изъ сторонъ произвольнаго 

угла откладываемъ отъ вершины его А часть АВ—а, ВС=, а на 
другой часть АД==с; точку В соединяемъ съ Д, а изъ С прово- 

у а с 
димъ СЕ|| ВД; тогда ЕД будетъ искомая, ибо — —=-._. 

5 ЕШ 

Можно также, отложивъ отъ А (чер. 267) часть А В—а, потомъ 
АС—=Ь, АР—с, соединить В съ Оиизъ С провести СЕ|| ВО; 
тогда АЕ будетъ пекомая линя. 

Если а, 6, с будутъ длины данныхъ лин, а х длина четвертой 
. . а с %с 

пропорщюнальной, то изъ пропорщи ъ= = Находимъ 2. Вели- 

чина х можетъ быть вычислена вполнф точно лишь въ такомъ слу- 
чаъ, когда а, 6, с суть числа ращональныя; но построить ее можно 

во веякомъ случав, когда даны ливи, которыхъ длины суть а, , с. 

Если 6 будеть равно с, то пропорщя $= > обратится въ = — 

ь : 
=; и 2 будеть третья пропорщональная къ а и 5. Построить ее 

легко; нужно только начертить четвертую пропорщюнальную къ а, 

Бис. 

Подов(Е фигуръ. 

179. Проведемъ въ треуг. АВС (чер. 268) прямую РЕ |) ВС; тогда 

Чер. 268. ($ 174) — = . Проведя же изъ 

АС __ 
Е прямую ЕЁ|| АВ, получимъ —— ЧЕ= 

С ас_всС 
Е. = ; ю ВЕ=ЛЕ, сл. чр-рК; 

ыы Е С поэтому въ треуг. АВС и АГЕ мы 

АВ_ АС __ ВС 

Ар АЕ-ТЕ' 
уг. В=Д и С- Е какъ соотвЪтственные. Треуюльники, в кото- 

рыть узлы одноьо равны порознь уламь друзаю, и стороны, де- 

жашия противъ равныль уловь, пр. поршональны, наз. подобны- 

ми. Итакъ прямая, параллельная одной изъ сторонъ тр—ка, об- 

разуеть съ двумя друмми сторонами новый треуг., подобный 

данному. Стороны подобныхъ тр—ковъ, лежащя противъ равныхъ 

угловъ, наз. сходственными. 

ниБемъ кромф того уг. 4 у этихъ треуг. общий, 
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180. Если внутри многоуг. АВСЬЕ (чер. 269) возьмемъ какую 
Чер. 269. нибудь точку О, проведемъ изъ 

нея прямыя лиюи во вс вер- 
шины; затфмъ, взявь на ОА 
произвольную точку а, прове- 
демъ а5 || АВ; далЪе проведемъ 
56 || ВС, са|| Ср, 4@||РЕи 
наконецъь соединнмъ е съ а, то 
легко вывести, что 
АВ ВС Ср ГЕ _ЕА 
5 № св @ ев 

и что уг. А=а, В=5, С=е, О=&а, Е=е. Итакъ многоуг. 
аЪсае и АВСШЕ имЪютъ равные углы и пропорщональныя сто- 
роны. Мноюушюльники, имъющие соотвътственно равные улы 

и пропоршональныя стороны, наз. подобными. Пропорщональ- 
ныя стороны наз. также сходетвенными. Сходственныя стороны во 
веЪхъ вообще подобныхъ прямолинейныхъ фигурахъ лежать между 
равными углами; въ подобныхъ же треуг. онф длежатъ также и 
противъ равныхъ угловъ. Отношене между сходетвенными сто- 
ронами наз. отношением» подобея; такимъ образомъ если отноше- 
не подобя двухъ многоуг. равно напр. 3, то это значитъ, что 
каждая сторона одного многоуг. втрое больше сходственной ей сто- 
роны пругаго. Знакъ подобя есть <. 

181. Весь правильные одноименные мноюуи. подобны; напр. 
всяк правильный 6-къ подобенъ другому прав. 6-ку, потому что 
каждый уг. одного—120° и каждый уг. другаго—120°; во сколько 
разъ одна изъ сторонъ одного 6-ка больше или меньше стороны 
другаго, во столько же разъ и каждая изъ прочихъ сторонъ одно- 
го болыше или меньше стороны другаго, ибо веЪ стороны каждаго 
многоуг. равны между собою; стало быть стороны этихъ многоуг. 
пропоршональны. 

Разсмотримъ, при какихъ условяхъ бываютъ подобны треугольники. 

182. Треуюльники подобны, если узлы одною равны порознь уламь 
Чер. 270. друзаю. Пусть (чер. 270) уг. 

А А—а, В—=Ь, СО=е; дока- 

жемъ, что ас со АВС. 0тло- 
жимъ на АВ оть точки А 

а часть АДЬ—аЬ и проведемъ 

ОЕ|| ВС; въ треуг. АДЕ 
и аЪс сторона АДЫ—аЬ по 

г С отложеню,. уг. А=а по 
условю, уг. О—6, потому 
что Д— В какъ соотвЪтствен- 

В с ъ [ 
ные, а В= по услов!ю; сл$д. 
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треуг. 4РЕ—ас. Но АРЕ сх АВС по $ 179; с4% 4. и абссо АВС. 
Сльдетыя. 1. Треуюльники подобны, если они имъють то два 

равныхть узла, ибо тогда и третьи углы равны, какъ дополненя до 
двухъ прямыхъ. 

2. Прямоуь. треуь. подобны, если имъють по равному остро- 
му уму. 

183. Треуюльники подобны, если они имтють по равному 
Улу, заключенному между пропоршональными сторонами. Пусть 

(чер. 271) уг. А = уг. аи О, Докажемъ, что а5ссо АВС. 

Отложимъ АД —афи проведемь ДЕ|| ВС; тогда получимъ треуг. 
АЛЕ —= абс. ДЪйствительно, въ этихъ треуг. сторона АД—аф 
по отложеню, уг.А==а по услов!ю; легко доказать, что и сторона 
АЕ—ас. Въ самомъ дфлЪ, Чер. 271. 
изъ подобя треуг. АВС и 

АВ 
АрЕсльдуетъ, что ар = 

— А С . = 8; ‘Фавнивая эту про- 

порщю съ данной пропор- р р 

щей я —=4° ‚ ВИДИМЪ, 

что у нихъ первые три В с с 
члена равны; слфд. и послёдн!е должны быть равны, т. е. АЕ—ас. 
Итакъ треуг. а%—=АДЕ; но АДЕс АВС, слЪд. и абс со АВС. 

Слъдетве. Прямоуюльные треуюльники подобны, если катеты 
ить пропоршональны. 

184. Треуюльники подобны, если двъ стороны одною препорш- 

ональны двумь сторонамь друзаю и притомь улы, лежащие противъ 
большиль изь этихь сторонь, равны между собою. Пусть (чер. 272) 

ЕЯ т Ба 
аб ас 

томъ сторона АВЪАС 
и аб > ас. Чтобъ дока- 
зать, что абс со АВС, к 
отложимь СЕ=са и и} 

проведемь ЕД || АВ; й. 
тогда Въ и. Ё р в. ы 
и абс сторона ЕС==ас по отложешю, уг. С==с по условию; не- 
трудно доказать, что и сторона ЕД=аб; дЪйствительно, изъ иодо- 

| АВ _ АС 
бя треуг. ЕРС и АВС слфдуеть, 10 рр = Е; а Сравнивъ эту 

: .. АВ _АС 
пропорщю съ данной пропорщей мы вВиДимЪ, что ВЪ НИХЪ 
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первые, третьи и четвертые члены равны; слЪд. и вторые члены 
равны, т.е. ЕД —= 46. Итакъ треуг. ЕДС и абс имЪютъ по двЪ 
равныхъ стороны (ЕД —= аб и ЕС — ас) и по равному углу (уг. 
С —= с), лежащему противъ большей изъ нихъ (сторона ЕД>ЕС, 

АВ _ АС АВ ЕО п 
Ер= Еб #1 а=190)- Иоэтому треуг. 

ЕД С—=афс; но ЕОСо АВС, слЪд. и ас со АВС. 

Сльдетые. Прямоуюльные треуь. подобны, козда зитотенуза и 

катеть одною пропорциональны иитотенузь и катету друмио. 

потому что АВ>АС, а 

{85. Треуюльники подобны, если вст стороны ить пропоршональ- 

ны. Пусть (чер. 273) а =е 8 ; докажемъ, что абс со АВС. 

Отложивъ 4А)—=аб, про- Чер. 273. 

ведемь ДЕ|| ВС; тогда 
треуг. АДЕ < АВС; по- а 

АВ _ АС _ ВС \` 
этому Ар АВ =рЕ и 

Сравнивая этоть рядъ > сЪ | 

отношенй съ даннымъ рлдомъ, находимъ, что первыя отношеня 
равны, ибо а6 —= АД; слфд. вторыя отношеня равны, а также и 

третьи, т. е ыы ВА Но въ каждой ретьи, т.е. р И, Тр. дОЙ ИЗЪ ЭТИХЪ 

пропорщй предъидуще члены равны, слЪд. и послЬдуюние равны, 
т.е. —=АЕи %—)Е. 

Итакъ треуг. абс и АДЕ имфютъ стороны соотвфтственно рав: 
ныя, с1ЪД. а5с—=АДЕ. Но АДЕс АВС, слВЦ. и а6с < АВС. 

186. Треуольники подобны, если стороны ить взаимно парал 
дельны или перпендикулярны. Означимь черезь А, В, С углы 

одного треуг., а черезъ а, 6, с углы другаго, причемъ одинаыя 
буквы означаютъ углы между параллельными или перпендикуляр- 
ными сторонами. Вакъ извЪстно, углы съ параллельными, а также 
и съ перпендикулярными сторонами, или равны между собою или 
составляютъ въ сумм 24. Допустить, что каждая изъ всЪхъ трехъ 
паръ угловъ равна 24, невозможно, потому что тогда сумма веЪъхъ 
угловъ вышла бы — 64, тогда какъ сумма всфхъ угловъ въ двухъ 
треуг. должна быть —= 44. Также невозможно допустить и того, 
чтобы углы одной только пары были равны между собой, потому 
что тогда сумма угловъ прочихъ двухъ паръ равнялась бы 44, 
между тъмъ какъ сумма веЪхъ шести угловъ должна быть 44. 

Йтакъ необходимо допустить, что углы двухъ паръ равны между 
собою, напр. что А=а, ВЫ=; а тогда и третьи углы Сис 
должны быть равны ванвъ дополненя до 24. СлЪд. треуг. подобны. 

187. Первыя четыре теоремы о подоби треуг. ($$ 182, 183, 184 
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и 185) соотвфтетвують четыремъ случаямъ равенства косоуголь- 
ныхъ треуг., съ той однакоже разницей, что для равенства треуг. 
необходимы три услов!я, тогда какъ для подоб'я достаточно двузъ. 

Дъйствительно, условя первой теоремы приводятся къ двумъ 
равенствамъ: уг. А—а, В= такъ какъ третье (С=е) есть слЪд- 
сте двухъ первыхъ. Условя второй и третьей теоремъ заключа- 
ють въ себф два равенства: равенство двухъ отношен!й и равенство 
двухъ угловъ. Наконець условия третьей теоремы также представля- 

АВ_АС АС ВС 
ють два равенства ———-—- и-.-==-_, Тажъ вакъ третье ра- 

АВ_ ВС 
венство = -— есть слЪдетве двухъ первыхъ. 

188. Вь подобныхь треуюльникаль высоты пропоршональ- 

ны сторонамь. Пусть (чер. 274) АВС оо абс, проведя вы- 
соты АД и а4, полу- 
чимтъ два подобные треуг. Чер. 274. 
АВЛ и а6а, ибо уг. В А. 
—6 по подобю треуг. 
АВС и ас; уг. О=а 
какъ прямые. Изъ подо- 
бя АВС иафс получаемъ 
АВ ВС. 
р ОЯ 2 5 а изъ подо- 

я АВДО и аба имъемъ ы о ы 

АВ _АПШ. АХ ВОС АВ 

5 ва И 4-е 95 
189. Чтобъ построить треуг., подобный данцому, можно восполь- 

зоваться однимъ изъ пвышеизложенныхъь условй подомя треуг. 

Напр. чтобъ построить треуг., подобпый АВС (чер. 275), беремъ 

Чер. 275. 

в 

”. ее 
м М 

произвольную прямую ЛУ и строимь при точкахъ Ми М углы, 
равные Ай С. 

Или, построивъ при 2 утоль=, откладываемъ па сторопф его 

такую часть, которая была бы четвертой пропоршональной къ АБ, 
АСи МУ, ит. под. 

190. Дна мноюуюльника подобны, если они состоять из 
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одинакаю числа подобныхь и одинаково расположенныхь треу. 
Пусть (чер. 276) АВС оо абе, АСШ со ас, АШЕсоаай и 
ДЕЕ со 4е!; докажемъ, что АВСШЕЕ со абсае[. Углы этихъ 

Чер. 276. 

многоуг. равны или какъ углы подобныхъ  треуг. (напр. уг. 
В =, Е=е) или какъ суммы равныхъ угловъ подобныхъ 
треуг. (напр. уг. р—=4, ибо оба эти угла состоятъ изъ трехъ, 
соотвфтственно равныхъ, угловъ). 

Стороны многоуг. пропоршональны. ДЪйствительно, такъ какъ 
В С_ А 

треуг. АВС оо афе, то — = в — Изъ подобя треуг. 

АС _ СБ __ АБ с. 
АСО и ас4 слЪдуетъ т Изъ подобя треуг. 

о 
аа а[ 4} 

ДЕЕ и 4! подобны, то сть РИ ее. 
а Че её 

Такъ какъ послфднее отношене перваго ряда составляетъ первое 
отношение втораго, послЪднее отношене втораго составляетъ первое 
отношен!е третьяго, послфднее отношение третьяго есть первое от- 
ношене четвертаго, то веЪ эти отношевя равны. и 

АВ _ВС_ С) _ШЕ_ЕЁЕ_АЕ 
6 а мы 

_Итакъ углы многоуг. соотвфтственно равны п стороны пропор- 
щональны; слЪфд. многоуг. подобны. 

191. Обратно: если иноюуюльники подобны, то ить можно 

раздъдить на одинакое ччсю соотвътственно педобныхь и оди- 

наково расположенныхь треуюльниковь. Положимъ, что (чер. 277) 
иногоуг. АВСОЕ со афс4е. Возьмемъ внутри многоуг. АВСРЬЕ 
произвольную точку О п соединимъ ее со вефми его вершипами; 
затфиъ въ многоуг. абс@е построимъ при точкахъ @ир прамой @® 
углы ао и аЪо, соотвЪтетвенно равные угл. 340 и 1ВО, и точк\ 

Наконецъ такь какъ 
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о соединимъ со всеми вершинами многоуг. абсае. Тогда многоуг. 
АВСШЕ и афсае раздфлятся на одинакое число треуг., и эти 
треуг. будутъ соотвЪтетвенно подобны. ДЪйствительно, треугольникъ 
А В О)осафо, такъ какъ они по построеню имфютъ по два равныхъ угла; 

} ОВ 
изъ подобя ихъ слфдуетъ, что Ь Ъ=аь} В© изъ подобия многоуг. 

АВ_ ВС ов_ ВС 
3% № 

имЪемъ ЕВ; С4Ьд. ; кромЪ того уг. ОВС=офс, 

ибо ОВС=АВС-—АВО, а 06—афс — або; угояъ же АВ С—абс 
по подобю многоуг., а АВО — афо по построеншю; слЪд. треуг. 
ОВС и 0с имфють по равному углу, заключенному между пропор- 
цюнальными сторонами; поэтому они подобны. Изъ подойя ОВС 
и 06с выведемъ подобйе ОСЛ и ос@ и такъ далЪе до конца. 

192. Точки Оно (чер. 277) назыв. сходственными точками. 
Итакъ сходственными точками въ подобныхъ многоуг. наз. тая 
точки, которыя расположены въ плоскостяхъ этихъ многоуг. и имЪ- 
ють то свойство, что отъ соединения каждой изъ нихъ съ концами 

двухъ сторонъ получаются подобные и одинаково расположенные 
треугольники. 

Если точка О’ совпадетъь съ А, то о сивпадеть съ а, прямыя 
ОА, ОВ.... и ва, 05.... обратятея въ Магонали, проведенныя изъ 
вершинъ равныхъ угловъ А и а; поэтому длона‘и, проведенныя 
изз вершинь равныхь уь10вь подобныхь мноюуюльниковь, разби- 

вають ить на подобные и одинаково расположенные треуюльники. 

193. ДвЪ прямыя линш, расположенныя въ плоскостяхъ двухъ 
подобныхь многоугольниковъ, наз. сходственными, если концы ихъ 
суть попарно сходственныя точки. По этому опредълешю длагонали, 
проведенныя изъ вершинъ равныхъ угловъ. будуть сходственными 
прямыми. 

194. В» подобныхь иноюуг. стодетвенныя прямыя ини 
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относятся какь сходственныя стороны. Пусть (чер. 278) 
АВСЬЕ со аЪе4е и прямыя ЕН, { сходственныя. Такъ какъ 
треуг. АВН со афВ и АВЕ < а}, то уг. АВН=аб\ и уг. 
АВЕ—а6Г, слЪд. уг. АВН—уг. АВЕ=уг. ай — уг. абГ, или 
уг. ЕВН=уг. ГОВ. 

Сверхъ того изъ подобя тхъ же треуг. имфемъ 

Чер. 278. 

р 

ВН 48 „ ВР _ Ан ВН В. 
5 — бак” оно тоя С хо 

ЕН ВН ВН АВ 
треуг. ВЕН со 6Ё№, слЪд. Га. но 1; = у; сяЪ. 

ЕН_АВ 
— а, "я требовалось доказать. 

195. Въ подобныхъ треуг. высоты, опущенныя на сходственныя 
стороны; прямыя, дЪлящия пополамъ равные углы; прямыя, соеди- 
няющя средпны сходственныхь сторонъ съ вершинами противоле- 

жащихъ угловъ, будутъ соотвфтственно сходственными прямыми: 
поэтому всЪ эти прямыя относятся какъ сходственныя стороны. 
Впрочемъ это можно доказать и непосредственно, подобно тому, какъ 
вЪ \ 188 доказано относительно высотъ. 

196. Периметры подобныхь мноюушюльниковь относятся какь 
стодственныя стороны. ДЪйствительно, если (чер. 279) АВСРЕ 

Чер. 279. подобенъ абсае, то 

р АВ ВС вр 
в о 5 

а Но въ ряду г. от- 
«< ``. Нощенй сумма предъяду- 
\ щихъ членовъ относитеи 

къ сушу послфдующихь 

какъ одинъ изъ и 
авВ+всС--СО--.... _ АВ 
аб —- Бе + са-+... о 

\ 
щихъ къ своему послфдующему; слЪд. 

в [2% ъ 
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197. Чтобы построить многоуг., подобный данному АВСРЕ (чер. 
Чер. 280. 280), разбиваемъ данный многоуг. 

д1аговалями на треуг.; потомъ бе- 
ремь произвольную прямую аби 
строимъ на ней треуг. абссо АВС; 

Е с < дале на ас строимъ ас4со АСО; 
р наконецъ на а4 строимъ а4е со 

« АРЕ; тогда и получимъ многоуг. 
абсаесх АВСЬЕ. 

Другое рьшене. На произвольной прямой (чер. 281) строимъ при 

Чер. 281. 

6 о м 

$ 

А в а В 

аи углы, равные уг. А и В, и откладываемъ на ат часть а/, 
которая была бы четвертой пропорщюнальной къ АВ, аби АЕ; 
затЬмъь при / строимъ уголъ = РЕ, откладываемъ на / четвертую 
пропоршональную къ АЕ, аи ЕЕ ит. д. 

На свойствахъ подобныхъ треуг. основано устройство слЪдую- 
щихъ инструментовъ. 

198. Делительный циркуль (сошраз 4е гедисйоп). При- 
боръ этотъ, служаций для дЪленя прямой лин!и на равныя части, 
состоить изъ двухъ ножекъ АВи СД (чер. 282), съ обоихъ кон- 
цовъ заостренныхъ; вдоль обфихъ ножекъ сдфланы прорфзы, и 
ножки содиняются посредствомъ подвижнаго винта О. 

Чтобы посредствомъ этого прибора найти напр. пятую часть пря- 
мой ММ, закрфпляютъ винть О въ такомъ мЪстф, чтобы разстол- 

не ВО было въ 5 разъ больше ОА; затЪмъ ставятъ приборъ такъ, 
чтобы концы В и Д его приходились въ точкахъ 2 и №; тогда 

разстояше между концами Си А будеть равно , ММ. ДЪйстви- 

тельно, изъ подойя треуг. ВОД и СОА пиве 04; но 

ОА — 1, ОВ, сад. и СА, ВО=1, ММ. 
Чтобы знать, гдЪ именно надо остановить винть О, па ножкахъ 

АВ и СШ поставлены цыфры 1, 2, 3, 4.... 

199. Пропорщюнальный циркуль (сотраз 4е ргорогйоп) 
состоитъ (чер. 283) изъ двухъ равныхъ линеекъ, соединенныхъ шарнье- 
ромъ и раздфленныхъ на одинакое число равныхъ частей; части эти от- 

10 
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ифчены цыфрами 1,2... Посредствомъ этого прибора можно опредз- 
лить лин, находящуюся къ данной лини въ данномъ отношении; 

Чер. 282. 

с А 

напр. чтобы найти прямую, которая относилась бы къа (чер. 284) 

Чер. 284. какъ 3:8, беремъ пропорщональнымъ цирку- 
лемъ прямую а такъ, чтобы она помфстилась 
между точками, означенными цыфрами 8; тогда 
искомая прямая х будетъ разстояне между 
точками 3—3; дЪйствительно изъ подобя 

треуг. 433 и 488 имъемъ о - 
а А8 8 ° 

Разстояше между точками 1—1 представить 
за; слЪд. этимъ приборомъ можно также и 
дЪлить данную прямую на равныя части. 

200. Масштабъ. Масштабъ служить для того, чтобы можно 
было начертить какую нибудь прямую линшю въ меньшемъ видф, и 
чтобы по длинЪ начерченной ливи можно было опредфлить длину 

той линш, которую изображаетъ начерченная. Чтобы построить мас- 
штабъ, проводять прямую линю, откладывають по ней нфсколько 
разъ какую нибудь часть ММ (чер. 285) и принимаютъ эту часть 
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за аршинъ, сажень, версту..., вообще за какую нибудь линейную 
единицу. Положимъ, что ММ означаеть 1 арш.; тогда линя МС 
изобразить сажень, МЕ—двЪ сажени и т. под. Если надо изобра- 

Чер. 285. 

НОР Е 5) 

М 1 ово. йа. Зе. 

^ в 

зить линю въ 3 саж. 2 арш. или въ 11 арш., то нужно начер- 
тить линю— МД. Наоборотъ, если АВ представляеть напр. длину 
дома, начерченную по предъидущему масштабу, то чтобы узнать. 
сколько аршинъ въ этой длинф, мы беремъ линю АВ циркулемъ 
и накладываемъ на масштабъ такъ, чтобы точка А упала въ М; 
если при этомъ точка В упадеть въ Ё, то лия АВ —=10ММ, 
слВк. длина дома —10 арш. Есла В унадеть между Е и Д, то 
10 арш. будеть выражать длину дома съ точностью до 1 арш. 

Обыкновенно строятъ такой масштабъ, чтобы посредствомъ него мож- 
но было чертить сотыя доли версты, сажени..., вообще принятой еди- 
ницы, и наоборотъ, чтобы можно было измфрять лини съ точностью 
До 1» вер., саж.... Дня этого нужно было бы линю (чер. 286), 

Чер. 286. принятую за единицу, раздфлить на 100 
ти. равныхъ частей; но какъ эта линия 

всегда бываетъ небольшая (обыкновенно 

1 дюймъ), то сотыя части ея будутъ весьма мелки, и для нахожде- 
ня ихъ строятъ такъ называемый хоперечный масштабъ. Для этого 
проводять дв параллельныя прямыя АВи СД (чер. 287) и кь 
нимъ периендикуляръ АС; откладываютъь по АВ части АЕ, ЕЁ, 
ЕВ..., равныя лини т (чер. 286) и изъ точекъ Е, Е, В.... 
проводятъ линш, параллельныя АС; тогда на СД отдфлятся части 
СК, КГ, ГО.., равныя т. Затфмъ линю АЕ дфлать на 10 рав- 
ныхъ частей; первую точку дфлен!я, считая оть Е, соединяютъ съ 
К, а изъ точекъ 2, 3, 4..,. лини АЕ проводять прямыя, па- 
раллельныя лини 1К; этими прямыми лия СК раздфлится па 

10 частей, которыя будуть равны между собою и равны частямъ 
лини АЕ. Линю АС также дфлятьъ на 10 равныхъ частей и че- 
резъ точки дфлевия проводятъ лини, параллельныя АВи СД; тогда 
часть аф будетъ равна '/, прямой 1Е или /„ АЕ; с4 =*/„1Е 

=» АЕ = АЕ ъй ее, 
— /лво ео ЗА лв т. Дъйствительно, - = 

Я ; но Ка». КЕ; Ке=*/»„ № ...., сафдоват. ай— 

= Е; с4=3/, 1Е—/„ь АЕ... 
10* 
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Положимъ теперь, что, принимая линю АЕ за сажень, нужно 

начертить линю въ 2,64 саж.; тогда надо взять по масштабу ли- 
Чер. 287. ню, равную 2АЕ--‘/ьАЕ-- 

+“. АЕ. Прямая О К= 
—2АЕ; лишя К6—/ АЕ; 

р4 —= ши АЕ; ОК + 
-- К6--ра и будетъ слЪд. рав- 
на 2,64 АЕ. Но такъ какъ 
РЕК—йр, а Еб—дт, то ли- 
ня лу и будетьъ—2,64 АЕ. 

Чтобы взять по масштабу 
лин опредфленной длины, 

поступаютъ на практикЪ сл$- 
дующимъ образомъ. Поло- 
жимъ, что нужно начертить 
линио въ 2,78 саж. Беремъ 
циркуль и одну ножку его 
ставимъ въ точкЪ Д*, а дру- 
гую въ точкф 7 лини КС; 

= потомъ двигаемъ циркуль 
внизъ, такъ чтобы одинъ ко- 

нецъ его шелъ по лини ДВ, 
а другой по косвенной лини, 
означенной цыфрами 7—8, 
притомъ такъ, чтобы оба кон- 
ца циркуля находились на од- 
нихъ и тьхъ же параллеляхъ 
(для этого циркуль надо по- 
немногу раздвигать); циркуль 
подвигаемъ такимъ образомъ 

до тЬхъ поръ, пока онъ не 

дойдеть до 8-Й параллели, 
т. е. пока не займетъ поло- 

« женя 22; 12 ибудетъ равна 
э 2,78 АЕ или 2,78 саж. 

15 

4331 

Если нужно измфрить ма- 
сштабомъ какую нибудь пря- 

> мую, напр. ММ (чер. 288), 
= то беремъ ее циркулемъ, по- 

томъ прикладываемъ циркуль 
къ лини СШ такъ, чтобы одинъ конецъ его находился въ одной 

* Если бы требовалось Фзять линю въ 1,78 саж., то конець царкуля надо 
бы поставить въ точкЪ Г,, т. е. на первомъ дфлен!и, считая отъ К; если бы 
въ 3 саж., то на третьемъ дфлеши, и т. д. 
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изъ точекъ К, 2, О, а другой межу Си КЕ; положимъ, что, 
сдфлавъ это, найдемъ, что одинъ конецъь придется въ О, а другой 

Чер. 288. 

м м 

между точками 3 и 4; тогда М№=ЗАЕ- У, АЕ-| иъеволько 

сотыхъ. АЕ. Чтобы найти, сколько именно сотыхъ, мы, не изм$- 
няя раствореня циркуля, двигаемь его внизъ такъ, чтобы правый 
конецъ его шелъ по лиши ОВ, и чтобы оба конца всегда были на 

одной параллели; продолжаемъ двигать циркуль до тЪхъ поръ, пока 
лЪвый конецъ его встрфтитъ одну изъ наклонныхъ лин; если это 
слутится, когда ножки циркуля будутъ на второй параллели, т. е. 
одна будеть въо, а другая въ $, то данная лишя №ММ№—05=2,32 АЕ. 

Описанный нами масштабъ есть масштабъ сотенный, и посред- 
ствомъ него можно съ точностью начертить линйю, содержащую де- 
сятыл и сотыя доли принятой единицы ; такъ если лия АЕ озна- 

чаеть сажень, то можно начертить всякую линю, содержащую де- 
слтыя и сотыя доли сажени; если АЕ означаеть 100 верстъ, то 
можно начертить линшю, содержащую сотни, десятки и единицы 
вереть. Если же требовалось бы, принимая АЕ за сажень, начер- 
тпть линю въ 3,4325 саж., то мы должны тысячныя и слфдующия 
доли отбросить и чертить линю въ 3,48 саж.; стало быть, требуе- 

мая линя будетъ начерчена неё точно, а только приближенно. За- 
мБтимъ при этомъ, что если первая изъ отбрасываемыхъ цыфръ бу- 
деть больше 5-п, то предъидущую надо увеличить единицею; это 
освовано на томъ, что если напр. выфсто 3,487 мы возьмемъ 3,48. 
то ошибемся на 0,007; взявши же 3,49, сдЪлаемъ ощибку только 
на 0,003, т. е. меньше первой. 

Мы уже говорили, что лишя АЕ (чер. 287) бываетъ обыкио- 
венно равна 1 дюйму; что же касается до того, какую линейную 
единицу должна представлять АЕ, то это зависитъ отъ того, какой 
длины ланио нужно представить въ уменьшенном вид. Если бы 
напр. мы хотфли изобразить лин длиной въ веусту. то нельзя 
было бы принять дюймъ за сажень, ибо лишя въ 500 дюйм. не 
умЪетится на листЪ бумаги. При черчеви изображения дома прини- 
хають обыкновенно дюймъ за сажень; при черчени язображешя поля 
перутъ масштабъ 100 и болье саж. въ дюйм; географичеекя кар- 
ты чертятся по масштабу 100 и боле верстъ въ дюймЪ. 

201. Пантографъ. Приборъ этотъ, служаний дал черчешя по- 
добныхъ многоугольниковъ, состоитьъ (чер. 239) изъ четырехъ ли- 
неекъ, соединенныхъ между собой въ точкахъ а, 6, с. Ч такъ. 

чтобы разстояше аб было равно с4, Ве -—=а4, и чтобы три точки 
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а, си [ находились на одной прямой лини; тогда, если сдвигать или 

раздвигать линейки, фигура афса всегда будетъ параллелограммомъ. 

Чер. 289. Если точку о укр$пимъ на бумагЪ, а въ 
точкахъ си [ вставимъ карандаши и по- 
двинемъ карандашъ /такъ, чтобы онъ на- 
чертилъ прямую [т, то карандашъ с ва- 
чертить прямую си, параллельную /т; 
притомъ, такъ какъ треуг. оси со от, то 

р =; изъ подобя же треуг. ось и о[а 

ое __ 06. сп _ 05. 
ор ов ' АА тов 

линия си будетъь составлять такую же часть лини /т, какую ов 
составляеть оть 0@; если напр. ор — !/, оа или о — фа, тои 
сп—\/, рт. 

Положимъ, что посредствомъ лантографа нужно начертить много- 
угольникъ, подобный данному, притомъ такой, чтобы стороны его были 
втрое меньше сходственныхь имъ сторонъ даннаго многоуг. Тогда 
мы соединяемъ линейки прибора такъ, чтобы разстояне об соста- 
вляхо !/, оа (для этого въ линейкахъ сдЪълано нЪеколько отверстй 
въ равномъ одно отъ пругаго разстояни), потомъ укр®пим'ъ при- 
боръ въ точк$ о, а въ точкф с утверцимъ карандашу; если теперь 

вести точку / по периметру даннаго многоуг., то карандаш си 
опишетъ требуемый многоугольникъ. 

Соотношене между сторонами треугольника. 

202. Перпендикулярь, опущенный изъ вершины прямаю ула 
на зипотенузу, есть средняя пропоршональная между отръзками 
итотенузы; а каждый катеть есть средняя пропорцональная 
между цълой зитотенузою и прилежащимь отръзкомь. Положимъ 

(чер. 290), что въ треуг. ВАС уг. А прямой 
п АР 1 ВС; тогда треуг. АВРи АФС будуть 

в подобны между собою и подобны всему треут. 
|\ АВС. Дъйствательно, въ треуг. АВРи АБС 

Е углы при Л равны какъ прямые, уг. м—т какъ 
углы съ перпендикулярными сторонами ( ВА 1 АС 

и ВО 1 40); сл6д. 2, итреуг. АВро АДС. 

Чтобы составить пропорщю изъ сторонъ этихъ 
треуг., беремъ отношене двухъ сторонъ треуг. 

АВР, пменно 

Чер. 290. 

вр. 
Ар: “ТоРона ВО лежитъ пр№- 

А С тавъ угла 2; въ треуг. АДС противъ угла г 

лежить АО; сторона АЛ въ треуг. АВШО лежитъ противъ уг. т; 
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въ треуг. АДС лежить противъ уг. т сторона ШС. Итакъ сто- 
роны АД и ОС треуг. АДС будуть сходственны сторонамь ВД 

Ар 
ро: 

Треуг. АВ. АВС (чер. 291), ибо у нихъ уг. В общй, А= 
Л вакъ прямые, слЪд. х—х. Чтобъ составить Чер. 291 
пропорщю изъ сторонъ тр—ковъ, беремъ изъ | 

и АД тр-ка АВДО; слЪц. яр= 

В | в 

вр; ‘Торона АВ р 

въ треуг. АВ лежитъ противъ прямаго уг. 
О; уг. Р=уг. А въ треуг. АВС; противъ 
А въ треуг. АВС лежить ВС; сторона ВО 
въ треуг. АВГ лежитъ противъ уг. 5; уг. 
д—уг. 1 въ треуг. АВС; противъ х ле- р 
жить въ треуг. АВС сторона АВ. 

треуг. АВ отношене 

Йтакъ стороны ВС и АВ треуг. АВС к [5 
будуть сходетвениы сторонамьъ АВ и В. А с 

АВ ВС 
треуг. АВШО; сл\д. ВО= АВ: 

Чер. 292. Чер. 293. 

Треуг. АДС (чер. 292) также подобенъ АВС, ибо уг. С общ, 

к вс 
уг. 4—0: уг. т=т; изъ подобя ихъ получимъ б0- АС: 

203. Если мы означимъ числа, выражающуя въ одной и той же 
единиц длины глпотенузы ВС, катетовъ АС п АВ, отрфзковъ 
ВО и ОС (чер. 293) соотвЪтетвенно черезъ а, В, с, х, у, то на 

основаши предъидущей теоремы получимт 

с дар тот 

иены 

Взявъ произведеншя среднихъ п крайнихъ члеповъ, получимъ 
ат=с*, ау—1. 

Сложивъ почление эти равенства, найдемъ 
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ат ау-=с*- 9, или а(х-у)— с 6*. 

Но хр у=а, ибо ВО--ОС=ВС; слфд. ас 46; 

т. е. квадратъ числа, выражающаго длину гипотенузы въ какой ни- 

будь линейной единиц®, равенъ сумм квадратовъ чиселъ, выра- 

жающихъ длины катетовъ въ тойже единицЪ. Дая краткости теорему 

эту выражаютъ обыкновенно такъ: 
квадрат» зипотенузы—еуммъ квадратовь катетовь. 

204. На основанши этой теоремы можно вычислить одну изъ сто 
ронъ прямоуг. треуг., если извфстны прочя его стороны. Если напр. 
одинъ катеть —= 12 дюйм., а другой —= 5 дюйм., то гипотенуза— 

=и12+5—=У144--25—=У169—13 дюйм. 
Если гнпот.—5, а одинъ катеть—4, то другой катеть—И 5*— 41— 

—=уУ9 =3. 

Вообще, гипотенуза —= квадратному корню изъ суммы квадратовъ 
катетовъ; а катеть = корню квадратному изъ квадрата гипотенузы 
безъ квадрата другаго катета. 

Чер. 294. 205. Если сторону квадрата (чер.294) означимъ 
черезъь аа магональ его черезъ Г, то найдемт, а 

1=Уа + а*=У2а в; т.е. магональ квадрата 
а несоизм5рима съ стороной его, ибо отношеше ихъ 

выражается ирращональнымь числомъ У2. 
Впрочемъ этотъ выводъ мы сдфлали уже прежде 

($ 170). 

206. Возьмемъ косоугольный треуг. АВС (чер. 295), въ кото 
Чер. 295. ромъ уг. А острый ; опустимъ изъ В пер- 

в пендикуляръ ВЛ на основаше АС; тогда 
изъ прямоуг. треуг. ВОС будемъ имЪть 

ВС*—В1*+-ОС: *. 
Но ВШ есть катетъь въ треуг. АВД. 

слЪк. В0—=АВЗ— АТ; а ДО-=АС— 
—АО; сл®д. 2 С*-—=( АС-АО)—= А С*— 
—2АС. АР- АД". Подставивъ вмЪето 

сх ВО* и ОС* ихъ выражешя въ ВС? — 
т] с 

В0*--ПС*, получямъ 

В С`—АВ*— АП АС*—3АС. АР-АП", 
лли ВС-—А В" АС*—3АС. АД. 

Если периендикуляръь ВД пойдеть внЪ треуг. АВС (чер. 296). 
то изъ треуг. ВОС имфемь ВС`—ВО?--00(*; изъ треуг. АВЬ 

* олЪсь, равно какъ и въ сл$дующихъ $$, подъ ВС, ВП... будемъ разу- 

ифть ие самыя лини, а числа, ихъ выражаюшия, такъ какъ самыя лин!п, оче- 

видно, нельзл возводить въ квадратъ. 
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получииъ ВД? —= АВ — 410%; а РС= АР-—АС; сл. Вб— 
—=А*—2АД. АС АС; поэтому Чер. 296. 
ВС*—В*-- А С*%—2АС. АГ. в 

Итакъ во всякомъ косоугольномъ 
треуг. хвадрать стороны, лежащей 
противьъ острало ума, равенъ сум- 
мтЪ квадратовь двуть друзить сто- 
ронь безь удвоеннаю произведенля 

основанля на отръзокъ ею оть вер- 
шины остраю ума 90 высоты. 7 

207. Выведемъ теперь выражеше для квадрата стороны, лежа- 
щей противъ тупаго угла А (чер. 297) треугольника АВ С.Изътреуг. 
ВСР имземь ВС— ВОС; 
изъ треуг. АВР имъемь ВО— Чер. 297. 
АВ"— 41%; РС=Ар+ АС; слёд. В 
0 0*—А1*-| АС. АД АС п | 
В С*—= АВ? — 41” -- А + 
--2 АС. АЛ-- АС*= А В*-- А С*-- 
--2АС.АД. Итакъ квадралъ сто- 
роны, лежащей противъ тупаю о ы 
ума треуюльника, равень суммъ квадратовь прочиль сторонь-|- 
удвоснное произведене основаная на отрьзока оть вершины ту- 

паю фла д0 высоты. 

208. Вообще, если углы треуг. будуть А, В, С; стороны, про- 
тиволежащя имъ,—а, Ь, с, а разстолне вершины уг. А оть осно- 
ван!я перпендикуляра, опущеннаго изъ В па сторону 6, будетъ рав- 
но 4, то а*—0*--с--264, какого бы вида ни былъ треуг., т. е. 
будеть ли онъ тупоугольный, остроугольный или прямоугольный. 
Дъйствительно, если уг. А тупой, то @ надо считать подожитель- 

нымъ; если А острый, то 4 отрицательное; наконецъ, если А пря- 
мой, то 4—0. 

Изъ предъидущаго видно, что если сторона треуг. лежить противъ 
остраго угла, то квадратъ ся будетъь меныше суммы квадратовъ про 
чихъ сторонъ; если она лежпть противъ прямаго угла, то квадратъ 
ся равенъ суммБ квадратовъ прочихъ сторонъ; наконецъ, если она 
противолежитъ тупому углу, то квадратъ ея больше этой суммы. 

Цоэтому и обратно — уюль треуь. будеть острый, прямой или 
тупой, смотря по тому, будеть ли квадрать противолежащей 

стороны меньше суммы квадратовь прочить сторонъ, равень этой 

сумм или больше ея. Эту теорему легко доказать по способу при- 
веденя къ нелфпости. ДЪйствительно, если напр. въ треуг. АВС 
(чер. 298) имфемъ а?<6?-4с?, то уг. А не можеть быть прямымт,, 
ибо тогда а*—5?--с*; онъ не можеть быть п тупымъ, потому что то- 

гда а*>53--с1; слЪд. уг. А острый. 
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909. Эта посяЪдняя теорема даетъ возможность по даннымъ ве- 
Чер. 298. личинамъ сторонъ треугольника судить о 
я томъ, будеть ли онъ прямоугольнымъ, ту- 

поугольнымъ или остроугольнымъ. 
а < Пусть напр. стороны треуг. выражаются 

числами 11. 15 и 12; возьмемъ квадратъ 

большей стороны и сравнимъ его съ суммой 
квадратовъ прочихъ сторонъ; 15% — 225; 

11*-{-12—121--144—265, слфд. 15%<113-{-12*; итакъ уголъ, ле- 
кащй противъ большей стороны, есть острый; проче углы слФд. 

и подавно острые; поэтому треуг. остроугольный. 
Треуг., котораго стороны суть 65, 63 и 16 будетъ прямоуголь- 

ный, потому что 65°—63* -|- 16%. Треуг., имБющий стороны 20, 16 
и 10 дюйм., будетъ тупоугольный, ибо квадратъ большей стороны 

(400) больше суммы квадратовъ другихъ сторонъ (356). 
210. Что ввадратъ стороны треуг. будетъ больше или меньше суммы 

ввадратовъ прочихъ сторов\, смотря по тому, лежитъ ли эта сторона 

противъ тупаго или остраго угла, можно вывести еще слфлующимъ 

образомъ. Возьмемъ треуг. АВС (чер. 299 и 300); чтобъ найти сторону, 
квадратъ которой былъ бы равенъ АС?-+ АВ?, надо изъ А возста- 
вить перпендикуляръ къ АС и отложить на немъ АД—АВ); тогда, 
сфединивъ Д съ С, получимъ сторону ШОС, квадратъ которой— 
—=АВ*-- А С°. 

Чер. 299. Чер. 300. 

А 

с 

Треуг. АДС и АВС имъють сторону АС общую, стороны АД 
и АВ раввыя; поэтому изъ третьихъ сторовъ ихъ та будетъ больше, 
которая лежить противъ большаго угла; слфд. сели уг. ВАС мевьшс 
уг. ДАС, т. е. если уг. ВАС острый (чер. 299), то ВС<ОСн 
В С*<0С* иди ВС*< АВА АС. 

Если же уг. ВАС больше уг. РАС (чер. 300), т. е. если уг. ВАС 
тупой, тт ВС>ОС и ВС*>0С* или ВС АВ-АС?, 

211. Наинменьиия изъ цфлыхъ чиселъ, могущихъ выразить стороны 
прямоуг. треугольника, суть 3, 4 и 5. Но кром$ этихъ чиселъ есть 

еще безчисленное множество другихъ, взаимно простыхъ, чиселъ, ко- 
торыя также могутъ выразить стороны прямоуг. треуг.; напр. 13, 5, 
12; 109, 91, 60; 113, 15, 112 вт. под. 

212. Зная три числа, могупая выразить стороны прямоуг. треуг., 
можно найти иножество другихъ зиселъ, которыя также могутъ пред- 
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ставить стороны прямоуг. треуг.; для этого стфитъ только первыя 
числа помножить на какое угодно число. Дфйствительно, если а, 6, с 
суть сторовы прямоуг. треуг., то треугольникъ, им ющ!Й стороны 
па, пб, пс, какъ подобный первому, будетъ также прямоугольный. 

213. Прамоуг. треугольники, стороны которыхъ выражаются ц$- 
лыми, взаимно простыми, числами, наз. рашональными или пива- 
юровыми, такъ какъ соотношене между сторонами прамоуг. треуг. 
впервые было открыто греческимъ ученымъ Пиеагоромъ. Треуг. , сто- 
роны котораго выражаются числами 3, 4, 5, наз. еиитетскимь, по- 
тому что свойство его сторояъ было извфстно еще древвимъ Египтя- 
намъ, и полагаютъ, что Пиеагоръ во время своихъ путешеств! 

ознакомился съ свойствомъ этого треуг. и тфмъ былъ наведенъ на 
открыт!е соотношен!я между сторонами всёхъ вообще прямоуг. треуг. 

214. Чтобы находить цфлыя, притомъ взаимнопростыя, числа, ко- 

торыя могли бы выразить стороны прямоуг. треуг., вадо опредфлить 
всЪ цфлыя значення а, 6, с, удовлетворяющ!я урав. а*—59-+-с3. Изъ 
этого урав. имфемъ с*—а*—6*—(а-{ 6). (а—6); или, положивъ а-|-6— 
— т, а— Б—п, получимъ с? = ти; т. е. произведене. ти должно 
быть полнымъ квадратомъ. Кромф того тп и т—п должны быть 

четными, потому что а—/, (т-Ёя) и 6—1, (т— п); сяк. если бы 
т- п или т— п быди нечетвыми, то а или 6 не могли бы быть 
Ц%лыми числами. 

Самый обпий видъ длл ти я, при которомъ тя представитъ пол- 
ный квадратъ, есть 77—1* я==/й?, гдф 1, К, № суть произвольных 
цфлыя числа. Но, какъ выше сказано, намъ необходимо, чтобы т-- 
и 7—я были четными. Для этого достаточно, чтобы одно изъ этихъ 

чисель было четнымъ; дфйствительно, если т--и=25, то т—и— 
—=21—2.—=2(х— п) есть также четное; если т—и=22, то т--п= 
—22--2и—тавже четному числу. 

Если т-п есть четное, то слфд. 12--* наи (--й*) должио 
быть четнымъ; а для этого нужно, чтобы или { было четнымъ или 
Е? №? было четнымь. Поэтому разлизаемъ здфсь два случая. 

1. Пусть 2 четное число, такъ что [-=24, гдЪ 4 произвольное ц+- 
лое число; тогда 7—1 —244?, и=24й? и слфд. 
а—\/,(т-п)—а (1-1); = (т— п) = 9(&* — 19), е=Ит"= 

— 24аЁВ. 
Такъ какт а, В, с лолжцы быть числа взапмно простыя, т. с. 

пссодержащия общихьъ множителей (кромф единицы), то въ предъиду- 

щихъ выражен!яхъ а, 6, С надо положить 4—1; тогда получимт, 

а—Аа--А? Б—[— 1?, с-ЭКЙ, ГА Ки Й суть произвольныя цфлыя 
числа. 

2. Положимъ. что /®-+-Й? есть четное число; тогда и /*—й? бу- 
деть также четнымъ. Но Д*— 1? (4-й). (#— 1); сад. АЙ н А— В 
также четныл, потому что если одно изъ нихъ четное, то и другое 
также. Положимь А--А—2, Х— И—25, гдф Ё и $ произвольных цф- 
дыя числа (такъ какъ Ки / также произвольныя цфлыя числа); тогда 

К—и- $; И—иЫ—ф5, и сд 
т—1к—1(1-1$)*; =? =К!—5)*; а потому 
а (ти) ЕЕКИ- 5%); 
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6—1; (т—п)— 1, (1-- $ — (#8) ]=25; 

е=Итп—КЕ+з) (Е—$)=КВ—з). 
Такъ какъ а, 6, с должны быть взаимно простыми числами, то 

полагаемъ 1—1; тогда а—Й-{ 5%; 65—25; с—й— 5%. 
Эти выражен!я совершенно одинаковы съ тми, которыя мы полу- 

чили въ первомъ случаф, съ той только разницей, что мфето В за- 
на10 С и наоборотъ. Тавимъ образомъ, чтобы три взанмнопростыхъ 
ц®зыхъ числа а, Би с представляли стороны прямоуг. треуг., бол\- 
шее изъ нихъ должно быть равно суммф квадратовъ двухъ произ- 
ВОЛЬНЫХ Ъ цзлыхъ чиселъ; одно изъ двухъ остальныхъ должио быть 

равно разности квадратовъ тфхъ же чиселъ, а другое — удвоенном\ 
произведеню ихъ. И дЪйствительно, если а — А -- й?, 6 — [2 — 1, 
с—2А№, то 

Бас — (4—1) (В) — 2-4 — 
АА -- 241—191) — а. 

Давая въ выражен1яхъь а, Бис различныя значешя и й, мы 
будемъ получать различныя числовыя величины для стороиъ ирлмоуг. 
треуг. Такъ если А—10, А—3, то а—=10%-+-3*—109; 6—10%—3*—91; 
с—2.10.3—60. 

И дЬЙствительно , 109%—91?-{ 60°. 
При А —8, №—7 получим а—113; 68—15; с—112; при А=3, 

—=2 будетъ а—13, 6—5, с—192, и т. под. 
Пиеагоръ далъ слфдующее выражене для сторон нрямоуг. трсуг.: 

а—!/. (+1); 6—1/,(&*—1); с=й. 
Это выражен!е получится, если въ нашихъ выражен!яху, для а, 6, с 

положить, что #—1, а К есть вечетное цфлое число. 
Если же въ тфхь же выражен!яхъь положить #—1|, а 2 —!, такь 

что { будетъ четное число, то получим 
з й 

«=(5) 1; ‚= ) —1; с—=. Это р\шеше принал- 

лежитъ Платону. 

215. Сумма кзадратовь двухь сторонь треу,. — удвоенноми 
квадрату лиши, соединяющей средину третьей стороны съ в'р- 

шиной противолежащиио ула,-- удвоенный квадрать половины 

третьей стороны. Возьмемъ треуг. АВС (чер. 301); соединиму 
Чер. 301. точку В съ средпной Г стороны .1С: 

в проведемь ВЕ | АС: тогда сторона ВС 
- будеть въ треуг. ВОС лежать противъ 

остраго угла, а сторона АВ въ треуг. 
АВ лежптъ противъ тупаго угла, и 
на осповани \& 206 и 207 получимъ: 

ВС—В1:1-1 (*—20С. РЕ 
"ВИ: с п _418*—В1-|- АГ? АШ. ОЕ. 
Е Сложивъ эти два равенства п замф- 

тивъ, что АР—ОС, получимь 
ВС А В?—2В0*--2 АП». 

А 
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216. Сумма квадразтовь всъть сторонь четыреуюльныев — 
сумм квадратовь еш дзалоналей-{-учетверенный квадрать лимуи, 
соединяющей средины долоналей. Пусть АВСГ (чер. 302) будетъ 
какой нибудь четыреуголь- 
никъ; Е и РЕ средины его Чер. 302. 
Магоналей ВО и АС; про- В 
ведемъ лини АЕ, ЕСи ЕЕ; с 
тогда изъ треуг. АВ и 
СВЬ по предъидущ. теор. 
будемъ имфть 
А В-|-- Ар*—2 А Ез--2 ВЕ"; 
С В1-- Ср*—0 012 ВР. 
Сложивъ эти два равенства, 
получимь АВ -- АД? -- 
-- СВ? - С1* = АЕ -- 
2 СЕ* - 4ВЕ*. 

Но изъ треуг. АЕС имЪемь АЕ*-|- С№=2АЕ*--3 ЕР"; слФд. 
2А Е 2СЕ*—4АЕ?--4ЕЕ*. А потому 

АВ АЛ СВ*-|- Ср-=4АЕ*--4ВЕ*-|-4ЕЁ*. 
—(2^Р)2-|-(2ВЕ)з + 4ЕЕ*— А С* -|- ВГ* -|- 4ЕЁ’*, что и тре- 
бовалось доказать. | 

Слъдстве. Въ параллелограмм® средины дагоналей совпадаютъ 
съ точкой ихъ пересъчения; стало быть ливя, соединяющая средины 
длагоналей, равна нулю, и потому сумма квадратовь НЫ дав 
параллелорамма-—суммъ квадратовь ею дгалоналей. Это легко 

также вывести и независимо оть предъидущей теоремы, а на осно- 
ванш лишь теоремъ $ 206 и 207. 

Пропорщ!ональныя лини въ круг%. 
217. Проведемъ (чер. 303) маметрь АВ и опустямъ изъ какой 

пибудь точки С окружности перпенди- Чер. 303. 
куляръь СО на АВ. Соединивъ точку 
С съ Аи В, получимъ треуг. АСВ, 
прямоугольный при точкЪ С; слЪд. 
но $ 202-му будемъ пфть 
Ар _Ср АВ_АС. 
со ОВ’ АС АБ’ 

перпендикулярь, опущенный изь ка-+ 

кой нибуфь точки окружности на 
Фламевтръ, естъ средняя тропорш- 

ональная между отутъзками фаме- 
тра; а хорда, соединяющая туже 

точку съ концомь даметра, есть 

средняя проморшональная между ицълымь аметромь и яриле- 
жащимь ею отръзкома. 

А о 

т. е. 
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218. Проведемъ въ окружности (чер. 304) двЪ хорды АВи СР, 
пересфкаюцщияся между собою въ 
точкЪ Е. Соединивъ точку А съ 

Си В съ О, получимъ подобные 
треуг. АЕС и ВЕГ (углы при 
Е вертикальные, 4—0) какъ опи- 
рающеся на дугу СВ). Изъ подо- 

Чер. 304. 

бя этихъ треуг. получимъ Е реуг. у Ес 

И Ъзокъ й хо =тТВ; т. е. отр$зокъ первой хор- 

ды такъ относится къ отрЪзку вто- 
рой, какъ отрфзокъ второй хорды 

относится къ отрфзку первой; слБД. дв пересъкающияся хорды 
дълятся на части, обратно пропорилональныя. 

219. Если черезъ точку Е (чер. 305) проведемъ кромф хордъ АВ 
Чер. 505. и СШ еще нЬсколько хордъ ЕС, 

ММ...., то по предъидущему будемъ 
иМЪтЬ 

АЕ _Ер АЕ _ ЕС АЕ_ЕМ 
ЕС ЕБ’ЕЕ ЕВ’ЕМ ЕВ’ 
откуда АЕ. ЕВ —= ЕС. ЕШ = 
—=ЕР.ЕС—=ЕМ. ЕМ—....; т.е. всЪ 
хорды, проходящЁя черезъ одну точку 
внутри окружности, дфлятся въ этой 
точкЪ такъ, что произведемя отрЪз- 
ковъ ихъ равны между собою, и слЪд. 
произведение отрЪзковъ пересфкающих- 

ся хордъ есть величина постоянная. 

рес: 220. Если хорды АВи СО 
(чер. 306) будутъ перпендикуляр- 
ны между собою, притомъ хорда АВ 
будеть даметромъ, то въ пропор- 

АЕ_ Е 

| ци 0— ЕБ 
А Е в дуть равны, ибо д!аметръ, пер- 

| пендикулярный въ хордё, ДЪ- 

среде члены бу- 

лить ее пополамъ; сл5д. СЕ 

будетъ средняя пропоршональная 
и) между АЕ и ЕБВ, что мы уже 

и доказали въ $ 217-мъ. 

221. Возьмемъ (чер. 307) точку А внЪ окружности и проведемъ 
изъ нея двЪ сфкушя АВи АС. Соединивъ точку О) съ С 



— 159 — 

и В сь Е, получимъ треуг. АВЕ ® АСр (уг. А общ, 
уг. В = С какъ опирающеся Чер. 307. 
на одну дугу ДЕ). Изъ по- 
доб1я этихъ треуг. получимъ 
АВ_ АЕ. 
я др;т е первая с$- 

кущая такъ относится ко вто- 
рой сЪкущей, какъ внЪшвий 
отрёзокъ второй относится къ 
внЪшнему отрЪзку первой; слЪд. 
двъ съкушля, выходящия изъ 

одной точки, лежащей внъ 
окружности, обратно пропор- 

шональны своим внъшнимь 

отртъзкамь. 

227. Если изъ точки А про- 
ведемъ (чер. 308) кромф АВ и 
АС еще нЪсколько сфкущихъ АР, АС...., то будемъ имфть 

АВ_АЕ АВ_АМ. АВ_АМ 
46—20: АР-АД, 46 АБ’ 

или АВ. АДР—АС. АЕ=АЕ. АМ=АС. АМ-....; т. е. вс 
сЪкущя, выходяция изъ одной вишней точки, дЪфлятся окруж- 

ностью такъ, что произведеше каждой сФкущей на ея внфшнй 
отрфзокъ есть величина постоянная. 

223. Если мы вообразимъ, что сфкущая АС (чер. 309) вра- 
Чер. 309. 

с 

Чер. 308. 
А 
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щается около точки А вправо, принимая послЪфдовательно положе- 
ня АР, АС...:, то ея внутреннй отрфзокъ сперва будетъ увели- 
чиваться, а потомъ станетъ уменьшаться (такъ Уб< МЕ), а внЪш- 
ий будетъ возрастать, и когда наконецъ сЪкущая обратится въ ка- 
сательную 40, то внутрений отрфзокъ обратится въ нуль, а внъш- 
в!Й будетъ равенъ касательной АО. Такимъ образомъ въ пропорщи 

АР для этого случая надо замфнить второй и трет члены 

черезъ 40; получинь =4с; Т. е. касательная есть сред- 

няя пропориональная между всею съкущею и ея внъшней частью. 

224. Теорему эту можно вывести и непосредственно. ДЪйствительно, 
соединивъ (чер. 310) 

В Хи Вьь О0, ш- 
лучимъ треуг. ВА Ос 

г РАО (уг. А общий, 
‚7 г. РОА = В как 

измфряющеся полови- 
ной дуги ОД); слЪд. 

АВ_ АО т 
ма. ЗЪ это 

=. Г. пропорщи  находимъ 
Ь ; АВ. АА 0; итакъ 

произведеше каждой 

сЪкущей ‚ выходящей 
изъ внЪшней точки, на внфшн!Й отрфзокъ ея равно квадрату каса- 
тельной, проведенной изъ той же точки. 

Вышеизложенныя теоремы о проиорщональныхь лишяхъ въ круг 
прилагаются къ рЬшеншю слБдующихъ задачъ. 

225. Между двумя данными прямыми а и ® (чер. 311) най- 
ти среднюю пропоригональную? Это можно сдЪлать тремя способами. 

1) На произвольной прямой откладываемь М№М=а, МРЕЬ: 
потомъ на к ах на аметрф, описываемъ полуокружность; 

ер. . 

—___ Чер. 312. 
Ъ 

м Ся и ор 
изъ М возставляемъь къ МР перпендикулярь №С; онъ и будетъ 
средняя пропорщюнальная между а и В ($ 217) 
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2. Беремъ (чер. 312) прямую ММ=—большей лини а; описыва- 
емъ на ней полуокружность; откладываемъ отьъ М часть МР; 
проводимъ РЕ | ММ; соединяемъ Е Чер. 313. 
съ М; ЕМ будетъ средней пропор - 
цюнальной между аи ($ 217). 

3) Налини ММ — большей яи- 
ми а (чер. 313) откладываемъ 
часть МР—5; потомъ на М№Р опи- 
сываемъ полуокружность; изъ М 
проводимъ къ окружности касатель- 
ную МО, которая и будетъ сред- 
няя пропорц. между а и ($ 223). =— 

226. Данную прямую линю АВ (чер. 314) раздълить въ 
крайнемь и среднемь отно- Чер. 314. 
щензи, т. е. раздфяить АВ 
на таюя двЪ части, чтобы 
большая часть была средней 
пропорцональной между всей 
линтей и меньшей ея частью *? 
Возставивъ изъ В перпенди- Е 
куляръ къ АВ, отложимъ на и. 
немъ часть ВО —=1, АВ; д 
изъ Ш радусомъь ДВ опи- м в 
шемъ окружность; изъ А проведемъ прямую АЕДЕ; на АВ оть 
А отложимъ часть А МАЕ; въ точкь М прямая А.В раздЪлит- 
ся въ крайнемъ и среднемъ отношени, и АМ будетъ больш от- 
рёзожъ ея. ДЪетвительно, по свойству касательной ($ 223) имфемъ 

АЕР_АВ 
АВ АЕ` 

относится къ своему послфдующему такъ, какъ разность членовъ 
втораго отношеня относится къ своему послЪдующему; слЪд. 

АВ АВ АЕ. Такъ хакъ АР=АЕ-- ЕГ-АЕ-|- АВ, то 

АГ АВ—=АЕ=АМ; АВ АЕ— АВ ̂ АМ— МБ; поэтому 
АМ _ МВ 
АВаАМ; " * АМ есть средняя пропорц. между АВи МВ. 

Но разность членовъ перваго отношеня 

227. Приведемъ еще алгебраическое ръшене той же задачи. Озна- 
чивъ линНю АВ (чер. 314) черезь а, а больший отр$зокъ ея че- 

* Если бы требовалось раздфлить лин!ю на так!я двф части, чтобы мень- 
шая часть была средней пропорщональной между всей лив1ей и большей 
частью, то эта задача быза бы невозможна, ибо тогда вся лин1я должна бы 
Рая Е къ меньшей части, какъ меньшая часть относится къ 
ольшей. 

11 



— 162 — 

резъ х, будемъ имфть — ‚ Или 2°—1*— 45; 21---45—а—0, 
х а—х ых 

® Га \а _ 

откуда 2—= —5= и я -На?, или == НУ (=)  а* 
2 2 2 

ит.—— 5 —=- ( 5 ==. Первая величина положительная, такъ 

а 

вакъ и (=) уе непремфнно больше -5_; поэтому она и 60- 

ставаяеть (5) на предложенную задачу, т.е. выражаетъ боль- 

шую часть лини АВ, раздЪленной въ крайнемъ и среднемъ отно- 

шенш. Чтобъ выразить на чертежь величину большаго отрЪзка, 

надо построить формулу я и аз. Для этого 

а \ : замЪтимъ, “У (5) -- а? представляеть типотенузу прямоуг. 

треуг., котораго катеты суть а и */,а; чтобъ построить этоть треуг., 
возетавимъ изъ В (чер. 314) кь АВ перпендикуяяръ и отложимъ 

на немъ ВО=!/.АВ; тогда АД= и (5) += Теперь, чтобы 

получить линю 2,, надо изъ АГ) вычесть '/за, т. е. '/, АВ; для 
этого изъ Д рамусомь ОВ опишемъ дугу, которая пересфчеть АД 
въ точкф Е; АЕи будеть-—х,; остается только на АВ отложить 

оть А часть АМ = АЕ. Такимъ образомъ мы пришли къ предъ- 
идущему построеню. 

Ч Е 
Второй корень 2. == —— и (>) а? есть количество отрица- 

тельное и не соотвЪтетвуетъ предложенной задачв. Но опъ все таки 
имЪеть геометрическое значен!е, которое мы обнаружимъ, если возь- 
мемъ задачу въ болЪее общемъ видЪ, а именно: 

На неопредъленной прямой даны двъ точки А и В (чер. 315), 
которылхь разстояще — а; найти на этой прямой такую точ- 
ку, чтобы разстояне ея оть А было средней пропоршональной 

между АВи разстоянлемь искомой точки оть В? Очевидно, эта 
задача должна имфть два рЪшеня : кромЪ точки М, которую мы 
уже нашли, должна существовать еще точка М,, такъ чтобы М, А бы- 
ла средней пропорщюнальной между АВ и М, В; этому то второму 
рьшеню и соотвфтствуеть величина т, ‚ и такъ какъ положение 
лини АМ, совершенно обратно положеню АМ (АМ вправо отъ 
А, а АМ, влЬво оть А), то величина 2, и должна быть отрица- 
тельной. Величину 2, легко построить такъ же, какъ мы строили 
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величину 2,. ДЪйствительно, ля АР = АД + ОЕ = 

Чер. 315. 

} 

| о— 

ри и а ое \ | р 

а И. о 

М; А м в 

к 

= и ( :) а -- 5 предетавляеть абсолютную величину выра- 

женя 2,; отложивъ влфво отъ 4 часть АМ,—=АР, опредфлимъ и 
самую точку М,. 

228. Изъ предъидущаго примфра мы видимъ, что иногда услове 
геометрической задачи дають таюя соотношен!я` между искомыми 
и данными, которыя возможно выразить уравнешями. РЪшая эти 
уравненя по извфетнымъ изъ алгебры правиламъ, мы получаемъ 
формулу, выражаюшую искомую величину черезъ данныя, и для 
р%шен!я задачи останется только построить эту формулу. 

Приведемъ нфеколько примфровъ на рфшеше геометрическахъ за- 

дачъ такимъ способомъ. 

Задача 1-я. Въ треуг. АВС (чер. 316) вписать параляело- 
граммъ такъ, чтобы онъ имфлъ съ треуг. общий уг. В, чтобы вер- 
шины параллелограмна лежали на сторонахъ треуг., и чтобы его 

Чер. 316. 

периметрь—2р? Пусть ВОЕЕ будеть искомый парахлелограммъ; 
положимъ, что ВЕ=т; ВО=у; АВ=е, АС=Ь, ВС — а; тогда 
по условию задачи будемъ имфть 25 -- 2у—2р.... (1). 

| 11* 
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ВС АВ а с 
Такъ какъ треуг. АВСс АЛЕ, то ТЕ-Ар’ „= ме 

откуда ас — ау—сх..... (2). 
Опредфливъ у изъ ур. (1) и подставивъ въ урав. (2), получимъ 

а(р —с 
ае—арат—ст, откуда 2=— —*. Такимъ образомъ мы опред ли- 

ли сторону х параллелограмма, совпадающую съ стороной ВС тре- 
угольника, а слЪД. можемъ построить и самый параллелограммъ. 

. т —с 
Изъ найденнаго для х выражения слЪдуетъ, что = 6; т.е. 

а а—с 

есть четвертая пропорщональная къ прямымъ зишямъь а, р—си 
а—с. Раздфливъ пополамъ прямую 2р и вычтя с изъ р, потомъ 
с изъ а, мы опредёлимъ лини р-^си а — с; затЪмъ, чтобы по- 
строить линю 2, откладываемъ оть В (чер. 317) на лини ВА 
часть ВИ—а—си ВМЬ—р-— с, точку М соеданяемъ съ С, а изъ 

Чер. 317. 

М проводимъ МК || №С; тогда ВК=—. Проведя КТ, || ВА и 
ЕН || ВС, получимъ параллелогр. ВКГН, который будетъ требуе- 
мый. ДЪйствительно, онъ имфеть съ треуг АВС общ уг. В, и 
вершины его лежать на сторонахъ треуг. Остается доказать, что 

периметръ параллелограмма—=2р. Мы видфли, что ВК— 9), 

изъ подобя же треуг. С.К и САВ найдемъ, что к ВЮ 
а 

сы], 0 (в—с) те или БЕ пе} = = ; сад. ВК + ГК — 

__а(р—с) _е@—®__ , (2—0 Са с) 
ав а ыы а—с 
2ВК-+2ГКЫ—9р. 

Чтобы задача была возможна, х должно быть положительнымъ; 
а это будеть въ такомъ случаф, если а >сир>с, или же если 
а<е и р<с. 

—е-+р—с—=р; а потому 
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Задача 2-я. Провести кругъ, который касался бы прямой АЗ 
(чер.318) въ точкё Ми 
ересЪ бы данный Чер. 318. пересфкалъ | А _м ы ы 

кругъь О такъ, чтобы 
хорда пересВчентя была 
равна д!аметру искомаго 
круга? Предположимъ, 
что задача рфшена и 

что- искомый кругъ есть 
С, а хорда пересЪче- 
ния его съ даннымъ кру- 
гомъ О есть НСКЬ— 
П1аметръ искомаго кру- 
га С. Соединимъ центръ 
О даннаго круга съ С 
и К, точку М съ Си 
проведемъ ОЕ, АВи 
СГ | ОВ. Положимъ 
ОВ=а, МЕ-Ь, СМ 
—= СК = т; ОК—». 
Тогда изъ треуг. ОСК, 

въ которомъ уг. С прямой (ибо лишя центровъ СО | къ и 
хордф НК), получим ОК? — СКз+- 00%, или 7—2 -- С0*; 
изъ прямоуг. треуг. ОСГ, найдемь С0%°01Т^-- СТА. Но 01— 
—=08-—ГЕ=ОВ—СМ=а—х; а СТ-ЕМЕВ=; слЪд. 

С0*—(а—<)*-{-5*, и потому т*—1-+(а—х)\--5*, или 
ар 

21—ах-ра--— г —0; У Валь о = 0; 

® С] то, з 

отсюда ==5 фе 4 ке и, ви 

И чат са 7—5 о 
== =у а Иа. 

р Г 
Чтобъ построить 2, постровиъ сперва я 5 “ ; Для это- 

7—3 эм а Оо 
го положимъ — т"; тогда уж — (11а) 

2 2 4 
будетъ представлять катеть прямоуг. треуг., котораго гипотенуза 
есть т, а другой катетъ ',а. Итакъ прежде надо постройть т. 

„2 7“— Е г 
Мы положнайя и — паи Зий—— 63; положимъ 20—и%; 

ь 
о ) 

тогда и —3— 6; стало быть п есть катеть прямоуг. треуг., кото- 
раго гипотенуза есть х, а другой катетъ 6. Для построешя ю, опи- 
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сываемъ (чер. 319) на лини АВ==г полуокружность п отклады- 
Чер. 319. ваемъ хорду А(С-—5; тогда СВ=я. За- 

тьмъ можно построить и т; такъ какъ мы 
положили 27т%—и* или т*-{-т—п*, то 
слЪд. т есть катетъь равнобедреннаго пря- 
моуг. треугольника, котораго гипотенуза 
есть я; чтобъ построить такой треуг., опи- 

. сываемъ (чер. 319) полуокружность на 
СВ, равной в, и изъ центра проводимъ къ С В перпендикуляръ; 

7—5 ай 

тога Ср—=рВ=т. Теперь можемъ построить 2 4 

= "1 ‚ для чего строимъ (чер. 320) прямоуг. треуг., ко- 

Чер. 320. тораго гипотенуза = т, а одинъ катетъ — 1/,а; 
пт, к другой катетъь этого треуг., который означимъ 

\ п п 

2 4` 
Такимъ образомъ 2='/.а--49, или 2,=—1/,а--4; 2.—'/,а-9. 
Поэтому для построешя 2, надо сложить \/;а съ а; а для постро- 
еня 2, надо вычесть 49 изъ '/.а, и сяфд. искомый радусъ СМ 

(чер. 318) будетъ равенъ прямой ЕР (чер. 321) или прямой 57. 

черезъ 4, и будеть равенъ 

Чер. 321. Для рЬшен!я задачи ос- 
--—_—-. тается изъ данной точки 
о 3 М прямой АВ (чер. 322) 
_——* возставить къ АП пер- 

5 — > пендикуляръ, отложить на 
Чер. 320. немъ часть МС— ЕЕ 

(чер. 321) и МО=5Т, 
и наконець изъ точекъ 
Си Ш радусами СМ п 
ШУМ описать круги. 
Оба эти круга удовлетво- 

ряютъ требованямъ зада- 

чи. ДЪйствительно, кругъ, 
описанный изъ С (чер. 
318) радусомъ СМ, пер- 
пендикулярнымъ кь 4 Ви 
равнымъ 
а 7—1 а 

ту = —, 
коснется АВ въ точкЪ 
М (ибо АВЕ СМ) и пе- 
рес четъ данный кругъ О 
по хорд НК, которая 
будетъь равна 2СМ. Для 
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доказательства этого втораго положення, соединимъ центры Оп С 
круговъ между собою и съ тозкою Н, одной изъ точекъ перес%че- 
зая окружностей этихъ круговъ; тогда получимъ треуг. ОСН. Про- 
ведя ОК Г АВи СГ {1 ОВ, получимъ 

5 ты ор=ов-Бт=оп— сми - НИ =) 

3—0 0 
=5 а — — и СТ—=МЕ-; но изъ треуг. ОСГ им%- 

емъ 0С*%—01Тл-- СТЛ, слЪд. 
а? 72—61 а? 7—6? а* а 

а “У” пар 
ре и ПР == ^Р- +7 чы....0) 

2 4 

Опредфлимъ теперь прямую СН; она есть ращусъ построеннаго кру- 

га; слЪд сен=5 + 
та 
—0-—ч; а потому 

а т— 6 м а 
от > 

7 а 79—53 

а и — 4 + а свое * (2). 

Сложивъ выражения (1) и (2), получимъ 
7 ль 

0 С: СН*— о) = и—фифыии—я. 

Но ирямая ОН =; слфд. ОС*+- СН? — ОН*; поэтому треуг. 
ОСН прямоугольный при С. Итакъ ливя центровъ ОС перпен- 

дикулярна къ рад1усу СИ построеннаго круга; а какъ другая точка 
К пересфченя окружностей обоихъ круговъ должна лежать на про. 
должени перпендикуляра НС къ ливши центровъ СО) и находиться 
отъ основашя С’ этого перпендикуляра на разстоянш, равномъ СН, 
то с1Ъд. КС-СН, и хорда НК пересфчевя обопхъ круговъ бу- 
деть даметромъ построеннаго круга. 

Точно такимъ же образоиъ можно доказать справедливость р-шеня 
2 и а 

и при рад!ус$, равномъ второму корню, т. е—5 - Е 

7—9 ам 
Чтобы задача была возможна, нужно, чтобы о тариЬЯ В былъ 

7—1? а? 
а 0; а для этого 

необходимо, чтобы 7*—\Ъ* было положвтельнымъ. Такимъ образомт, 

для ДЪйествительныхъ и неравныхъ корней пуфемъ два условия: 

величиной дЪйствительной, т.е. чтобы 



Первое услов!е требуетъ, чтобы х было больше 6, т. е. чтобы 
радгусъ даннаго круга былъ больше разстоямя МЕ (чер. 318) ме- 
Жду точкой прикосновеня М и основашемъ перпендикуляра, опу- 

щеннаго изъ центра С’ даннаго круга на прямую АВ. 
а* 

Второе услове даетъ 27* — 25 > а*, или 7* > 5 -|- а 

а1 : 
"> Ь -- у т.е, ращусъ даннаго круга дояженъ быть больше 

типотенузы прямоуг. треуг., одинъ катетъ котораго есть ® (МЕ 
на чер. 318), а другой катетъ-==катету равнобедреннаго прямоуг. 
треуг., построеннаго на гипотенузЪ а, т. е. на лиши ОД. 

Такъ какъ длина радгуса можеть выражаться только количест- 
вомъ положительнымъ, то задача тогда только можеть имфть ква 
р&шеня, когда 

а пм 4“ а _ 7—5 а а _ 7—5. 
ся В ПЕВЫО НР А а а Е 

41 > 71—69, сдЪд. 7 <а*--51; х<Уа*-Е5а, т.е. когда ращусъ даннаго 
круга меньше гипотенузы прямоуг. треуг., котораго катеты суть 
аи, т. е. лини ОВ п МЕ (чер. 318); иначе говоря, когда 
этотъь ращусъ меньше прямой МО. 

Задача будегь имфть одно рёшен!е, когда ПодхороннАя Везичи 

на въ выражеши х обращается въ нуль. Но если “> — = 

3 

—0, то и 5 5. ; т. е. въ этомъ слу- 

чаф радтусъ даннаго круга равенъ гипотенузз прямоуг. треуг., у 
котораго одинъ катетъ есть линя В или МЕ (чер. 318), а другой 
катетъ равенъ катету равнобедр. прямоуг. треуг., построеннаго на 
гипотенуз$ а, т. е. на лини ОЙ. 

229. Построене алгебранческихъ Формулъ. Посредствомъ 
извфстныхъ намъ до сихъ поръ геометрическихъ теоремъ мы мо- 
жемъ строить сл$дующия алгебраизескя формулы: 

1) = ас а+{е—[--..... Для построевя этой формулы, 
нужно начертить прямую лиию, равную суммЪ прямыхъ, выражае- 
чыхЪ числами 4, с, е....; потомъ прямую линио, равную суммЪ 
лин, выражаемыхъ числами 2, 4, {....; наконецъь начертать пря- 
хую. равную разности этихъ двухъ сумыъ. 

Ь г 
2). 2 = > . Изъ этой формулы находимъ сх —аЪ, или х: а= 

—А:с; т. е. х есть четвертая пропорщональная къ линямъ а, В, с, 
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и мы ее построить ум$емъ. Подобную формулу, именно 2——^——* ие), с) 

намъ пришлось строить въ первой задач предъидущаго 6. 
Ь з 

Когда а—№. то формула == ыы принимаетъ видъ ==“ › откуда 

д: а—4:с; т. е. д есть третья пропорщовальная къ лин!ямъ а ис; 
построить ее можно или начертивъ четвертую пропорщональную къ 
а, ис, или еще слёдующимъ образомъ: на с, какъ на даметр%, 
описать полуокружность; отъ одного изъ концовъ даметра отло- 
жить хорду=а; изъ конца хорды опустить на д1аметръ перпенди- 
вуляръ; отрфзокъ даметра, прилежащий къ хордЪ, будеть—х, ибо 

3 с [12 а 
по $ 217-му имфемъ =, слЪд. =. 

3) Формула х = Уа-ЕЬя представаяеть гипотенузу прямоуг. 
треуг., котораго катеты суть прямыя, выражаемыя числами а и 5; 
поэтому, отложивъ отъ вершины О прямаго угла АОВ на сторо- 
нахъ его части ОА — а, ОВ—Ь и соединивъ 4 съ В, получимъ 

прямую 4 В—=—У а* В. Когда а = Ъ, то 2=У а*-а* = У2а* 

—=@ 12; сад. 2=а И представляеть гипотенузу равнобедр. 
прямоуг. треуг., котораго катеть—а. 

4) Формула = а — 53 представляеть катетъ треуг., котораго 
гипотевуза=а, а другой катетъ—Ь. Для построенйя ея можно поль- 
зоваться двумя способами: 1) отложивъ на сторонф прямаго угла 
АОВ сть вершины его часть ОА — данному катету Ь, изъ точки 
А описать радусомъ а дугу, которая пересфчетъ другую сторону 
угла; если одна изъ точекъ пересфченя будеть С, то ОС и будеть 

искомымъ катетомъ. 

Или же 2) можно на АВ—а описать полуокружность, отложить 
оть А хорду АС — и соединить С съ В. 

Если подожимъ Ь — 2, то формула г=Уа*—6* приметъ видъ 2= 

—Уа* — 21, откуда 2'—а*—2*; 221—421; += УЕ формула эта 

выражаетъ слЪд. катеть равнобедр. прямоуг. треуг., котораго гипо- 

тенуза равна а. й 

5) Формула х —Уаь даеть 2—1 плиа: 2—2: 6; т.е. 2=Уа6 
представляеть среднюю пропорщональную между двумя прямыми, 
выражаемыми числами а и 6, и построеше ея намъ извЪетно. 

230. Возьмемъ нъсколько формулъ, болье сложныхъ, которыя 
можно построить, основываясь на формулахъ предъидущаго $. 

Ь.Ь.....6 
1. Чтобъ построить формулу и нА а, стронмъ спер- 



— 1710 — 

ь . 
ва 2—-_. а, какъ четвертую пропорщюнальную; потомъ строим 

ъ, ь. 
такимъ же образомъ 2—". 9, далЪе х, —= 2: 3... и такъ 

1 3 

далфе до конца. 

Отсюда слфдуетъ, что можно построить формулу 
Е) 

я = Е ыы .... Для этого стропиъ 2.—=°°; 
гы 53 ь 

== 555. с..., наконецъь х=2,-2.2.-... 

Вообще можно всегда построить алгебраическую дробь, у которой 
числитель и знаменатель суть произведения ращональныхъ множи- 
телей, притомъ въ числителЪ однимъ множителемъ больше, чЪмъ 
въ знаменатель, иначе говоря — можно построить рацюнальную 
алгебраическую дробь перваго измфреншя, а также и алгебраическую 
сумму тавихъ дробей. 

2. Возьмемъ формулу 

2—1 — 5--с8 — а --е3— 1-4 —1"..... 
Представивъ эту формулу въ видЪ 

=—=У(ачра-а-и--..)—(и-ра-рр-Еи-...), 
постренмъ сперва т, —= Уа-с*; потомъ т, = Ут Ре? = 
У аа, т, = Ут в =Ужата-р.._, наконець 
*—=умж-афери-..... Далфе строимъ *.= У5* - 91, 
я, — УЕ = УМ-НИИ...., в = Ум РЕ... 
Останется построить Ут?-- и, что мы уже умфемь сдЪлать. 

3. Формулу х = а у Ъ можно построить, подведя а подъ ра- 
с 

2} _ 2 И) а 
дикалъ; тогда ‘= — ; построив® 2, =`,, можемь постро- 

ИТЬ 2=У 2. 

4. Для построешя формулы 

р: Е 
#—- и = у +а1у4- т 

ее т строимъ сперва т —= И а*— 5, потомъ п = а у Тм 

формулу приведемъ къ виду У я? + ат. Затфмь, постронву 

р=Уат, получимъ х = Ур? —формулу, которую уже легко по- 
строить. 

Подобнымъ образом и мномя другя формулы можно привести 
къ такимъ видамъ, при которыхъ они легко могутъ быть построены. 

5. Покажемъ еще построеше корней квадратнаго урав. Возьмем 
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урав. 2'—а5-- 5—0, гдЪ а можеть быть положительнымъ и отри- 
а ай 

цательнымъ. Изъ этого урав. имфемъ == ее а. Дая 

построен1я этой формулы, на прямой (чер. 323) рЕ=а описываемъ 
полукругъ; потомъ возставляемъ изъ Чер. 323. 
Л перпендикуляръ къ ДЕ, отклады- 
ваемъ на немъ ДА —Ь; проводимь А _ М. Хх 
АММ|| ОЕ; изъ М опустимъ на ДЕ 
перпендикулярь МР. Соединявъ М 
съ центромъ С, получимь 

СРЕУ ИС — МР:= =Из ——ы. О РС Е 

Поэтому РЕ=СЕ-- СР=5 уе —$; ОДР-ОС- СР= 

= + ее Итакь РЕ и ОР будуть величины х. 

Возьмемъ квадр. урав. 2* — ах — 63 = 0; отсюда 

у ь 
= + 4 + 5. Для построешя х описываемъ (чер. 324) 

окружностьна ДЕ=а, какъ на даметръ; Чер. 324. 
возставляемь къ ДЕ перпендикуляръ 
РВ=>Ъ и проводимъ черезъ центръ О 
сфкущую ВМОМ; тогда ВО = 

в 

в, и МВ — | ы 

—=М№О + ОВ= +у и; к 

МВ=ОВ— 0М= мы а 
НГ. 

= ыы а? = (И 2+») 
Такимъ образомъ УВ и МВ предетавятъ абсолютныя величины т. 

231. Задачи на вычиеленге. 1. Въ треуг. АВС сторона АВ=8, 
АС—11, ВОС—=15 фут.; изъ точки О стороны АВ проведена 
РЕ] ВС; опредфлить АЕ и ОЕ, если А)=5 фут.? 

2. Въ треуг. АВС сторона АВ=21,1; АС—1",36; прямал 
ЛЕ отсъкастъ отъ этихъ сторонъ части ИР, 5и АЕ 12, 4. 
Въ какомъ положен находится ОЕ относительно ВС? 

3. Въ треуг. АВС сторова АВ—=21,7. АС—=15, 5; ВС=-29,16; 
уг. А раздфденъ пополамъ пряхо» А), пересфкающею ВС въ О; 
опредфлить ВО) и ОС? 
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4. Прямая АГ, дьлящая пополамъ уг. А треуг. АВС, дьлитъ 
противоположную сторону ВС на отрфзки ВО=63/, и РО—33/.. 
Опредфлить сторону АВ, если АС—9?/,? 

5. Периметръ треуг.—497/,.; а прямая, дфлящая пополамъ одинъ 

изъ угловъ треуг., длить противоположную сторону на отр%зки, 
равные 10 и 7!/,. Опредфлить стороны треуг.? 

6. Стороны треуг. АВС суть 14 ф. 6 дюйм., 19 ф. 6 д. п 26 ф. 
6 д.; меньшая сторона треуг. ас со АВС равна 4 ф. 10 д.; опре- 
двлить друг!я стороны абс? 

Т. Сторона треуг. равна 311/, ф.; прямая, параллельная ей, д%- 
литъ друпл стороны въ отношенш 3:4. Опредфлить величину па- 

раллельной? 

8. Стороны треуг. суть 4311/., д., 90°/.., 1031/, д.; прямая, па- 
раллельная первой сторон, проведена такъ, что отрфзокъ ея между 
двумя другимн сторонами равенъ 2°/; дюйм.; въ какихъ разстоян1яхъ 
отъ вершины противолежащаго угла пересзкаетъ она друг1я двЪ сто- 
роны треуг.? . 

9. Параллельныя стороны трапещи суть 13,2 и 17,6; одна изъ 
непараллельныхь сторонъ—7,7; иа сколько надо продолжить ее для 

того, чтобы она встр%тилась съ продолжен1емъ другой непараллельной 
стороны ? 

10. Периметры двухъ подобныхъ равнобедр. треуг. равны 255,4 
и 102,16; основав!е перваго на 30,648 больше основан1я хругаго; 

опредфлить стороны обоихъ треуг.? 

11. Сторовы треуг. равны 7\/,, 8%/, и 93/,; периметръ подобнаго 
ему треуг.—183/о` опредфлить стороны? 

12. Стороны треуг. АВС и сторопа подобнаго ему треуг. 4, В, С, 
равны 1) а=2 ф бд., 6—3 ф. 8 д., 4 ф. 6 д., а —1 ф. Зд.; 
2) а—10,08; 6—8,82; 71,14; с, —12,41. Опредфлить осталь- 
ныя стороны треуг. 4,В,С,? 

13. Въ треуг. даны: сторона а; высота №, опущенная на а, и 
разстоян!е р, въ которомъ находится отъ стороны а параллель къ 
ней. Опредфлить эту нараллель, если 1) а—19,2; #—17,6; р—=7,7?; 
2) а—8 дюйм. 8, 4 лин.; 1—7 д. 6,5 длин.; р—1 д. 3,5 лин. ? 

14. Въ треуг. дана сторона а и высота #, опущенная на нее, и 

проведена прямая, параллельная а; отрфзокъ этой прямой между сто- 

ронами треуг.—-т. Опредфлить разстоян!е этой параллели отъ @, если 

19—12. 14, 829) 90—62: 536 91? 
15. Въ треуг. АВС дано основане а, параллель къ а, равная 

т, и разстоаще р этой параллели отъ а. Опредфлить высоту, если 
1) а—18; т=8,6; р—14,1? 2) а=171/.;; т=83/,; р=12,315? 

16.  ®Вертякально поставлепный шестъ, котораго длина а, бросаетъ 

тфпь длиной 6; опредфлить высоту предмета, котораго т$вь въ тоже 

время ить сиу $, ? Р-шить ыы задет, г о а—5 $; — 

5—38/,; 5-19, 1666....? 4) а—8; 5—5, ь 13211? 
17. Въ треуг. вписанъ квадратъ такъ, что одна сторона его сов- 

радаетъ съ освованемъ, а двЗ противоположный вершины лежать на 
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сторонахъ треуг.; опредёлить сторону квадрата, если основан! е 
треуг.—24 ф,, в высота—20 ф.? 

18. Опредлить наименьш!Й размфръ въ вертикальномъ иаправлен{и 
и разстоян!е отъ пола вертикально-поставленнаго зеркала, въ ко- 
торомъ стояпИЙй передъ нимъ челов%къ, имфющ 2 арш. 4 верш. 
роету, видитъ себя во весь ростъ, если разстоян!е тлазъ его отъ 
пола—2 арш. 2 верш. ? 

Примъчаме. Въ слфдующихъ задачахъ до 80-й включительно а означиеть 
гипотенузу, 6 и с катеты прямоуг. треуг.; й—высоту, опущевную вв гишоте- 
нузу; ри 9—отрфзки гипотенузы, образованные высотой и призежаще въ 
угламь ВиС 

19. Найти а, р, 4, №, если 1) $5—=24, с—45? 2) $—3,6; с—4,8? 
3) $5—2,977; се—19,236? 

20. Найти с, №, р, 4, если а—7,09; 6—6,45 ? 
21. Найти 4, а, р, с, если 6—126,3; #—84,5? 
22. Найти В, а, 4, $, если с—12,14; р—8,13? 
23. Найти №, 6, с, а, если р—46,08; 4=35,28? 
24. Найти с, а, 4, 6, если р—1176; #—40332 ? 
25. Въ прямоуг. треуг. взята точка М, разстоян!я которой отъ 

Бис суть т ип; опредфлить разетоян!е М отъ а? 

26. Найти @, 9, с, если 5—24; р=14? 
27. Найти 6 ис, если а—=15; 6--с—20? Больше чего не можетъ 

быть 6-е? 
28. Найти 6, с, есля а—40, 6—с—10? 
29. Найти а, $, с, если а 5-1 с—100; #—=20? 
30. Найти а, Ь, с, если а 6-Рс—13, 2; а1-{-6-|-с*—60,5? 
31. По данной сторонз @ равносторонняго треуг. опред®лить вы- 

соту В и обратно по № найти а? 
32. Катетъ треуг.—17, 13 дюйм. и образуетъ съ гипотенузой уг. 

60°; опредфлить гипотенузу ? 
33. Сторона треуг.=27,24 и образуетъь съ основашемъ уг. 30%; 

опредфлить высоту треуг. ? 
34. Основане равнобедр. треуг.—0,234; а высота—0,123; опре- 

дфлить сторону? 
35. Основан!е равнобедр. треуг.—-—80, а сторона—41; опредфлить 

высоту? 
36. Сторона равнобедр. треуг.-—44,37; высота—30,6; опред$- 

лить основан!е? 
37. Основан!е Б равнобедр. треуг.—48, 17; а высота №,, опу- 

щенная на сторону @, равна 32, 44; опредфлить сторону а и высоту 

№ треуг.? 
38. Какого вида будетъ треуг., если стороны его равны 5*/,; 5 

и 21/,25; 21|, и 42? 3; 2; 2,175? 
39. Какого вида будетъ треуг., если стороны его равны 0,75; 

0,026; 0,748 ? 1,25; 1,04; 1,82? 42.9; 72,8; 84,5? 2,04; 2,12; 2,51? 
40. Въ треуг. АВС сторова а—=1,5; 65—0,8. Найти предфлы для 

стороны с, если 1) уг. С острый? 2) если уг. С тупой? 3) если 
уг. А острый ? 4) если уг. А тупой? 

41. РЬшить предъид. зад., полагая а—24,3; 6—20,8 ? 
42. Ръшить зал. 40-ю для а—0,461; 6—0,257? 
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43. Въ трет. АВС изъ вершины А опущена высота № ва а, 

при чемъ на 4 получились отрфзки: р, прилежащй къ уг. В, ина, 

прилежащй къ (С. Полагая ри 4 данными, найти предфлы для №, 
когда уг. А острый, и когда А тупой? 

44. По сторонамъ а, 6, с треуг. АВС опредфлить отрёзки, обра- 
зуемые на каждой изъ нихъ опущенными на нихъ высотами? Сдфлать 

вычислен!е 1) когда а—0, 465; 6—0, 645; с—0, 546? 2) когда 

а—56,3; 6—=41,5; 28,2? 
45. Въ треуг. АВС сторона а=13!/,, 5—18!/,, с=28; вычис- 

ить прямыа, соединяющия вершины угловъ съ срединами противо- 
положныхь сторонъ? 

46. Въ треуг. АВС дава точка Р на сторон @; вычислить АР, 
если 1) а—213; 6—178; с151; ВР—=150? 2) а=64,5; 6—53,7; 
<—46,5 и ВРЫ- 29,2? 

47. Основане треуг.—43!/,; а одна изъ прочихъ сторонъ, состав- 
ллющая съ основан1емъ уг. 60°, равна 31'/,; опредфлить отр%фзки 
основан!я, на которые раздфлитъ его высота ? 

48. Двф стороны треуг. равны 1!/, и “/,, а уг. между ними—60°; 
опред®лить третью сторону? 

49. ДвЪ стороны треуг.=2%/, и 2,1;а уголь между нима—120°; 
опредфлить третью сторону ? 

50. Въ треуг. АВС изъ точки Р, находящейся ва сторон* АВ, 
проведены параллели РД и РЕ къ сторонамъ треуг. ВС и АС. 
На какя части точка Р дЬлить сторову АВ, сели ДЕ|| АВ? 

51. Опредфлить стороны а и ® параллелограмма по периметру $ 

и высотамъ Й и й,? 
52. По длагоналямъ е и [ параллелограмма и сторонё а опредз- 

лить другую сторону 5? 
53. По сторонамъ а и В параллелограмма и д!агонали е опред$- 

лить д1агональ | ? 
54. По сторонамъ а, В, с, 4 четыреугольника и даговали е вы- 

числить д1агональ [, если 1) а—42,5; 6—39,3; с—32,5; а= 
—45,3; е—38.6? 9) а—196,23; 6 —1271,45; 32,5; а— 
—128,17; ег—116,28? 

55. По сторонамъ а, В, с, 4 трапещи, причемъ #||4 и 6>а, 
опредЪлить длагонали е, [и высоту №? 

56. По параллельнымъ сторонамъ В и @ транеши и магоналямъ 
еи [ опредфлить стороны а и с? 

57. По непараллельнымъ сторснамъ @ и с трапещи и длагоналямь 
е, [ опредфлить стороны В и а? 

58. Длагонали ромба 210 и 112; опредЪлить периметръ его? 
59. Длагональ прямоугольника — 68, а периметрь—184; опредф- 

дать стороны? 
60. Сходственныя стороны двухъ подобныхъ многоугольниковъ 

суть 31,5 п 6,3; а разность периметровъ ихъ—28. Опредфлить пери- 
метры? 

61. Дв$ сходственныя стороны двухъ подобныхъ четыреугольни- 
ковъ даютъ въ суму 5,6; а периметры ихъ равны 12,322 и 4,158. 
Опредфлить ихъ стороны? 
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62. Стороны пятиугольника суть 10ф., 16$. 8 дюйм., 9$. 2д., 
12 ф. бд,, 18 ф. 4 д.; периметрь 5-ка, ему подобнаго, равепъ 
131/, ф. Опредфлить стороны ? 

63. Периметры двухъ подобяыхъ мвогоуг. равны 27,71 и 3,26; 
а разность сходственныхь дагоналей—3/,. Опредфяить д1агонали ? 

64. Двф хорды разсфкаютъ другъь друга такъ, что части одной 
1,5 и 2,8; а одинъ отрёзокъ другой хорды равенъ 31/,. Найти дру- 
той отр%зокъ ? 

65. Отрфзки одной изъ двухъ пересфкающихся хордъ суть 25нб6; 
отношен!е отрЪзковъ другой—3/.. Опредфлить вторую хорду? 

66. Опредфлить величину хорды, отстоящей отъ центра на 6 саж. 

2 ф., если радусъ круга—17 с. 6 ф.? 
67. Хорда въ 36 дюйм. отстоитъ отъ центра на7!/, дюйм., опре- 

Д®лить радлусъ ? 
68. Одна изъ двухъ пересфкающихся хордъ-—16\/+ дюйм., а от- 

р%зки другой суть 6 и8,75 дюйм.; опредфлить отрфзки первой хорды? 
69. Въ кругБ радуса 3,7 дюйм. проведена хорда въ 5,92 дюйм.; 

опредфлить ея разстоян1е отъ центра? 
70. Хорда въ 18 дюйм. дфлитъ перпендикухярный къ ней рад1усъ 

такъ, что часть его, прилежашая къ центру, на 9 дюйм. больше 
тасти, прилежащей къ окружности; опредфлить рад1усъ? 

71. Въ круг проведена хорда—0,8 ф.; изъ одного конца ея про- 
ведень л1аметръ, а изъ другаго опущенъ на этотъ дмаметръ перпен- 
днкуляръ; д1аметръ раздфлился перпендикуляромъ на двф части, изъ 
которыхъ часть, не прилежащая къ хордф, равна 1,2 ф. Опред$- 
лить дламетръ и хорду, прилежащую къ данному отрфзку д!аАметра? 

72. Опредфлить д!аметръ круга, если хорда, проведенная изъ его 

конечной точки, равна 36 дюйм.; а перпендикуляръ, опущенный изт, 

конца хорды на д!аметръ, дфлитъ его на отрфзки, которыхъ раз- 
ность равна 6 лдюйм.? 

73. Изъ конца д1аметра проведены двЪ хорды—въ 24 и 45 дюйм.; 
изъ концовъ хордъ опущены на д!аметръ перпендикулары; опредфлить 
дламетръ и отрЪзки его, прилежапае къ хордамъ, если разность между 
этими отрфзками —15 дюйм.? 

74. Точка внутри круга отстоить отъ центра на 41/, фут.; а хор- 
да, проведенная черезъ нее, дфлится въ этой точкф на дв части, 

равныя 5''/); и 3!!/; ф. Опредфлить ражусъ круга? 
75. Изь двухъ сфкущихъ одна — 7,2 дюйм., з внфшийЙ отр$фзокъ 

ея — 1,6 дюйм.; опредфлить другую сфкущую, если ея визшый о1- 

рфзокъ — 2,4 дюйм.? 

76. Одна изь двухъ сфкущихъ — 5,225 верш., а часть ея внутри 
круга — 4,425 верш. Опредфлить другую сфкущую, если внфшняя 

часть ея ча 1,6 верш. больге внутренней? 

77. Рамусъ круга — 3 ф. 5 дюйм.; изъ точки, отстоящей на 4 
ф. 11 дюйм. отъ цептра, проведена сфкущая, которая длится окруж- 

ностью пополамъ. Опредфаить длину сфкущей? 

78. Изъ точки виБ круга проведены касательная и сфкущая; ка- 

сательная — 1,8 дюйм., а внъшей отрфзокъ сзкущей — 1,2 дюйм. ; 
опредфлить длину всей сЪкущей? 
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79. Изъ точки вн круга проведены касательная и сфкущая; с%- 
кущая — 5,4; а внфша отрфзокъ ея — 0,6. Опредфлить длину 

касательной? 
80. Изъ точки вн круга проведены с$кущая и касательная; сумма 

ихь — 22,95; внфшняя часть сфвущей на 3,5 меньше касательной. 

Опредёлить сЪкушую и касательную? 
81. Изъ точки вн круга проведена черезъ центръ его сфкущая, 

виЪшн:й отрфзокъ которой — 5, и касательная — 8,5; опредфлить 

радлусъ? 
82. Если наблюдатель находится ва высотф одной версты надъ 

землею, то рад1усъ видимаго имъ горизонта — 110 верстамъ; опре- 

дВлить радусъ земли? 
232. Доказать теоремы: 1. Прямых, выходящ!я изъ одной точки, 

разсфкаются двумя параллелями на части пропорц1ональныя. 
2. Если на прамой АВ отложить отъ А части АС и АД во 

одному направленю и изъ получевныхь точекъ Си Ш провести по 

одну сторону АВ дв паразлельныя между собой лини СЕ и ОЕ, 
находящяся въ такомъ же отношен!и другъ въ другу, какъ АС и 
АХ, то конечныя точки Ен РЁ’ этихъ параллелей лежать на одной 
прямой съ А. Тоже будетъ и въ томъ случаЪ, если отрфзки АС и 
АД отложить въ разныя стороны отъ А, а параллели изъ Си Д 
провести по разнымъ сторонамъ АВ. 

3. Прямая, дфлящая пополамъ внёше!Й уг. при вершин% А треуг. 
АВС, пересЪкаетъ противоположную сторону ВС въ точкф Д, раз- 
стоян1я которой ВО и СШ отъ остальныхъь вершивь Ви С отно- 
сятся какъ стороны, прилежащия къ этимъ разстоян1ямъ. 

4. Составить и доказать теорему, обратную предъидущей ? 
5. Въ прямоуг. треуг. 1) квадраты катетовъ пропорщшональны при- 

лежащимъ отрфзкамъ гипотенузы, образованнымь высотою; 2) квад- 
ратъ катета относится къ квадрату гипотенузы какъ прилежащй от- 
р%зокъ гипотенузы къ цфлой гипотенуз$. 

6. Если въ треуг. одна изъ высотъ есть средняя пропорщюональная 
между образуемыми ей отр$фзками соотв$тствующей стороны, то уголъ, 

изъ вершины котораго она выходитъ, — 90°. 
7. Если въ треуг. какая либо сторона есть средняя пропорцональ- 

вая между одной изъ прочихъ сторонъ и прилежащимъ отрфзкомъ 
этой послфдней, образовавшимся отъ проведен!я соотвфтствующей ей 

высоты, то уголъ, изъ вершины котораго выходитъ высота, — 90°. 
8. Если въ равнобедр. треуг. продолжить основан!е въ обЪ сто- 

роны, на продолженяхъ отъ конечныхъ точекъ отложить боковыя 
стороны, и полученныя такимъ образомъ точки соединить съ верши- 
ной, то сторона образовавшагося новаго равнобедр. треуг. будетъ 
средняя пропорщональная между его основавмемъ и стороной дан- 
наго треуг. 

9. Два треуг. подобны, если имфютъь по равному углу и если 

высоты, опущенвыя на стороны, заключающя эти углы, пропор- 
цюнальны. 

10. Два треуг. подобны, если им$ютъ по равному углу при осно- 
винш, и если основан1я ихъ пропорщюнальны высотамъ, 
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11. Если въ остроуг. треуг. АВС провести дв$ высоты: ВД АС 
и СЕ1 АВ, то, озвачивъ точку пересфчен:я высотъ черезъ (), бу- 
демъ имфть: ЕО. ОС—=ВО.00; АВ.ЕА—АС.АШ; АО. СО—= 
— ВО. Ор; АЕ. ЕВ=СЕ.ЕО. 

12. Прамал, соединяющая основан1я двухъ высоть остроуг. треуг., 
отсфкаетъ треуг., подобный данному. 

13. Если въ треуг. опустить высоты на двф стороны и изъ осно- 
ван!я каждой высоты опустить перпендикуларъ на сторону, соотвфт- 
ствующую другой высот$, то прямая, соедпняющая основан!я этихъ 
перпевдикуляровъ, будетъ параллельна третьей сторонф треуг—ка. 

14. Если изъ конечныхъ точекъ какой либо сторовы треуг. про- 
вести прамыя, составлающ!а раввые углы съ двумя другими сто- 
ронами, то верхайе отрфзки этихъ лрямыхъ будутъ обратно пропор- 

цюнальны нижнимъ; а стороны, къ воторымъ проведены эти ирямыя, 
будутъ обратно пропорщопальны свонмъ отрфзкамъ, прилежащемъ къ 
общей верщин$. 

15. Если въ двухъ треугольникахъ, имфющихъ общее основан!е и 

раввыя высоты, провести прямую, параллельную основан!ю, то от- 
рфзки этой параллели, заключенные въ треугольникахъ, будутъ равны 
между собою. 

16. Если въ треуг. АВС изъ вершины А провести двЪ прямых, 
пересфкающия противоположную сторону подъ углами, равными углу 
А, то получатся два треуг., подобвые даявому. Когда эти двЪ пря- 
мыя могуть совпасть? 

17. Если въ треуг. АВСи ШЕЕ уг. А = уг. Рау. В-- 
-+ уг. Е= 180°, то стороны. заключаюция углы Сп ЕЁ, находятся въ 
одинакомъ отношен!и въ обоихъ треуг. 

18. Въ прямоуг. треуг. сумма гипотенузы и высоты, опущенной 
на нее, больше суммы катетовъ. 

19. Если на сторон ВС треуг. АВС построить квалрать ВСЕ, 
такъ чтобы онъ быль ввЪ треугольника, потомъ соедииить точки Др 
и Е съ вершиной А, изъ точекъ пересфчевя Ёи С этихъ ливй 
съ стороной ВС возставить перцендикуляръ къ ВС до пересфчен!я 
съ двумя другныи сторонами въ точкахъ Ки Г, и соединить эти 
послфдвйя, то фигура РСКГ будетъ квадратъ. 

20. Если изъ точки, взятой на одной изъ сторонъ треуг., провести 
параллели къ двумъ другимъ сторонамъ, то произведен!е этихъ га- 
разлелей будетъ равно произведен!ю тфхъ отрфзковъ двухъ другихъ 
сторовъ, которые прилежатъ къ первой сторон$. 

21. Если въ треуг. АВС провести прямую ОЕ! ВС и ел во- 
нечныя точки Ди Е соелинить съ вершинами Ви С прямымп аи- 
вями, то эти прямыя пересЪкутсл въ такой точкЪ (0), что, соединивъ 

ее сь А прямой АО и продолживъ до пересфчешя съ ВС въ точёЪ 
Е, мы врямую ВС раздфлиитъ пополамъ. 

22. Средивы параллельпыхъь сторовъ трапещя, точка пересЪфчев1я 
непараллельныхъ сторонъ и точка пересфчев1я д1агоналей лежать на 
одной прамой линш. 

23. Прямыя, соединяюния средивы сторонъ треуг. съ тершанахи 
противоположньхъ угловъ, пересфкактсея въ одной точкЪ, притомъ 

12 
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такъ, что часть каждой прамой, прилежащая къ углу, вдвое больше 

другой ея части. 
24. Соединивъ средины сторовъ треуг., получимъ треуг., подобный 

данному; стороны его будуть половины сторонъ данваго; притомъ 
лини, дБзашия пополамъ углы въ обоихъ треугольникахъ, совпадаютъ. 

25. Если два подобные паралчелограмма наложить другъ на друга 
такъ, чтобы у нихъ совпали равные углы и дв сходственвыя сто- 
роны, заключающия эти углы, или тавъ, чтобы эти углы сдВлались 
вертикальными, то вершины противолежащихъ угловъ расположатся 
ва одной прямой съ совпавшими вершинами. 

26. Если изъ какой либо точки Р дагонали параллелограмма опу- 
стить перпендикулары на стороны, выходашла изъ общей съ д1аго- 
налью вершины, то эти перпенхикуляры будутъ обратно ипропорцю- 

нальны сторонамъ параллелограмма. 
27. Составить и доказать теоремы, обратныя предъидущей? 
28. Если изъ точки Е на сторон$ ВС параллелограмма АВСО 

провести ЕЁ || сторовё АВ параллелограмма ин точку Е соединить 
съ А, то лини ЕЕРи АЕ пересфкутъь дагональ ВШ въ точкахъ 
Н и С твкъ, что ОН: ВН=ВН: НС. 

29. Если черезъ точку, взятую на х1агонали параллелограмма, про- 
вести прямую, пересфкающую вс стороны параллелограмма, то отр$зки 
этой прямой между д1агональю и двумя ближайшими сторонами отно- 

сятся кавъ отрфзки между д!агональю и сторонами, параллельными 
двумъ первымъ. 

30. Если черезъ точку, взятую на д!агонали параллелограмма, про- 
вести параллели къ обфимъ неравнымь сторонамъ его до встр$чи съ 
противоположными сторонами, то образуется новый параллелограимъ, 
подобный данному, и одна д1агональ этого параллелогр. сливается съ 

той д1агональю даннаго, на которой взята точка, а другая парал- 
лельна другой д!згонати даннаго параллелограмма. 

31. Лин!я, параллельная основанию трапещи, дфлитъ непараллель- 

ныя стороны ея на части пропорцональныя. 
32. Если трапещю пересфчь лившей, параллельной основан!ю, то 

части этой лин!и между д!агоналями и непараллельными сторонами 
будуть равны между собою. 

33. Если въ равнобедренной трапещи д!агойаль равна большему 
основан!ю, то каждая изъ непараллельныхъ сторонъ есть средняя 
пропоршональная между большимъ основав1емъ и разностью между 
основан1ями. 

34. Разность квадратовъ двухъ сторонъ треуг. — удвоеяному про- 
изведен!ю третьей стороны на разстоян!е отъ средины этой стороны 
до основан!я перпендчкуляра, опущеннаго на нее изъ вершины про- 
тивоположнаго угла. 

35. Произведен!е двухъ сторовъ треугольника=—квадрату прямой, 
дфлящей пополамъ угодъ между ними, сложенному съ произведевнемъ 
изъ отрфзковъ третьей стороны, образованныхъ ливней, дфлящей по- 
поламъ угозъ. 

36. Если а, 6, с суть стороны треуг., р его полупериметръ, #{ — 

лин1я, дфлящая поноламъ уг. А, то [= НУ ве 
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37. Если въ треуг. АВС (черт. 325) проведем произвозьвую 
прзмую ОЕ, отсфкающую Чер. 325. 
отъ каждой стороны его 

два отрёзка: отъ АВ — 
отрфзкни АД н ОВ, отъ 
ВС—отр\зки ВЕ ин ЕС 
и отъ АС—отрфзки АРи 
СЕ, то произведен!е трехъ 
отр$фзковъ, не имфющихъ 
общей вершины треуголь- 
вика, равно произведению 

остальныхъ трехъ отрЪ3з- Ра \ 
ковъ; т.е. АД.ВЕ. СЕ— В \ 
—=ЛВ.ЕС.АЕ. \ 

38. Нращых, соединаю- 
щя сходственныя вершины 
двухъ подобныхъ многоуг. 

РирР,, которыхъь сход- А 
ственвыя стороны парал- т 
лельны, пересфкаются въ `Е 
общей точк О, наз. центромь подобя. 

39. Если средиву С дуги, соотвфтствующей хордв АВ, которая= 
рад1усу, соединить съ конечвыми точками Ви 0) маметра ВД, вы- 
ходящаго изъ общей съ хордой тозки В, то радтусъ будетъ средней 
пропорщональной между прямыми ВС и СО. 

40. Двф, взавмно-перпендикулярныя хорды, выходапия изъ одной 
точки окружности, разсфкаются каждымъ д1аметромъ на части про- 
порцтональныл. (Одна изъ хордъ должна быть продолжена до пере- 
сЪченя съ д1аметромъ). 

41. Если изъ точки пересфченя А двухъ касательныхъ къ кругу 
АВ и АС провести къ нему сфкущую АДЕЕЁ, то квадратъ отрфзка 
АЕ этой сфкущей, заключеннаго между точкой пересёчен!я и хор- 

дой, соединяющей точки касан1я, равенъ квадрату касательной безъ 

произведен!я отр$фзковъ сфкущей, заключенныхъ внутри круга. 

42. Если черезъ точку, взятую на общей хорд двухъ пересфкаю- 
щихся окружностей, провести въ каждой овружности по хордф, то 
произведен1я отрфзковъ этихъ хордъ будутъ равны. 

43. Если прямая раздфлена въ крайнемъ и среднемь отношен!и, 
то разность между цфлой прямой н большимъ отрфзкомъ больше раз- 

ности между отр$зками. 

44. Если лия АВ раздфлена въ точкф С въ крайнемь и сред- 
немъ отношенн, такъ что АВ:ВС — ВС: АС, и если продолжить 

ее за точку В на разстояше —= ВС, то увеличенная тТакимъ обра- 
зомъ лия будеть въ толк В раздфлена также въ крайнемъ и 

среднемъ отношенш. 
45. Еели меньшую часть лин!и, разд$ленной въ крайнемъ и сред- 

немъ отношен!и, отложить на большей части, то эта послвлняя раз- 
ДВаится таБже въ крайнемъ и среднемъ отношев!н. 

46. Если прямыя АВ и АС нересфкаются въ точкф А и если на 
нихъ находятся таыл точки ОД и ЕЁ, что отр5зьи АД и АЕ обратно 

12% 

„т 
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пропорщональны прямычь АВи АС, то точки В, С, О, Е ае- 
жатъ па окружности. 

47. Если центрь О, одного изъ двухъ пересфкающихся круговъ 
лежитъ на окружности другаго и изъ 0, во второмъ кругв прове- 
дева хорда 0,4, то рад1усъ перваго круга есть средняя пропорц?о- 
нальнал между всей этой хордой и отрфзкомъ ея О, В, заключен- 

нымъ межъу 0, и общей хордой СЛ. 
48. Если черезъ точку касаня двухъ круговъ провести прямую, 

перес$кающую охружности обоихъ круговъ, то части ея внутри кру- 
товъ будутъ обратно пропорщоназьны рад!усамъ. 

49. Общая внфшняя касательная къ двумъ, касающимся извн$, 

кругамъ ссть средняя пропорщшональная между ихъ д!аметрами, 
50. Сумма квадратовъ отр$зковъ деухъ хордъ, пересфкающихся, 

подъ прямымъ угломъ, равна кватрату д!аметра. 
51. ОиредЪфлать геометрическое м$сто точекъ, въ которыхъ пря- 

мыя, проведенныя изъ точки Л/ къ прамой АВ, длятся въ отно- 
шени т:”т? 

52. Опредфлить геометр. м$сто точекъ, въ которыхъ прямыя, за- 

ключенныя между двумя параллелями АВ и СДО, дёлатся въ отно- 
шени 2%: м. ? 

53. Если между сторонами угла провести произвольную прямую, 
разд®лить ее въ отвошея 7%: 7 и соединить точку д®лен!я съ вер- 
шиной угла прямой лин!ей, то эта лин!я будетъ геометрическимъ м$-. 
стомъ точекъ, въ которыхъ прямыя, параллельныя первой произволь- 
ной прямой, раздлятся въ отношени т: п. 

54. Опредфлить теометр. мЪ$сто точекъ, дфлящихъ въ отношен!и: 

т: п прлмыя, провеленныя изъ точки Р къ окружности О? 
55. Опредфлить геометр. мзсто точекъ, которыхъ разстоян!я отъ. 

двухъ пересфкающихея прямыхь АВин АС находятся въ отноше- 
жи м: м? 

56. Геометр. мВсто точекъ, сумма квадратовъ разстояш!й которыхъ, 

отъ двухъ дапныхъ точекъ В и С равна постоянной величин® А, 
есть окружность, пм$ющая центромъ средину ЛД прямой ВС, соеди- 

р] 
нлющей дапныя точки, а рад1усомъ “-— ВР. 

51. Геом. м$5сто точекъ, разноёть квадратовт разстолв!й кото- 

рыхъ отъ двухъ дапныхъ точекъ равна постолнной величин% х*, есть 
периендикуляръь къ прямой ВС, соединлющей точки Ви С, воз- 
ставленный пзъ точки Е, разстояше которой отъ средины 1) прямой В С 

к? 

2ВС` 
58. Дана окружность О и на ней точка 4; опредЪлить геом. мЪсто 

точекъ такого свойства, чтобы сфкушйя, проведенныя изъ нихъ въ 
точку А, п внфшв!е отр$фзки ихъ имфли средней пропорц!ональной 
данную прямую т ? 

233. Задачи на построен!е. 1. Раздфлать прямую АВ на дв% 
части вт отношеши т: п? 

2. Раздьлить прямую АВ на части, пропорщюпальныя прямымъ 
т, п, р, 4? 

равно 
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3. Раздфлить прямую АВ на двЪ части такъ, чтобы другая дан- 

чая прямая т была мелду ними средней пропорцщ!ональной ? 
4. Раздфлить прамую АВ нз так1я дв части, чтобы другая дан- 

заа прямая 9 была средвей пропорщональной между всей АВ н 
одной ея частью? 

5. Раздфлить прямую АВ на так1я лвф части, чтобы сумма квад- 
фатовт этихъ частей раваллась квадрату данной прямой т? 

6. Раздфлить прамую АВ на так!я двЪ части, чтобы развость 
жвадратовъ ихъ ‘равнялась квадрату данной прямой т ? 

7. На продолжен прямой АВ найти такую точку, чтобы прамая 
%% была средней пропорщональной между разстояп]ями этой тозкм отъ 

4 и В? 

8. Продолжить прамую АВ такъ, чтобы прямая т была средней 
пропоршональной между АВ и ея продолжен1емъ ? 

9. Продолжить прямую АВ такъ, чтобы данная прямая 7 была 
<редней пропорщональной между продолженной АВ и ея первона- 
чальной длиной ? 

10. Раздфлить прямую АВ на так]я дв части, чтобы одна изу, 
зихъ была средней пропорщюональной между другой частью и данной 
прамой 7 

11. Построить двЪ прямыя, зная ихь сумму $ и средиюю про- 
порц!овальную между ними т (иначе говоря, зная ихъ произве- 

деше т?)? 
12. Построить дв прямыя, зная пхъ разность 4 и среднюю про- 

порц. между иными 97 ? 
13. Построить дв$ прямыя, которыхъ квадраты относятся какъ 77%: 8? 

14. Построить двз прямыя, которыя относились бы какъ квадраты 

данныхъ прямыхъ аи 6? 

15. Раздфлить данную прямую АВ на тав:я дв части, чтобы 
квадраты ихъ отвосились какъ 7: п? 

16. Раздфлить прямую АВ на дв такя части, чтобы овф отно- 
<ились какъ квадраты данныхъ лин! ? 

17. Черезъь точку М, находящуюся внутри или вн% угла ВАС, 
провести прямую такъ, чтобы она пересфкала стороны угла и чтобы 
1) отр$зки ея, заключенныя между точкой М и сторонамн угла, 

относились какъ т: 9? 2) часть прямой между сторонами угла отно- 
силась бы къ олному изъ своихъ отрфзковъ какъ т: п? 

18. Черезъ точку М провести къ сторонамъ уг. ВАС сфкущую 
такъ, чтобы 1) отрфзки сторонъ угла относились какъ т: п? 

2) часть сфкущей между сторонами угла относилась къ одному изъ 
отр$фзковъ сторонъ угла какъ т: п? 

19. Даны двф параллели АВ п СЛ, разсфченныя прамой ЕС, 
и точка 1; провести черезь М прямую тавъ, чтобы она пересфкла 
вс$ три лини и чтобы отрфзки ея между параллелями находились въ 

отношении т: п? 

20. Нз прямой А В построить паразлелограмыъ съ угломъ 7% при точк® 

А тавъ, чтобы прямая, соединяющая средины большихъ сторонъ его, 
раздфлила паразлелограммиъ на два, подобныхъ ему, параллелограмма? 
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21. Черезъ точку 2 внутри круга провести хорлу такъ, чтобы 
она въ этой тозЕЪ дёзилась въ отвошенни тж: п? 

22. Въ круг№ проведены лва радуса ОА и ОВ; построить хор- 
ду, которая 1) дБлизась бы этими радусами на трн равныя частв? 
2) длилась бы этими радусахи такъ, чтобы ввутренняя ел часть 

относилась къ каждой изъ вафшинхъ какъ 2:70? 

23. Отложить въ круг$ хорду=—а такъ, чтобы разстояя!и ея отъ 

точекъ Ми М, на окружвости круга находились въ отпошен1н 20:7%? 
24. о въ вругЬ О хорду такъ, чтобы она пересфкала д!- 

зметрь АВ подь угломъ @ и въ точкЪ перес&ченя дфаилась въ от- 

вошеви т: п? 
25. Черезъ данвую точку А провести прамую, проходящую черезъ 

точку пересфчен1я прямыхь ВС и ДЕ, не продолжая этихъ пря- 
мыхъ до пересъчения ? 

26. Вписать квахратъ въ данный треуг. АВС (т. е. построить 
квадратъ такъ, чтобы дв его вершины лежали на одной сторов$ 

треуг., а дв друмя на двухъ остальвыхь сторонахъ треуг.)? 
27. Вписать въ треуг. АВС прямоугольникъ, подобпий данному 

@НКГ, (см. звд. 26)? 

28. Данъ уг. ВАС н точка Р между его сторонами; построить 
треуг., подобвый данному треуг. ОДЕЕ, притомъ такъ, чтобы одна 
вершнна его находилась явь Р, а дв% другя на сторовахт, угл.? 

29. Данъ треуг. АВС и точка Г) на его сторовф ВС: постро- 
ить треуг. такъ, чтобы овъ быль подобенъ данному треуг. ММО, 
и чтобы одна вершина его находилась въ 1), а двз другя на осталь- 
выхъ двухъ сторонахъ треуг. АВС? 

30. Построить треуг. по основан!ю 6, противолежащему углу В и 
отношен!ю 72: ® двухь прочихь сторопъ? 

31. Къ двумь кругамъ провести общую касательную? 
32. Описать окружность такъ, чтобы опа прохо‹ила черезъ дв% 

ханвнхъ точки А и Ви касалась даввой ирвмой СО? 
33. Описать окружность такъ, чгобы она проходила черезъ дав- 

выя точки А и 1 и касалась данной окружности С? 

34. Описать окружность такъ, чтобы ова проходила черезъ дан- 
ную точку А и касалась двухъь дапныхъ прямыхъь Л/№Ми РО? 

35. Описать окружность такъ, чтобы она касалась двухь данныхъ 

прямыхь АВ и АС и данной окружности „7? 
36. Описать окружносгь такъ, чтобы она проходила черезь точку 

А и касалась двухь данныхъ окружностей? 
37. Описать окружность такъ, чтобы она проходила черезъ точку 

А и касалась окружности +] и прямой ВС? 

38. Описать окружность тавъ, чтобы она касалась прямой. РО и 
окружностей Аи В. которыхъ радусы В инт? 

39. Описать окружность, которая каеалась бы къ тремъ окруж- 
ностямь А, В, С, воторыхь радусы 7,, т, 7, ? 

40. Описать окружность, которая бы проходвла черезъ точки 
А я В я пересфкала данвую озружноеть С такъ, чтобы общаь 
хорда была равна прямой а? 
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41. Провести окружность такъ, чтобы она проходиза черезъ точки 
А и Ви пересфказа данную окружность С’ по ея дмаметру ? 

42. На давной хугф АВ найти такую точку, чтобы данная прямая 
ф быза средней пропорщональной между разстоян!ями этой точки 
отъ концовъ дуги? 

43. Въ данный кругъь О вписать равнобедренный треуг. такъ, 9то- 
бы сумма основав!я и высоты его была—давной прямой а ? 

44. На давной прямой ММ найти такую точку, чтобы сумма раз- 
стоянЙ ея отъ двухъ данныхъ точекъ А и В равнилась прамой $3? 

45. На прамой ИМ найти такую точку, чтобъ разность разстоя- 
в! ея отъ двухъ давныхъ точекъ А и 13 равнялась пряиой 4? 

46. Построить такой треуг., чтобы стороны его были параллель- 

вы тремъ даннымъ прямымъ АВ, СЛ, ЕЁ, и чтобы вершины треуг. 
находились на данной окружности О? 

47. Построить такой треуг., чтобы одна сторона его проходила 

черезъ данную точку М, друмя стороны были параллельны давнымъ 

прямымь АВ и СО, а вершины его находились бы на данной 
окружности О? 

48. На билмардв, иифющемъ видъ круга, помфщеяъ въ точкВ А 
шаръ; какой путь онъ долженъ пройти, чтобы, отразившись два раза 
отъ борта, возвратиться на прежнее свое мЪсто? 

49. Построить такой треуг., чтобы одна сторона его проходила 

черезъ точку А, другая черезь В, третья была параллельна данной 
прямой СО, и чтобы вершины треуг. лежали на ланной окружностн 0? 

50. Построить такой треуг., чтобы одна сторона его проходила 
черезъ точку А, другая черезъь В, третья черезъ (7, и чтобы вер- 
шины его лежали ва данной окружности О? 

51. Черезъ точку А, лежащую внВ окружности, провести с$ку- 
щую такъ, чтобы она дфлилась окружностью въ крайнемь и сред- 

немъ отношени, и притомъ часть ея внутри круга была большей 

частью? 
59. Построить среднюю пропорцюнальную между двумя прямнымил 

на основанши теор. 8-й & 232? 
234. СаБдующя задачи рфшить, ссставивъ уравнев!я и построивъ 

р%&шев!я этихъ уравнев!й: 

1. Въ прямоуг. АВС провести паразлели ко всфиъ сторояамъ 
въ олинакихъ оть иихъ разстояняхъ, такъ чтобы периметръ по-у- 
ченнаго новаго прямоуг.—2р ? 

2. На пряхой АВ дана точка (С; опредфлить на АВ точку Х 
такъ, чтобы АС: АХ=АХ: АВ? 

3. На прямой АВ лана точка (С: опредёлить на АВ точку Х 
межлу А и С такъ, чтобы АХ" ВХ. СХ? 

4. Къ сторовь АВ параллелограмма АВСО провести параллель- 

ную ЕЁ такъ, чтобы ова магоналями паралзелограмма раздфлилась 
на три части, изъ коихъ каждая внфшвяя относится къ внутренвей 

КаБЪ %:92 
Въ треуг., котораго стороны суть АВ=е, АС=, ВС—а, про- 

вести ХУ|| ВС такъ, чтобы 5) ХУ=У6? 6) АХ=СУ? 
7) ВХ+-СУ—т? 8) ВХ—СУ—т? 9) АХ: ХУ ХУ: АВ? 
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10) ХУЗ—АХ. АС? 
На прямой АВ даны двЪ точви Си ЛД; найти ва АВ между Си 

ХТ такую точку Х, чтобы 11) АХ: ВХ—=СХ: ОХ? 
12) АХ: ВХ=ШОХ,: СХ? 13) АХ: — СХ—ВХ—0Х*? 
14) АХ С Х—В ХХ? 
15) Черззъ вершину А треуг. АВС проведена прямая || ВС. 

Найти на пей такую точку Х, чтобы перпендикуларъ, опущенвый 
изъ Х на ВС, быдъ средней пропорцювальной межлу перпендику- 
лярами, опущенными изъ Х на двф проч1я стороны треугозьника? 

16. На той же пряыой (см предъид. задачу) найти такую точку 
Х, чтобы перпендикуляръ, овущенный изъ нея на АВ, быль сред- 
вей пропорцюняльной между перпепдикулярами, опущенвыми на про- 
ч1я двё стороны? 

17. Черезъ точву А, данную вн окружности О, провести сЪ- 
кущую такъ, чтобы она окружностью раздфлилась пополамъ? 

18. Въ ромб6 АВСЬ на сторонахъ его отложить отъ двухъ про- 
тивоположныхь вершинъ равныя части такъ, чтобы полученныя при 
этомъ четыре точки были вершинами квадрата ? 

19. Построить равнобедр треуг. по даннымъ перпендикулярамъ 
В иЛ,, опущеннымь на основане н сторояу изъ вершияъ противо- 
лежащихъ угловъ? 

20. Построить равнобер. треуг. по периметру 2р ивысотЪ №? 
21. Построить прямоуг. треуг. по катету си 1) суммё а--0= 

или 2) разности «а—6—4 гипотенузы и другаго катета? 
22. Въ конечной точёв В д1аметра АВ проведена къ кругу ка- 

сательная; опредфлить на ней такую точку Х, чтобы сумма касатель- 

ной ХВ и вифшняго отрЪзка сфкущей, проведенной изъ Х черезъ 
центръ круга, равнялась данвой прямой а ? 

23. На той же касательной (см. зад. 22) найти такую точку Х, 
чтобы разность между касательной ХВ и ваъшнимъ отрфзкомъ с%- 
`кущей, проведенчой черезъ центръ круга, была равна а? 

24. На прямой АВ найти такую точку Х, чтобы сумма квадра- 
товъ разстоявЙ ея оть двухь данныхъ точекъ Ми М равнялась 

квадрату прямой $? 
25. Черезъ точку, даняую на лин! центровъ двухъ круговъ 

О и 0,, провести с$кущую къ обопыъ кругамъ такъ, чтобы образу- 
емыя ею хорды въ обоихъ кругахъ были равны? 

26. На маметр АВ въ круг О даны точки Ми 2, въ оди- 
накомъ разстоян!н отъ центра; найти на окружности О такую точку 

Х, чтобы радусъ былъ ередней пропорщональной между разстояв!- 

ями этой точки оть Ми 11,2 
27. Въ треуг. АВС провести прямую ХУ || ВС такъ, чтобы 

ХЕ: ВС—=ВХ: АХ? 
28. Данъ квадратьъ АВС); построить такой равносторон. треуг., 

чтобы одна вершина его вахедилась въ вершин 4 квадрата, а дв 
друг1я вершины лежали на сторонахъ квадрата? Опредфлить значе- 

#16 вгораго корня? 
29. Въ вруг$ О дана хорда АВ; продолжить ее такъ, чтобы ка- 

сательпая, проведенная изъ конечной точки продолжен!я, равнялась 6? 
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30. Постропть прямоуг. треуг. по гипотенуз$ а и 1) сумм% квте- 
товъ 6--с—5 или 2) разности ихъ 5-—с—а? 

31. Данъ ввадральъ АВСО, котораго сторова—@; начертить та- 
кой квадратъ, чтобы его сторона — прямой 6, а вершины его лежа- 
ли на сторонахъ даннаго квадрата ? 

32. Дань кругь Он въ немъ дламетрь АВ; изъ конечной точки 
его проведена къ кругу касательная ВС. Описать окружность такъ, 
чтобы центръ ея лежалъ на овружностн О, притомъ чтобы она про- 

ходила черезъ точку А н касалась лини ВС? 
33. На прямой АВ — а опредфлить точки Хи У тавъ, чтобы 

ВУ была въ п разь больше АХ и чтобы ХУ: АХ—ВУ: АВ? 
34. Построить такую равнобедренную трапецю, чтобы основаще 

ея—6, высота-—й, а проч!я три стороны были равны между собою? 

ГЛАВА УШ. 

Многоугольники, внисанные въ кругъ и описанные 

около него. 

235. Возьмемъь на окружности (чер. 327) нЪеколько точекъ 
Я. В бе. и соединимъ нхъ прямыми линями; тогда получимъ 
иногоуг. АВСШЕ, который наз. вписаннымь въ кругъ. 

Если на окружности (чер. 328) взять нЪсколько точекъ и про- 
вести черезъ нихъ касательныя, то оть пересфчевия этихъ касатель- 
мжыхъ образуется иногоуг. АВ СДОЕС, ваз. описаннымь около круга. 

Чер. 327. Чер. 328. 

а А 

р 

.. с 
`Цтакъ мноюуюльникь наз. вписаннымь в круь, если ею вер- 

ацины лежать на окружности п ел$д. стороны суть хорды этого 
круга, и описаннымь около крун, если вс стороны ею касаются 

этою крыма. Поэтому описать круз около мноюуз. значить оти- 

сать такую окружность, чтобы она прошла черезь вст верши- 

зы даннаю мноюу+.; < вписать круз 93 мною. значить на- 
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чертить такую окружность, которая касалась бы всъхь сто- 

Рон» мноюуюльника. 

Такъ какъ окружность вполнф опредфляется положенемъ трехъ 
ея точекъ ($ 82), то очевидно, что обЪ предъидущия задачи не 

всегда возможны. Раземотримъ иъфкоторые случаи, въ которыхъ онЪ® 
возможны. 

236. Околе всякаю треуь. можно описать круь, и притомь 

только одинь, потому что вершины треуг. не лежать на одной пря- 

мой лини; а черезъ такя три точки ($ 82) можно всегда описать 
окружность, и притомъ только одну. Для этого надо двЪ стороны треуг. 
раздьлить пополамъ и изъ срединъ ихъ возетавить къ вимъ пер- 
пендикуляры ; точка пересфченя этихъ перпендикуляровъ будетъ 
центромъ; а прямая лишя, соединяющая центръ съ одной изъ вер- 
шинъ треуг., будеть радусомъ круга, который пройдетъ черезъ 
всф вершины треуг. 

Легко видЪфть, что для остроуг. треуг. центръ описаннаго круга 
лежитъ внутри треуг.; для тупоуг.—внЪ его; для прямоуг. треуг. 
центръ находится на срединЪ гипотенузы. 

237. Во всякий треу. можно вписать круз, и притомь 

зполько одинъ. Чтобъ вписать кругь въ треуг. АВС (чер. 329), 
раздфлимъ пополамъ два угла 
треуг., напр. Аи С; лини АО 
и СО, дБлящя пополамъ эти 
углы, непремфнно пересЪкутся, 
потому что сумма угл. Аи С, 
какъ сумма двухъ угловъ треуг., 
меньше двухъ прамыхъ; а сухма 
ихъ половинъ, т. е. ОАО-- 
ОС, и подавпо меньше двухъ 
прямыхъ; углы же ОАри ОСР 

суть внутренние односторонне для линй АО и СО, переЪченныхъ 

третьей лишей АС. Точка О и дудетъ центромъ. ДЪйствительно, 
опустивъ изъ () перпендикуляры на стороны треуг., нолучимъ треуг. 
А0)—=АОЕ и С0ОО=СОЕ, пбо каждая пара треуг. пмфеть 00- 
щую гипотенузу п по равному острому углу; слфд. Ор—=ОЕ= ОЕ. 

Поэтому окружность, описанная изъ О рамусожь ОД (изи ОЕ, 
ОЕ), коснется сторонъ треуг. въ точкахъ Ш, Е, Е. Окружность 
эта можетъ быть только одна, ибо прямыя АОи СО пересфхаются 
только Въ одной точк$ О, и пзъ этой точки на каждую сторону 
треуг. можно-опустить только одинъ перпендикуляръ. 

Если соедипить точку Осъ В, то получимъ треуг. ОВЕ=ОВЕ, 
ибо они имфютъ общую гипотенузу ОВ и по равному катету ОР 
и ОЕ; изъ равенства этихъ треуг. слЪдуеть равенство угловъ 
ОВЕ и ОВЕ; поэтому прямая ОВ дълитъ уг. В пополамъ. Отсю- 

Чер. $29. 
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да заключаемъ, что ини, дъаящеёя узы треуь. пополамь, пере- 
съкаются всь въ одной точкъ. 

Впрочемъ эту теорему можно доказать и другимъ образомъ (см. 
3 143 зад. 65). 

238. Во всякомь, вписчянномь въ кру, четыреуюльникь сумма 

противоположныхь у1ловь—2. Дъйствительно, уг. А (чер. 330) 
измфрлется половиной дуги ВСХ, а 
уг. С — половиной дуги ВАД; дуги 

же эти составляютъ въ суммф цфлую с 
окружность, поэтому сумма ихъ поло- 
вИНЪ—150°, и слфд. уг. А-Руг. С= 

—24, а потому и В+ = 24, такъ ‚. 
какъ сумма всфхъ угловъ въ четыре- 
угольникЪ=—44. : 

Отсюда сяфдуетъ, что круз можно 
описать около такою четыреуюльни- 

ка, вь поторомь сумма противолежа- А 

тихь учовь—24.Положимъ напр., что въ четыреуг. АВ СХ (чер.330) 
уг. А-уг. С=24., а сад. и В+ Ш=24. Проведемъ окружность 
черезъ точки А, В, С; тогда эта окружность пройдетъ и черезъ 
точку ДР, потому что если бы мы допустили, что точка Л будетъ 
внутри окружности или внЪ ея, то сумма уг. Да В была бы 
больше пли меньше 24. 

Такимь образомь кругь можно описать около прямоугольника, 
около равнобедренной трапеши и около неправильнаго четыреуголь- 
ника. углы котораго удовлетворяютъ условю предъидущей теоремы. 

239. Выведемъ еше свойство вписаннаго четыреугольника. 
Во веякомь вписанномь четыреуюльникю произведене дгаю- 

налей равно суммь пронзведенй противоположныхтъ сторонь го. 

Для доказательства, въ угль ВДА четыреугольника АВСО (чер.331} 
отложимъ часть ОрА=уг. ВОС: 
тогда треуг. ВОС © ОБРА. ибо 
уг. х = какъ опирающеея на 
дугу СР, п углы при Р равны 

ВО _АР 
И 

Треуг. ВОДА ® СРО. ибо уг. 
т—=т какъ оширающеел на лугу 

РА; уг. Сро= ВОЛ катъ со- 
стоящие изъ общаго угла ВРО и 
двухъ равныхъ угловь СОВи 

, 
ОРА; сафд. ао . Шзъ 

выведенных двухъ пропоршй полузимъ: 

Чер. 330. 

В 

Чер. 331. 

по отложешю; елЪ 
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Вр. 4А0—=ВС.АО 
и ВШ.С0=ВА. СО 

Сложивъ эти равенства, найдемъ 
ВО (40 С0)=ВС.АО-ВА. СФ, паи 

Вр. АС=ВС. АП- ВА. СШ. 
Эта теорема наз. Птоломеевой. 

240. Во всякомь описамномь четыреуюльникъ суммы проти- 
воположныхь сторонъ равны между собою. Соединивъ центръ 0 
(чер. 332) съ точкой А и съ точками касашя Ми М, получимъ 
треуг. АОМ—=АОМ, ибо у нихъ гипотенуза АО общая и ОМ = 
—ОМ; слы. АМ = АМ. Точно также докажемъ, что ВМ — ВР: 
до=: ОР; С9—=СМ. Сложивъ всф эти равенства, получимъ 

Ам Вм+109-С9=АХ- ВРЕОР{- СМ, 
или АВ--РС=АС-+ ВО. 

Обратно: хру можно вписать в0 всяюй такой четыреуюль- 
никъ, въ которомь суммы противоположныхь сторонь равны меж- 

ду собою. Положимъ, что въ четыреуг. АВСШ (чер. 333) АВ-- 
--2С=АрО- ВС. Опишемъ окружность, касательную къ тремъ 

Че}. 332. Чер. 333. 

‘сторонамъ четыреугольника ДА, АВ п ВОС (для этого надо толь- 
ко раздЪлить пополамъ углы ДАВ и АВС); окружность эта не- 
премфнно коснется и стороны СД. Для доказательства, употребимъ 
способъ приведешя къ нелЪфпости. Положимъ, что окружность ие 
коснется прямой СЛ; тогда изъ Г) можно будетъ провести къ окруж- 
‘ности касательную, напр. ДЕ; поэтому четыреуг АВЕГ будетъ 
описаннымъ около круга О, и по предыдущей теоремЪ будемъ 
имфть АВ-- ФЕ АО -| ВЕ. 
Сложивъ это равенство съ неравенствомъь Сд<РЕ-+-ЕС, получимъ 

АВ-+РЕ--Ср<др-+ ВЕ-РЕ-ЕС, 
или АВ--Ср<АО--ВС, что противорфчать условю. 

Такимъ образомъ окружность О непремЪнно коснется стороны СД 
и сл$д. будеть вписана въ 4-къ АВСО. 

Изъ параллелограммовъ кругь можно вписать въ ромбъ и въ 
‘хвадратъ. 
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зи. Около всякаю правильнаю мноюуюльника можно опц- 

сать и вь нею вписать окружность. Путь АВСЬЕЕ (чер. 384) 
есть правильный многоугольникъ; раз- 
дЪливъ пополамъ два угла его, напр. 
Аи В, ланями АО п ВО, мы по- 
лучимъ въ пересЪчени этихъ ливй точ- 
куО, которая будетъ находиться въ рав- 
номъ разстояши отъ всфхъ вершинъ 
многоугольника. ДЪйствительно, со- 
единивъ О съ С, получимъ треуг. 
АОВ—=ВОС, потому что у нихъ сто- 
рона ВО общая, 4 В=ВС какъ сто- 
роны правильнаго многоуг.: уг. т==и 
какъ половины уг. В; слЪдовательно 
н 4А0—С0. Но 4А0—=ВО, потому что треуг. АВО равнобедрен-. 
ный, такъ какъ уг. ж==р какъ половины равныхъ угловъ; сл. 
всф три лини 40, ВО, СО равны между собою. Подобнымъ об- 
разомъ докажемъ, что 40 —=ЛО....; елЪд. если изъ О радусомъ 
ОА описать окружность, то она пройдеть черезъ всЪ вершины 
многоугольника. | 

Стороны АВ, ВС, СШ...., будучи равными хордами описаннаго 
круга, должны равно отстоять оть центра О; слЬд. перпендикуля- 
ры, опущенные на нихъ изъ центра, будуть равны между собою. 
п если изъ О радтусолъ, равнымъ одному изъ этихъ периендику- 
ляровъ, напр. 02, описать окружность, то она коснется вефлЪ. 
сторонъ многоуг. АВСШЕЕ въ ихъ срединахъ и слфд. будеть 
вписана въ этотъ многоуг. 

Радусъ виисаннаго круга наз. а700?мою многоугольника. 
Общий центръ описаннаго и вписаннаго круга наз. центромъ пра- 

вильнаго многоугольника; онъ равно отстоитъ отъ вефхъ вершинъ 
и оть вефхъ сторонъ многоуг., и въ немъ сходятся всф периен- 

дикуляры, возставленные изъ срединъ сторонъ многоуг., и вс$ ли- 
нш ‚ ДБляция пополамъ углы многоугольника. Такамъ образомъ 
для отыскания центра прав. мног—ка надо или возетавить перпен- 
дикуляры изъ средпнъ двухъ непараллельныхь сторонъ многоуг., 
или раздфлить пополажь два угла его. 

212. Угломъ при центрЪ правильнаго мног—ка наз. уголь, об- 
разуемый рад!усамп описаннаго круга, проведенными въ двЪ смеж- 

+4 
ныя вершины мног—ка, напр. уг. АОВ (чер. 334); этоть уг.= г 

Чер. 334. 

ГДЬ п число сторонъ мног—ка; такъ для шестпугольника онъ — 

п, 4—=60°; для 10—ка=36° ит. под. Такъ какъ выражев!е — 

будетъь болфе { при я=3 и равно 4 при и=4, то слЪд. во всъть- 
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правильныхь мноюуюльникахть, кромь только треуь. и квад- 

фата, цемтральные узлы будуть острые. 

Такъ какъ сумма внутревнихъ угловъ мног—ка равна 24 ("—2), 
ГДЪ ” — число оторонъ, то каждый внутреный уголъ правильнаго 

2а 2 (2) 2) : 
мног—ка равенъ — ̂ ^ —^. Уголъ при центр прав. мн-—ка слу- 

жить дополнешемъ ы двухъ прямыхъ внутреннему углу его; ДЪй- 
4а 24(*я—2) 

ствительно, первый равенъ за второй а 

24(п—2) _ 44а--2ап—4а 
ЕВ п 

Мы видфли, что всЪ прав. мног., кромф треуг. и квадрата, имфютъ 

центральные углы острые; поэтому внутренне углы во всфхъ прав. 
мног.. кромЪ треуг. и квадрата, будуть тупые, и величина внутрен- 
чяго угла возрастаеть съ увеличенемъ числа сторонъ; такъ важ- 
дый уг. прав. 6—ка—120°; уг. 10 —ка—=144°; уг. 100 —ка—=176°, 4 
и т. под. 

243. Чтобы вписать въ кругъ правильный п —угольникъ, надо 
раздфлить окружность на я равныхъ частей. ДЪйствительно, поло- 

жимт, что окружность (чер. 335) въ точкахъ А, В, С... разиф- 

лена на я равныхъ частей; тогда, 
соединивъ послфдовательныя точки 

а дфленя А, В, С... прамыми АВ, 
ВС, СО..., мы получимъ многоуг. 
съ равными сторонами, ибо эти 
стороны будуть хорды, стягиваю- 
щ{я равныя дуги. Углы этого мно- 
гоугольника будуть также равны 
между собою, ибо окружность раз- 
дьлена на » равныхъ частей, и 
каждый уголъ измфряется полови- 
ной дуги, содержащей я — 2 та- 

кихъ частей (напр. для 5 — ка 
1) Го с ь р 

и : половиной трехъ пятыхъ ролей ок- 

ружности, т. е. каждый уголь —108°.). 

241. Если мы черезь тьже точки дълешя А. В, С.... прове- 
демъ касательныя, то отъ пересфченя ихъ получится описанный 
многоуг. А, В,С,О,Е,. Этоть многоуг. будетъь также правильнымъ. 
Дъйствительно, треуг. АА, В=ВВ, С=0С,0—...., ибо сторона 
АВ—=ВС—=Ср-—... и углы, лежаще ва этихъ сторонахъ, равны 
какъ измЪряющиеся половинами равныхъ дугь АВ, ВС, С0....; 
<1Ъд. углы 4А,,В,,С,.... описаннаго многоуг. будуть равны между 
<0бою. Сверхъ того вс треуг. ААВ, ВВ,С, СС,0.... равно- 
бедренные; с1Ъд. АА,—А,В, ВВ, В, С....; изъ равенства же 

; сложЖивъ же 

— 24а. 
4а 

эти выражешя, получимъ —_ - 

Чер. 335. 

ь - 
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треуг. слвдуеть. что А,В=ВВ,, В, С=СС....., т.е. А, В= 
—'/4,В,, В,С=1,В,С,....; во эти половины равны, слЪд. и 
А,В,—=В,С,—=С,О,=.... Итакъ многоуг. 4,В,С,О,Е, ниЪетъ 
равныя стороны и равные углы. 

245. Если въ окружность вписанъ прав. »— угольникъ АВС... 
(чер. 336), то можно описать прав. Чер. 336. 
многоуг. того же числа сторонъ, раз- А- М В 

дЪливъ дуги АВ, ВС.... пополамъ р 
{для чего надо опустить на хорды 
АВ, ВОС.... перпендикуляры изъ 
центра) въ точкахь М, М, Р.... и 
проведя черезъ эти точки касательныя. 
Дъйствительно, такъ какъ точки М, 
М, Р..., очевидно, дЪлятъ окружность 
на п равныхъ частей, то многоуг. 
А.В, С.Л...... будеть правильный. 

Замфтимъ, что вершины соотвфтственныхъ угловъ многоуг. вписан- 
наго и описаннаго, напр. Ви В,, находятся на одной прямой лини 
съ центромъ О. ДЪйствительно, треуг. ВОН=ВОК, слЪд. лишя 
ОВ дЪлить уг. В вписаннаго многоуг. пополамъ; а изъ равенства 
треуг. ОМВ, и ОМВ, слЪдуетъ, что лия ОВ, длать уг. В, 
описаннаго многоуг. пополамъ; углы же Ви В, равны между с0- 
бою, такъ какъ оба многоуг. правильные; стало быть лини ОВ и 
ОВ, совпадаеть, т.е. ОВВ, есть прямая линия. 

246. Изъ сказаннаго заключаемъ: 
1. Если можно вписать въ кругъ правильный многоугольникъ, то 

можно и описать около круга правил. многоуг. того же числа сто- 
ронъ; для этого нужно (чер. 335) провести касательныя къ верши- 
намъ вписаннаго многоугольника или (чер. 336) къ концамъ рад- 
усовъ, проведенныхъ перпендикулярно къ сторонамъ многоугольника. 

2. Если около круга можно описать прав. многоуг., то можно и 
виисать прав. многоуг. того же числа сторонъ; для этого нужно 
(чер. 335) соединить прямыми лин!ями точки прикосновешя сторонъ 
описаннаго многоуг. къ окружности, или же нужно (чер. 336) со- 
единить вершины описаннаго многоуг. съ центрожъ и затфмъ точки 
пересфченя полученныхъ такимъ образомъ лин съ окружностью 
соединить между собою. 

.247. Звая величину стороны какого нибудь вписаннаго многоуг. 
и рад1усъ круга, можно вычислить сторону описаннаго многоуг. то- 
го же числа сторонъ. Пусть АВ (чер. 337) будеть сторона впи- 
саннаго прав. п — угольника; проведемъ райусъ ОР | АВ, въ 
точкЪ ДО проведемь касательную, проведемъ радусы ОВ и ОА 
и продолжимъ ихъ до встрфчи съ касательной; тогда, по предъиду- 
щему, 2ГМ№ будеть сторона прав. описаннаго » — угольника. 
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Треугольники №0 и АВО имъють уг. О общий, а проче углы’. 
Чер. 337. равные, слЪд. треуг. М ХОс< ВО; а по- 

м р м тому по & 188-му имъемъ 
у < ММ _ ор 

АВ” ОЕ’ 
Означимъ сторону ММ описаннаго я— 

угольника черезъь 2, сторону АВ впис. 
"—угольника черезъ а, рамусъ круга че- 

резъ ’; та ОЕ=УА0 — АР —= 
Г х АЗ 

-2 и о (#) ‚ п предъидущая про- 
\ 

порщя приметъ видъ 

2 

НЕ ЕЛЕ ВЕН Не КЕНЕ ДИЗАН | 
| `а\* _ 47 —а И — а” УЕ У 

Наоборотъ — по данной сторонБ прав. описаннаго я — угольника и 
радусу круга можно опредфлить сторону прав. вписаннаго я— уголь- 
ника. Для этого возведемъ въ квадратъь уравнение (1); получимъ 

8 — 

4а? у? 
“ая ‚› ИЛИ 4222 — 22а —4а?/?; 

Е 22т 
4227? — а*(2?--47?); а —. 

| 

248. Если въ кругъ вписанъ прав. я—угольникъ АВСОШ..... 
(чер. 338), то легко вписать и прав. 2и—угольникъ, или у0воить 
число сторонъ правил. впис. мноюоуь. Дли этого изъ центра О про- 

водимъ радусы, перпендикулярные къ сторонамъ многоуг.; тогда въ 
точкахъ А, С, В, Н, С, Е. О.... окружность раздЪфлится на 2п рав- 
ныхъ частей; стало быть, соединивъ эти точки прямыми АС, СВ, 
ВН. НС...., получимъ прав. вппс. 2я—угольникъ (\ 243). 

Чтобы удвоить число сторонь. описаннаю правил. мноюуь. 

АВСРЕ (чер. 339). раздъь им» пополамъ дуги СН, НК, КГ...., 
заключенныя мед:ду точками прикосновен!я сторонъ даннаго многоуг. 
къ окружности. ни черезъ точки дЪленя 21, ©, В, Р.... проведемъ ка- 

сательныя. Такъ какъ окружность въ точкахъ Г, Н, 9, К, В, Г, Р.... 
длится, очевидно, на2» равныхъ частей, то образовавшийся отъ пе- 

ресъчешя касательныхь 2и— угольникъ будеть правильный. 
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Чер. 338. Чер. 339. 

249. Зная величину стороны прав. впис. многоуг. и радлуса 
круга, можно вычислить величину стороны прав. впис. многоуг. съ 
двойнымъ числомъ сторонъ. Пусть АВ (чер. 340) будетъ сторона 
прав. я— угольника; проведемъ ра- Чер. 340. 
д1усъ ОС АВ; тогда АС будетъ 
сторона прав. впис. 2” —угольника. 
Соединивъ точку А съ О, получимъ 
треуг. АОС, въ которомъ уг. при 
О будеть острый, каково бы ни было 
число сторонъ многоуг. т. ДЪйстви- 

тельно, п не можеть быть меньше 

З; а при в—=3 уголь АОД = 60°; 
если же »>3, то уг. А0.<60°. 
Поэтому, взявъ выраженше для квад- 
рата стороны АС, лежащей противъ 
остраго угла © ( 206 ), получимь и 

АС—=А0*--С0*—260.20; а р0О=УА0*—АФ*. 
Полагая АС—=х, АО=ОС0О=,, АВ—а, получимъ 

а Е В ыежиЕЕ 

2—7 — 9. /,У47—а7; а потому 

х=У у. 
Если наоборотъ, зная сторону прав. вис. Зи-угольшика, хо- 
тимъ вычислить сторону правильнаго вписаннаго и—угольника, 10, 
возведя предъидущее выражене въ квадратъ, получимъ 

21—93 /47—а1, откуда 21—29, /471— аз. 

13 
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Возвышая опять въ квадрать обЪ части равенства, найдемъ 
2\—41173--47й—173 (47—01), или 
21—44 47—72, откуда 

ГИ 3/47 78 
АР ШЕ ==), саЪд. 

т 
а— т. 478—273. 

250. Чтобы вписать въ кругъ правильн. я—угольникъ, надо, какъ 
мы видфли ($ 243), раздфлить окружность на ® равныхъ частей; а 

дия этого нужно при центр построить уголь — ——; хорда, соотв®т- 

ствующая этому углу, отложится по окружности ® разъ и будеть 
слфд. стороной прав. »—угольника. Такой угояъ можно начертить 
посредствомъ транспортира, хотя и не точно; такъ напр. для пра- 

9 

а —51°25'42”‘/,; но на 

транспортирахъ не означены не только секунды, а даже и минуты; 
слфд., строя уголъ по транспортиру, мы начертимъ его или больше 
или меньше, чфмъ онъ долженъ быть. Геометрически, т е. помощью 
циркуля и линейки, можно, какъ мы знаемъ, построить углы въ 
90°, а слЪд. и въ 45°, 22°30’, 11°15'....; въ 60° (ибо это уголъ 
равносторонияго треугольника), а слЪд. въ 120°, 30°, 15°, 7°30'....; 
можно также построить, какъ мы вскорф покажемъ, уголъ въ 36°, 
а сл$д. въ 72°, 18°, 9°...., и уголъ въ 24°, а потому въ 12°, 6°.... 
Такимъ образомъ посредствомъ циркуля и линейки можно вписать въ 
кругь (а потому и описать около круга) слфдующ!е правильные 
многоугольники: 

1) четыреугольникъ или квадратъ, а слЪд. и 8— къ, 16— къ, 
32—къ..., вообще многоугольникъ, имфющй 2" сторонъ; 

2) шестиугольникъ, а также 3З—къ, 12-— къ, 24—къ...., вообще 
многоуг. съ 3.2” сторонами; 

3) десятиугольникъ, а слЪд. 5—къ, 20—къ...., вообще много- 
угольникъ, имфющ 5.2” сторонъ; 

4) пятнадцатиугольникъ, а потому 30— къ, 60—къ...., вообще 

многоуг. съ 15.2” сторонами. 

вильн. 7—ка этоть уголъ будеть = 

251. Чтобъ вписать въ кругь квадратъ, надо провести два 
перпендикулярныхъ д1аметра (чер. 341) АСи ВД; тогда окруж- 
ность и раздфлится на 4 равныя части. 

Означая длину стороны квадрата черезъ 2, а длину радтуса круга, 
выраженную въ той же единицв, черезъ х, изъ прямоуг. треуг. 
АОВ получимъ 21—07, откуда 2=”У2. 
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Длину стороны описаннаго квадрата найдемъ изъ формулы $ 247: 
Зах ы 

2 = удлея; ТАКЪ какъ здьсь аи У? , то 

31/9. 21/9 
в =— ту 1 у = 2х; 

И47—9я= 72 
т. е. сторона описаннаго квадрата — д1аметру. Это видно и изъ 
чер. 342, гдф лия АВ=ММ. 

Чер. 341. Чер. 342. 

Сторону правильн. впис. 8—ка вычислимъ по формул% $ 249-го: 

т = У2"—+У47—а?, гдЬ а есть сторона квадрата. Подставивъ 

7У2 выБсто а и означивъ сторону 8—ка черезь х,. получимъ 

Г — Уз—„уде—оя —Узи—уз= 

—= И вуз —У2—у5. 
Затёмъ, подставивъ въ туже формулу \ 249-го выЪето а величину 
1,, найдемъ сторону прав. 16—ка 

2и— Из „Уи цяуа = 

— Ирн—Узялу—И 2— 2--у3. 

Далфе можно опредёлить 2;з, Теа... 
Формулы упростятся, если положимъ у=1; тогда 

2, = И? —у% 26 —= У2 — У2 + 2: 

.и=И2—Изу 2-у2...., вообще 
сторона вписан. многоуг., ичмфющаго 2” сторонъ, будеть равиа 

ИИ —..-НИ2, гдЪ 2 повторяется ®—1 разъ. 
Подставляя величины 2;, в, 2;з... ВМФСТо а въ выражеше 

2ат 6 
2— = и полагая ух = 1. опредфлимъ въ частяхъ радуса Уаз ‚› опр раду 

47 — 
величины сторонъ описанныхь 8— ка, 16—ка, 32—ка.... 

15* 
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259. Чтобы вписать въ кругъ правильный шестиугольнияъ, от- 
ложимъ оть какой нибудь точки окружности (чер. 343) хорду АВ, 
равную рад!усу; эта хорда и можетъ отложить- Чер. 343. 
ся по окружности ровно 6 разъ. ДЪЙствительно, —_— 
проведя рад1усы АО и ВО, получимъ равно- 
сторонний треуг. АОВ; слфд. уг. АОВ = 60° 
и дуга АВ будеть шестая часть окружности. 
Такимъ образомъ сторона правил. впис. 6— ка \\ у 
равна рад1усу. 

253. Умфя вписывать прав. 6 — къ, легко 
уже вписать и прав. 3— къ. Для этого надо, какъ указано въ предъ- 
идущемъ &, раздфлить окружность на 6 равныхъ частей (чер. 344) 
въ точкахъ А, В, С....; потомъ соеди- Чер. 344. 
нить эти точки черезъ одну, напр. соеди- в 
нить А ъ Си Е; точки А, Си Е д$- 
лять окружность на 3 равныхъ части; по- 
этему треуг. АСЕ будетъ правильный. 

254. Полагая въ формулЪ $ 249-го а=и 
и принимая х — 1, найдемъ сторону прав. 
впис. 12— ка; зат мъ можемъ опредълить сто- 
рону впис. 24—ка, 48— ка... Е 

Получимъ 2, = ИИ 4—1= И 2—УЗ; 

.„=Из—У4—2 {УЗИ —Уз уз; 

ей 8—Из—У2 + УЗ...., вообще сторона прав. впис. 

3.9" толь И 2 — и Ид. + ИЗ, гдё 2 повто- 
ряется п — 1 разъ. 

255. Чтобы опредфлить сторону прав. впис. 3 — ка, нужно въ 
формулВ д = У? —+ У47 —а? положить 2= и опредфлить а. 
Возведя въ квадрать обЪ части формулы, получимъ: 

7? — 27 —, У4я— а, ван г у 4" —а =”; 

47" — а?—; 4" —а—а, 

37 — @*; а —3._ 

256. Вставивъ › У 3 вибсто а въ формулу $ 247-го 

АВ 

А 

р 

ат 

2 уда, ОПредьлимь сторону прав. опис. треугольника: 

2 3. 9,2 3 1/5 

Е ЕЕ В. УЗ из 
У 47 — (Уз 47 — 3 — 

Такимъ образомъ сторона описаннаго прав. треуг. вдвое больше 
стороны вписаннаго треуг. 

251. Выражен!я для сторонъ впис. и опис. треуг. можно вывести 
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и вепосредственно, не прибфгая къ формуламъ $ 249 и 241. Пусть 

АВ (чер. 345) будетъ сторона прав. вшис. треуг.; если проведемъ 

Чер. 345. 

с— 

рад1усъ ОЕ | АВ и прамыя АЕ, ВЕ, ОВ, АО, то фигура АОВЕ 
будетъь ромбъ, ибо АЕ и ВЕ, какъ стороны прав. впие. 6— ка, 
равны рад!усу; с1фд. РО —= РЕ). Изъ треуг. АОГ имфемъ 

3 Е = Ва ве. АЕ— =, гм (5 а Е А 

АВ*—371; АВ=»У 3. 
Продолживъ рамусы ОЛ и ОВ до встр8чи съ касательной, про- 

веденвой въ точкё ЕЁ, получимъ сторону опис. треуг. СШ, и изъ 

подоб\я треуг. ОС и ОАВ имфемь ЯВ=оОЕ: "® ОЕ—=2ОЕ, 

сл. Ср=оАВ=5»У 3. 

258. Полагая въ формуль $ 247-го а==ги принимая / за единицу, 
2 

найдемъ сторону прав. опис. 6—ка; 2, — = — — }_ д рону пр т О 

Подставивъ вмЪсто а въ туже формулу величину стороны прав. 
впие. 12 — ка, опредфлимъ сторону прав. опис. 12 — ка, потомъ 
24—ка ит. д. Чер. 346. 

259. Покажемъ, какъ впи- ; 
вать въ кругъ прав. 10— уголь- 
низЪ. Пусть АВ (чер. 346) бу- 
деть сторона прав. 10—ка; тог- 
да уг. АОВ—36°, слЪд. сумма 
остальныхъ угл. треуг. АОВ 
равна 144°; а какъ треуг. рав- 
нобедр., то каждый изъ этихъ 
угл.—72°. Раздьлимъ уг. А по- 
поламъ прямою АЛ); тогда по $ 

АО _ 0, 
176 получинь 5; р... (1) 

Но уг. АДВ = 180° — (36° -- 
+ 72°) = 72; сад. АД —= 
=АВ; уг. 040 = 36° — 
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уг. ОА, с15д. АД=ОО; итакъ ОР —= АВ. Означимъ сторону 
10 — ка черезъ х, ращусъ черезъ х; тогда ХВ=ОВ— ОШ х, 

и пропорщя (1) приметъ видъ =; —. Отсюда заключаемъ ($ 

225), что сторона прав. впис. 10—ка есть большая часть радуса, 
раздфленнаго въ крайнемъ и среднемъ отношении. Такимъ образомъ, 
чтобъ вписать въ кругъ прав. 10—къ, надо раздьлить ращусъ въ 
крайнемъ и среднемъ отношеши и большую часть его откладывать 
послЪдовательно по окружности, начиная оть какой нибудь точки; 
часть эта отложится ровно 10 разъ. 

Не 4 х 
Изъ пропорщи ==, Полагая 7—1, опредфлимъ численную ве- 

личину стороны прав. впис. 10—ка въ частяхъ радтуса. Всявъ произве- 
деве среднихъ и крайнихъ, получимъ 2—1 —2, изи 2*-|-2—1=0, 

1 т У5—1 
откуда ——5+ Ра" 

260. Чтобъ вписать прав. 5—къ, надо раздфлить окружность на 
10 равныхъ частей въ точкахъ А, В, С, О.... (чер. 347) по спо- 
собу, показанному въ предъидущемъ $; Чер. 347. 
потомъ соединить точки дфленя черезъ | 
одну, т. е. Ась С, Свь Е.... 

Величину стороны влис. 5—ка въ час- 
стахъ рад1уса опредфлимъ изъ формулы 

$ 249-го, полагая 7—1, а 4== сторовЪ 

Уё—1. Е 

А 

прав. виис. 10—ка > ; полу- 

И5—1 = 
чимь 9 =УИ2—У4— 2; возвысивъ х: 

въ квадратъ, найдемъ ЕЕ ЗУВ — В 

== у а; или 6—2 5—=8—4/4—а ; 44а —2-2У5; 

2И4—а1—1-4 5. Вторичное возвышен!е въ квадралъ даетъ 

4(4—а*) 1-52 5=6--2И5, или 2(4—а*)=3-НИб; 

8—2а?—3- 5; 5 —И5=2а*; а= 5—5 т 
2 

261. Сафдующее построев!е даетъ возможность получить заразъ 
стороны прав. впие. 10-—ька и 5—ка. Проведемъ два перпендику- 
лярныхь даметра АВ и СШ (чер. 348); средиву ЕР рамуса АО 
соединимъ съ Си опишемъ изъ Р рамусомь ЕС дугу, которая пе- 
ресфчеть маметрь АВ въ точкф Е; ОЕ будеть сторона 10—ка, а 
СЕ — сторона 5 — ва. ДЪйствительно, СЕ — У 00: -- ЕО? — 

а 

=И =+() ; или ‚похагая 7—1, получимъ сг-у/ "5 5 

4 83 
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ОЕ = ЕЕ — ЕО=— СЕ —ЕО = 
__ У 1 _У—. ь 
а а БР. с1$д. ОЕ 

всть сторона прав. 10 — ка; з СЕ— 

=увятовЕ/ +5) 

= чё 1—2 6 

-И-ИЕИ- 
сторов$ прав. 5—ка. 

262. Чтобъ виисать въ кругъ 
прав. 15 — къ, отложимъ отъь ка- 
кой нибудь точки А окружности (чер. 349) хорду АВ=радусу в 
хорду АС—большей части радгуса, раздфленнаго въ крайнемъ и 
среднемъ отношени; тогда дуга А В=60°, а дуга АС—36°; слЪд. 

дуга ВС—60* -- 36*—24° —/‚, окружности, и потому хорда ВС 
отложится по окружности 15 разъ. 

963. Дла вычисления стороны ВС прав. 15-угольника (чер. 350), 

Чер. 349. Чер. 350. 

С С 

А ха В 

о 

проведемъ д1аметръ АОДи соединимь Си В съ ГП; тогда по пто- 

ломеевой теоремф будемъ имЪфть 

АВ. СО=СВ.АД-АС.ВО.... (1) 

Означимъ сторону прав. 15—ка черезъ х, а рамусъ положимт рав- 

нымъ |; тогда 

АВ—1; СВ; АБ; АбЬ—= УЗЫ. р. ’ 

В0=УАБ:—АВ+У4—1=УЗ; 
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7 ее 
Ср*=АР*—А сы —( к а А 

3У5_ 5-5 . поэтому Ср— у я 
9 ’ 

Подетавивъ эти величины въ урав. (1), получимъ 

] / ВН УВ, Отсюда 

г 5 Ув, ИЗ _ 
У 9 2 а - 
АИ 10-2/5—У15-РУ3); а потому 

2—1 (У 10--2/5Уз—У15), при чемъ за единицу принимается 

радтусъ. Если же рад1усъ будетъ равенъ напр. 23,6 дюйм., то для 

иолучен{я величины 2 въ дюймахъ, надо предъидущее выражен!е умно- 

жить на 23,6. 

22=— 

264. Слёдующимъ способомъ можно, хотаи не совсфмъ точно, вии- 

сывать въ вругъ посредствомъ Чер. 351. 
циркуля и линейки всяЕ!Я прав. 
иног — къ. Положимъ напр., с 

что хотимъ вписать прав. 
9—къ. Проведя д1аметрь АВ 
(чер. 351), строимъ на немъ 
равностороннй треуг. АВС; 
затфмъ дЪлимь АВ на 9 рав- 
ныхъ частей и вершину С 
треуг. соединяемъ со второй 

точкой дЪзеня 0; прямую 
СТ продолжаемъ до перес$- 
чения съ окружностью въ Е; 
хорда АЕ будетъ приблизи- 
тельно равна сторонф прав. 
9 - ка. 

На чер. 352 и 353 пред- 

ставлены прав.7— къ и 5—Ъ, 

вписанные по сейчасъ изло- 

женному способу. 
Для н$фкоторыхъ многоуг. 

этотъ сиособъ вполнЪ точенъ. 

Гаусъ показаль возможность точно вписывать въ кругъ посред- 
ствомъ циркуля и линейки всякий правильн. многоуг., число сторонъ 

котораго — 2" -{-1, если это число есть первоначальное (напр. 
17—угольникъ, 257—къ и т. под.). 

265. Если требуется построить правильн. п—угольникъ, такъ 
чтобы его сторона равнялась данной ливи а, то нужно взять про- 
извольную окружность, вписать въ нее правильный п— угольникъ, 
потомъ на лиши а построить многоуг., подобный вписанному. От- 
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Чер. 352. Чер. 353. 

м 

р. 7) х 

сюда слЪфдуеть, что мы можемъ строить тёже прав. многоуголь- 
ники, каше можемъ вписывать въ вругъ. 

266. Можно впрочемъ строить таше многоуг. и другимъ способомъ. 
Положииъ напр., что нужно на лини АВ — а (чер. 354) по- 

строить прав. 10—къ. Для этого надо начертить такую окружность, 
чтобы ($ 259) АВ составляла ббль- 
шую часть ея радГуса, раздЪленнаго Зе 
въ крайнемъ и среднемъ отношении. ы 
Сдълавъ такое же построеше, какъ 
при дБлени лини АВ въ крайнемъ 
и среднемъ отношенши, получимъ 

искомый радусъ АЕ. ДЪйствитель- 

но РАВ или ЕЕ 
АВ АЕ’ у т: 

=: но РЕ = АВ; сад. 

АР- АВ_ АВ . : 

АВ ` АЕ’ 
АЕ+{+АВ=АЕ раздълена въ крайнемъ и среднемъ отношении. и 
большая часть ея есть лимя АВ. Описавъ изъ точекъ А и В дуги 

радлусами, равными АЕ, получимъ точку О; если изъ О радусомъ 

ОА описать окружность, то хорда АВ отложится по ней 10 разъ. 

267. Пусть еще требуется на лини АВ (чер. 355) построить 
прав. 20—къ. Для этого, сдфлавъ преъидущее построеше, найдемъ 
сперва центръь О такой окружности, для которой АВ была бы 
стороной прав. вписан. 10—ка; затфиъ, чтобы начергить такую 

А 
е. ЛИНЯ 
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окружность, по которой А В укладывалась бы Чер. 355. 
20 разъ, надо построить на АВ равнобедрен. 
треуг., въ которомъ уголъ при вершин® былъ 
бы равенъ 18°, т. е. былъ бы вдвое меньше 
уг. АОВ. Для этого соединимъ средину АВ съ 
точкой О, отложимь ОД=ОА и проведемъ 
АД; тогда треуг. АОГ будеть равнобедр., 
слдЪд. уг. т=т; но уг. АОС=т-ф-т=29т, 
слЪД. т—=!., АОС; а потому, если соеди- 
нимъ О съ В, то получимъ уг. АД В—= 
—=!/,4ОВ = 18°. Если изъ Д радлусомъ ДА 
описать окружность, то А.В отложится по этой 
окружности ровно 20 разъ. 

Точпо такимъ же способомъ, построивъ во- 
обще какой нибудь прав. п — угольниЕъ, 

можно построить 2%— къ, 4п—КЕЪ.... 

268. Пусть еще требуется на примой АВ 
(чер. 356) построить прав. 15—къ Для этого 
надо построить на АВ такой равнобедренный 
треуг., чтобы уголъ при вершин его рав- 
нядся 24°, а слЪд. углы при основан рав- 
нялись бы 78°. Такъ какъ уг. 78°—60°-- 18°, | 
то для построения его чертимъ при точкф АА с В 
прямой АВ (чер. 356) уголь ВАС—60° (для чего надо построить 
на АВ равносторониий треуг.); затЪмъ при точив А на прямой АС 
надо построить уг. 18°. Для Чер. 356. 
этого проводимь АД | АС; 

беремъь на АЛ произвольную 
часть АЕ и находимъ центръ 

Е такой окружности, по которой 
АЕ укладывается 10 разъ 

($ 266); тогда уг. АРЕ—З6°, 
слёд. уг. РАЕ72°, а пото- 
му уг. САЕ —18°, уголь же 
ВАЕ—= 18°. Построивъ такъ же 
уг. АВМ = 78°, продолжимъ 
прямыя АР и ВМ до пересъ- 
чешя въ О; О будетъ цент- 
тромъ, а О0А—0ОВ—ращусомъ 
окружности, по которой прямая 
АВ отложится 15 разъ. 

269. Задачи на вычиеле- 
+{е. 1. Опредфлить рамусъ круга, вписаннаго въ прамоуг. треуг., 
котораго гипот.—13, & катеть—5? 
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2. Опредфлить рамусъ круга, вписаннаго въ треуг., котораго сто- 
ровы 26, 96 и 20? 

3. Опред®лить рад. круга, описаннаго около треуг., котораго сто- 
роны 26, 26 и 20? 

4. Опредфлить радусъ круга, описаннаго около прямоугольника, 
котораго стороны 7 и 2,4 ? 

5. Д1агонали ромба 5,2 и 7,8; опредфлить рад1усъ впис. круга? 
6. Опредфлить цевтральный уг., соотвфтствующ сторонф прав. 

Епис. 24—угольника? 16—ка? 20— ка? 
7. Сколько сторонъ имфетъ прав. многоуг., если центральный 

уголъ, соотвфтствующй сторонф его, равенъ 30°? 725? 11915’? 
8. Сторона правил. треуг. — а — 8,66; опредфлить рад1усъ опи- 

саннаго круга? 
9. Сторона квадрата а —21,21; опредфлить рад. опис. круга? 
10. Сторона прав. 10—ка— а —7,6; опредлить рад. опис. круга? 
11. Опредфлить стороны прав. 6—ка и 10—ка, описанныхъ около 

круга рад. х ? 
12. Опредфлить радусъ у круга, вписаннаго въ прав. треуг.? въ 

ввадратъ? въ прав. 6—къ? въ прав. 10—къ? Стороны каждаго изъ 

этихъ мног. равны 6? 
13. По рад!усу Е описаннаго круга и по рад. г вписаннаго кру- 

га опредфлить сторону 2 прав. впис. многоуг.? 
14. Опредфлить радлусъ круга, если сторона впис. въ него прав. 

п—Угольника—а, а сторона описаннаго #— угольника—® ? 
15. Опредфлить радусъ круга, если сторона вписаннаго въ него 

прав. *— угольника—а, а сторона прав впис. 2и— угольника—6 ? 
16. Рамусъ круга, впиисаннаго въ прав. многоуг., котораго сто- 

роны а, равенъ у; опредфлить рад1усъ опис. круга ? 
17. Рамусъ круга, описаннаго около прав. многоуг., котораго сто- 

рона @&, равенъ А; опредЪлить рад. впис. круга ? 
18. Зная рад. В круга, описаннаго около 1) прав. треуг., 2) квад- 

рата, 3) прав. 6—ка, 4) прав. 5—ка, опредфлить рад. круга, впи- 
саннаго въ эти фигуры ? 

19. Въ кругъ рад. 8,4 ф. вписачъ квадратъ, на сторонЪ кото- 
раго построенъ прав. 3 — къ; опредфлить рах. круга, описаннаго 

около этого треуг.? 
20. Сторона прав. 3—ка, внисаннаго въ кругъ, отстонтъ на 71/, 

ф. оть центра этого круга; опредЪлить радтусъ круга и сторову треуг.? 
21. Сумма большей и меньшей хпагоналей прав. 6 —ка—5—3,5; 

опредфлить рад. описавнаго круга ? 
22. Рад. круга, описаннаго окодо прав. 6— ка, равенъ $5,4; 

опредфлить д1агонзли его? 

23. Разность между стороной описаннаго около круга прав 3З—ка 

и стороной вписаннаго квадрата — 4 —= 1,5; опредфлить рад1усъ круга? 

24. На даметр АВ (чер. 357) окружности О построевъ прав. 

треуг. АДВ; АВ раздфаевъ на п равныхъ частей и черезъ ко- 
нёную точку Е втораго дфлен1я, считая оть А, проведена сфкущаа 
ДЕЕ. Опрелфлить хорду АК, полагая рамусъ —=1, а разстоане 

Во м = а? 
п 
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25. На даметр$ АВ ок- 
ружности О построенъ прав. 
треуг. АДВ; радусъ ОА 
разд$лень на п равныхъ 

частей и черезъ конечную 
точку Е четвертаго дёле- 
н!я, считая отъ центра, про- 

ведена сфкущая ДЕР. Опре- 
дЪлить хорду ЕС, соединя- 
ющую конечныя точки Ри 
С сфкущей ОЕ и даметра, 
проходащаго черезъ О? 

210. Задачи на доказа- 
тельство теоремъ. Дока- 
зать теоремы. 

1. Въ четыреуг., вписан- 
номъ въ кругъ, два угла, об- 
разуемые д!агоналями съ дву- 

мая противоположными сторо- 
нами, равны между собою. 

2. Составить и доказать 
теорему, обратную предъиду- 
щей? 

3. Если въ вругъ вписанъ 
треуг., то перпендикуляръ, возставленный изъ средины одной изъ сто- 

ронъ этого треуг., встр$чается съ линйями, дЪлащими пополамъ проти- 
воположные внфши!Й и внутренн!й углы треугольника, на окружности. 

4. Если въ кругъ вписанъ остроуг. треуг., и если высоты его про- 
должены до перес$ченая съ окружностью, то эти продолжения будутъ 
равны отр5зкамъ высотъ, заключеннымъ между точками пересфчен!я 
высоть и сторонами, на которыя онф опущены. 

5. Если въ конечной точкЪ стороны треуг. возставить къ этой 
сторон перпендикуляръ и продолжить его до пересфченя съ окруж- 
ностью описанняго круга, то этотъ перпендикуляръ будетъ равенъ 
отр%зку высоты, опущенной иа туже сторону треуг., между точкой 

пересфчен1я высотъ и вершиной противолежащаго угла. 

6. Отр$фзокъ высоты треуг. между вершиной, изъ которой она 

проведена, и точкой пересфчен1я высотъ вдвое больше перпендикузя- 
ра, опущеннаго изъ центра описанваго круга на сторону, соотв%т- 
ствующую высотф. 

7. Ливия соединяющая средину отр$фзка высоты треуг. (ем. зад. 6) 
съ срединой соотвфтствующей стороны треуг., равна радусу круга, 

описаннаго около треуг. 

8. Въ каждомъ треуг. средины сторонъ, основан!я высотъ и сре- 
дины отрфзжовъ высотъ, прилежащихь къ соотвфтствующимъ верши- 
намъ треуг., лежатъ на окружности, центръ которой дфлитъ пополамъ 
аин!ю, соедивяющую центръ описаннаго вруга съ точкой пересфче- 
в1я высотъ, а рад1усъ—1/, рад. круга, опис. около треуг. 

9. Если соединить основан!я всфхъ высотъ треуг. и описать кру- 



— 205 — 

ги 0ко40 каждаго нзъ чутырехъ треуг., ва которые разд®лился дан- 
ный треуг., то центры трехъ внфшнихъ круговъ будуть лежать. на 
окружности внутренняго. 

10. Въ кажцомъ треуг. квадратъ д1аиетра опис. круга —квадрату 
стороны -- квадратъ отрфзка соотв®тствующей высоты, прилежащаго 
въ вершин$. 

11. Во всякомъ треуг. разстоян!е между центрами круговъ, опи- 
саннаго и вписаннаго, есть средняя пропорщональная между рад1у- 
сомъ описаннаго круга и разностью между этимъ рад1усомъ и д!а- 
метромъ вписаннато круга? 

12. Составить и доказать теорему, обратную предъид.? 

13. Во всякомъ треуг. разстоян1!е между центрами круговъ, ови- 
саннаго и внфшняго вписавнаго *, есть средная пропорц. между рз- 
дмусомъ опис. круга и суммою этого радлуса съ удвоенвымъ рад1у- 
сомъ виЪшняго вписаннаго круга. 

14. Каждый изъ трехъ отрфзковъ стороны треут. и ея продолже- 
ва, завлючающихся между вершинами треуг. и точками васан!я 
внутренняго и внзшнаго вписанныхъ круговъ, равенъ позупериметру 
безъ одной изъ сторонъ треуг.; & сумма всфхъ этихъ отрфзковъ==по- 
лупериметру треуг. 

15. Во всакомъ треуг. 1) центръ внутренняго вписаннаго круга, 
копечныя точки одной изъ сторонъ я центръ внфшняго вписан. кру- 
га, касательнаго къ этой сторонф, находятся на окружности, кото- 
рой центръь лежитъ на окружности описаннаго круга; 2) вонечныя 
точки одной изъ сторонъ треуг. и центры внфшнихъ вписанныхъ 
круговъ, касательныхъь къ продолженямъ этой стороны, тавже ва- 
холятся на одной окружности, имфющей цевтръ на окружности опи- 

саннаго круга. 
16. Во всякомъ треуг. сумма радусовъ внфшнихъ вписанныхъ кру- 

говъ—рад1усу внутренняго впис. круга учетверенный рад. опис. круга. 
17. Если радусъ круга, описаннаго около треуг., означимъ черезъ 

В, то 128? будетъ равно суммз квадратовъ разстояй центровъ 
четырехт вписанныхъ круговъ отъ центра круга описаннагто. 

18. Во всякомъ треуг. сумма рад1усовъ внутренняго винсаннаго 
и описаннаго вкруговъ—суммф разстоян!й сторонъ треуг. отт центра 

описаннаго круга. 
19. Во всякомъ треуг. сумма квадратовъ равстодн!йЙ вертинъ отъ 

центра вауртр. впис. круга = сумиЪ квадратовъ сторонъ -- утроен- 
ный квадратъ рад!уса впис. круга безъ квадрата полупериметра. 

20. Линши, дфляшия пополамъ внутр. углы всякаго 4—ка, 0б- 

разуютъ 4—къ, около котораго можно описать вругъ. Какой 4—Еъ 
получится, если данный 4— къ будетъ параллелограммъ? 

21. Лив!и, дфлашия пополамъ углы, каждый изъ которыхъ обра- 
зованъ двумя противоположными сторонами вписаннаго въ кругъ 4— ка, 
пересфваютъ другь друга подъ прямымъ угломъ. 

22. Если около круга описать равнобедренную транецю, то дза- 

* Внфшнимъ вписаняымъ кругомъ наз. кругъ, касательпый къ одной 
сторон$ треуг. в въ продолженямъ двухъ другихъ стороиъ. 
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метрь круга будетъ средняя пропорц. между параллельными сторо- 
нами ея. 

23. Каждыя дв д1агонали правильнаго 5—ка (ароведенныя изъ 
разныхъ вершинъ), пересвкаясь между собою, лЗлятъ другъ друга 
въ крайнемъ и среднемъ отношен!я. 

24. Если на д1аметр% круга построить равнобедр. треуг., сторона 

котораго — сторон впис. въ этотъ кругъ прав. треуг., то высота 
этого треуг. будетъ—сторон® впис. квадрата. 

25. Если вписать въ кругъ прав. треуг. и на сторон его по- 

строить равнобедр. треуг., сторона котораго — сторон впис. квал- 
рата, то радлусъ, проходящ черезъ вершину этого треуг., раздЪ- 

лится этой вершиной въ среднемъ и крайнемъ отношении. 

211. Задачи на построен!е. 1. Въ треуг. вписать три внфшнихъ 
касательныхъ круга? (См. примфчан!е къ зад. 13-й $8 270). 

2. Построить треуг. по данному уг. 7%, соотвфтствующей ему вы- 

сот В и рад!усу г воисаннаго круга? 
3. На прамой АВ построить треуг., зная ралусъ х впис. круга 

и точку Г) прикосновен!я его къ сторовё АВ? 
4. Построить треуг., зная внутр. вис. кругъ и одинъ изъ вн®ш- 

нихъ впис. круговъ ? 
5. Построить треуг., зная два внфшнихъ впис. круга? 
6. Построить треуг., зиая центры +), +)., +. виЪшнихь вписан. 

круговъ ? 
7. Построить треу. такъ, чтобы основан!е его—6, противолежа- 

щЙ уг.—т, а рад1усъ вписан. кругах? 
8. Построить треуг, такъ, чтобы основан!е его—6, сумма осталь- 

ныхъ сторонз—5, а рад. впис. круга=х ? 
9. Построить треуг. такъ, чтобы основан!е его—6, размость про- 

чихъ сторонъ—4, а рад. впис. круга-—и? 
10. Построить треуг. по периметру 2р, одному изъ у ловъ ти рад. 

впис. круга х? 
11. Постренть треуг. такъ, чтобы линя, дфлящая пополамъ одинъ 

изъ угловъ его, была равна р; высота, опущенная изъ этого же 
угла, равнялась й, а радтусъ опис. круга-и? 

12. Въ данный кругъ ( вписать многоуг. такъ, чтобы одна сто- 
рона его проходила черезъ данную точку А, а прочя стороны были 
соотвфтственно параллельны даннымъ прамымъ 7, т., т...... ? 

13. Въ данный кругь () вписать пять равныхъ квадратовъ тавъ, 
чтобы одинъ изъ нихъ быль концентриченъ съ кругомъ, а каждый 

изъ остальныхъ имфлъ двф вершины на окружности ? 

14. Въ данный кругь (О вписать шесть равныхъ прав. 5-ковЪ, 
такъ чтобы одинъ изъ нихъ былъ концентриченъ съ кругомъ, а ос- 
тальные имфли по одной вершин на окружности? 

15. Въ данный кругъ ( вписать семь раввыхъ прав. 6 — кОВЪ, 

тавъ чтобы одинъ ивъ нихъ быль концентриченъ съ кругомъ, а 
остальные имфли по двф вершины на окружности? 
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ГЛАВА 1Х. 

Иззи рен!е площадей прямолинейныхъ фигуръ. 

272. Измърить площадь фигуры значить узнать, во сколько разъ 
она больше или меньше площади другой фигуры, принятой за еди- 
ницу; иначе говоря— значить найти отношенше ея къ площади фи- 
гуры, принятой за единицу. За единицу площади принимаютъ квадр. 
футь, квадр. дюймъ, вообще площадь квадрата, котораго сторона 
равна какой нибудь линейной единицЪ. Изм реше площадей осно- 
вывается на слЪдующихь теоремахъ. 

273. Площади прямоуюльниковь, инъющиль равныя основаня 
и "меоты, равны между собою; дЪйствительно, мы уже доказали 
въ $ 163-иъ, что таве прямоугольники равны; стало быть и площади 
ихъ равны. 

274. Площади прямоуюльниковь, имъющихть равныя осново- 
нд, относятся между собой какь ить высоты. Пусть прямоуг. 
АС нас (чер. 358) Чер. 358 
имфютъ равныя 0сно- В [6 

вая АД и а4; дока- = 
АС _АВ 
а 6’ 

Теорема представлять | 
два случая: 1) кода Е 
АВ и а сонзмфримы 
в 2) когда эти лини 
несоизмЪримы. 

1-й случай. Поло- А р а 
Жимъ, что АВ и аб соизмримы и что общая мфра ихъ повто- 
ряется т разъ въ АВ ит разъ въ аб; тогда отношенше АВ къ 

жемъ, что 

т 
а6 равно ;. Проведя черезъ точки, которыя получатся при от- 

ложени общей мЪры на сторонахъ АВ иа5, прямыя лини, парал- 
лельныя АД въ одномъ прямоугольник и паразллельныя а4 въ дру- 
гомъ, раздфлимъ прямоуг. АС на т, а прямоуг. ас на п равныхъ 
между собой прямоуг.; слЪд. и отношене прямоуг. АС къ ас равно 
т . й 
>. Итакъ отношене площадей прямоугольниковъ равно отношешю 

иХЪ ВЫСОТЪ. 
2-й случай. Чтобы доказать теорему въ случаф, когда АВи аб 

(чер. 359) несоизмфримы, употребимъ способъ приведевя къ пелЪ- 
АС АВ пости; именно допустимъ, что >=. Чтобы уравнять эти от- 
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ношен!я, надо второе отио- Чер. 359. 
шене увеличить; а для это- г С 
го можно уменьшить посл®- 
дующ членъ его, т. е. ъ 
ВМЪето аЪ взять меньшую Е 
лин, напр. ах. Итакъ ыы 

АС _ АВ 
положимъ, что — -— ——.. 

ас ах 

Раздфяимъ линю АВ на 
равныя части, которыя бы- 
ли бы меньше $2, ибудемь А р а га 
одну изъ этихъ частей от- 
вкладывать по аб, начиная отъ а; тогда одна изъ точекъ непрем$н- 
но упадеть между хи Ъ, напр. въ 2; проведя прямую 2у || а4, по- 
лучимъ прямоуг. ау, котораго высота а2, очевидно, соизмфрима 

Ее 

съ АВ; саб. Не. Сравнивая эту пропорцию съ допущен- 

ной нами пропорщей, т. е. съ АСВ ‚ видимъ, что у нихъ предъ- 

идуще члены равны, а слфд. посл$дующе члены должны быть про- 

порщональны ; т. ен Провфряя же эту пропорщю по чер- 

тежу, находимъ, что она не вфрна, ибо перяое ея отношеше < 1, а 
второе > 1. Отсюда заключаемъ, что допущенное нами предположене 
АС АС 
и невЪрно. Точно такъ же можно доказать, что 6 мо- 

АВ жеть быть и меньше ——; для этого надо только взять виЪсто ав 

лвн!ю большую и повторить предъюдущия рэзсужден!я. Такимъ обра- 
зохъ п въ случаЪ несоизмфримости АВ и @5, отношенше площа 
дей прямоугольниковъ равно отношен!ю яхъ высотъ. 

Приведемъ другое доказательство теоремы въ случа нссоизмыфри- 

мости АВ иаф. Докажемъ сперва, что отномене площадей АСи ас 

(чер. 360) равно отно- Чер. 360. 
шен1ю прямыхъ АВ и 
аЪ съ какой угодно точ- 

1 
ностью, ваир. до -—. 

п 
Для этого раздфлимъ ав 

ла п равныхъ частей и 
одну часть а/ будемъ 
откладывать по 4 В, на- 
чиная отъ А; пусть эта 
часть въ А Вуложится т 
разъ съ остаткомъ ЕВ, 
меньшимъ а/, т. е.пй 
толи а6; тогда отноше- |=) ^ ры 

ея 
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че АВ въ аб равно : съ точностью до —. Если проведемъ [4 || а4 

и ЕС || АХ, то прамоуг. а9 уложится п разъ въ прямоуг. ас, а въ 
прямоуг. АС онъ уложится т разъ съ остаткомъ ЕС; ровно же т 
разъ онъ уложится въ прямоуг. АС, а т-|-1 разъ въ прам. АГ; 

АГ т-4{1 АС т. АС АГ АС 
поэтому —— —=—^; —— =; а такъ какъ —— <—— и > = то 

ас п ас ас ас 
АС т т 

©3$д.——> —и< 
ас п 

1 АС т 
; т. е. положивъ -———, мыдфлаемъ ошиб- 

п асе п 
1 . АС А 

&5у меньше, ч8мъ на —. Итакъ отношене те: =— съ точностью 
у аЪ 

С 
ы не можетъ не быть рав- 

1 : 
э: Теперь докажемъ, что отношене 

Е 2:3 : 
нымъ отвошен1ю — . Для этого положимъ, Что эти отвошевия раз- 

аф 

нятся на нЪкоторое число Ё, такъ что ее Опредфлимъ 

отношен!я между площадами АС и ас и между прямыми АВ и аб 
1 

съ точностью до — причемъ выберемъ для ® такое большое число, 

1 т 
чтобы дробь - была меньше К. Пусть это отвошен!е—-, и пусть от- 

п 
‚ АС т 

‘ношене т отличается отъ = ва какую нибудь величину 2, & от- 
а 

АВ т 
нош. —— отличается отъ — на ведичиву 2, гдЪ 2 не равно 1, такъ 

п аб 

АС А 
вакъ мы предположили, что = не равно ——; притомъи ди 2 

а аб’ 
т АВ т - АС АВ_ _ 

они 
иди А—5—2. Но это равенство невозможно, потому что 5 и 5 ве- 

| . АС 
—. С18д. и отношемя —— и — не мо- 
п ас ар 

АС _АВ 
гутъ быть различны; т. е. и въ случаф несоизм$римосги т = . 

1 АС 
меньше -—. Тогда — — х; — 

п с аБ 

ео] 
личины меньшя —, а А > 

п 

275. Если въ прямоугольникахь А Си ас (чер.360) примемъ за осно- 
ваня АВ и а, то прямоуг—ки будуть имЪфть равныя высоты АД 
иа4; а слЬд. площади прямоуюдьниковь, имъющить равныя высо- 

ты, относятся между собою какь основания. 

276. Возьмемъ теперь два прямоуг. съ разными основашями и 
высотами. Положамъ, что прямоуг. АС (чер. 361) имЪфетъ осно- 
ван1е—а какимъ нибудь линейнымъ единицамъ, напр. а дюйм. , вы- 

соту= дюйм.; пряч—кь ЕС имЪеть основане—а,, высоту=й, 
ДюЙм.; величину же площади перваго пр—ка означимъ черезъ $, а 

14 



Е 

втораго черезъ 5,. предполагая, что $ п $, выражены въ квадр- 
мЪрахъ, соотвфтствующихъ тфмъ линейнымъ мЪрамъ. въ которыхъ 

Чер. 361. 

с 

А. а 

выражены основания и высоты взятыхъ нами прямоугольниковъ, т.. 
е. что площ. прямоуг. АС содержить $ квадр. дюйм., а пло. 
прямоуг. ЕС=з, кв. дюйм. Построимъ трет прямоуг., кото- 
рый имфлъ бы съ АС одинакую высоту, а съ ЕС одинакое ос- 

нован!е; т. е. построимъ такой прямоуг., котораго основаше=и, .. 
а высота—=й дюйм.; площадь же его, положимъ, иметь 5. кв. 

дюйм. Тогда, по предъид. теоремамъ, будемъ имЪфть —“, =. 
5 8 В 

| 55. ай 5 ай 
Перемноживъ эти двЪ пропорщи, получимь ———, — : 

5152 @й 5 а, 

-Т. 6. площади какиль уюдно прямоулольниковь относятся между: 

с0бой какъ произведения ить оснований на высоты. При этоиъ, 
какъ видно изъ доказательства теоремы, подъ словами основания и 
высоты нужно разумфть не самыя ливи, которыя, очевидно, пере- 
множать между собой нельзя, а числа, выражающия величины 
этихъ лин! въ какой нибудь одной единицЪ. Если напр. а=60. 

$ _ 60. 
1—3, аа—6, ^,—15 дюйм., те и" 

ваго прямоуг. вдвое больше втораго. Если а==13/, дюйм., 1—2 
верш., аа=1 футу, №, =6 дюйм., то, обративъ вс мЪры въ одно 

3/7 

—2; т.е. площадь пер- 

. : 5 р 
наименоваше, напр. въ дюймы, найдемъ 256 Е т. 6. 

1 Г 

площ. перваго прямоуг.—/,.‚ втораго. ® 

* Если пропорщю АНИ ВЪ ВИДЪ —“. и то можно 
1 а я о @ № 

сказать, что отношеве пзощадей прямоугол—въ равно произведен1ю отноше- 
ня ихъ основан!й ва отношене ихъ высотъ. При этомъ подъ а, а, №, № 
можно разумфть какъ числа, выражающ!я длины основав и высотъ, такъ 

. а 
и самыя эти лив1и, ибо отношен!я —и р. ВО всякомъ слуза$ будутъ представ- 

ох бы. у 
чять отвлеченныя числа, которыя можно перемвожать. 
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277. Если прямоугольникъ ЕС (чер. 361) будеть квадрат- 
? „$ ай 

ной единицей, то въ пропорщи 2 Надо Положить 81=1, 
1 171 

а. —=1 и д =1; тогда получимъ 5—ай. 

Это выражене показываеть, что число $, выражающее величину 
площади прямоуг. въ какой нибудь квадратной единиц$, равно про- 
изведеню чиселъ а и й, выражающихъ длины сторонъ прямоуг. въ 
соотвфтствующихъ линейныхъ единицахъ. Короче эта теорема вы- 
ражается такъ: площадь прямоуюльника равняется произведению 
ею основанзя на высоту. 

Такимъ образомъ, чтобъ опредфлить площ. прямоуг. АС (чер.362),на- 
до измЪрить его стороны АВи Ар Чер. 362. 
какой нибудь линейной единицей в 

й полученныя числа перемножить; 
пусть напр. 4 8—4 дюйн., АД= 
5 дюйм.; тогда площадь А С= 
—4.5—20 кв. дюйм. ДЬйствитель- 

но, проведя черезъ точки а,б... пря- 
мыя, параллельныя АД, а черезъ 
т, п... прямыя, параллельныя 
АВ, мы разобьемъ прямоуг. АС на 
20 квадратовъ, изъ которыхъ каж- 
дый имфетъ сторону въ ] дюймъ. 
Подобнымъ образомъ казенная десятина—мЪра, служащая для изм- 
решя полей, и представляющая прямоуг., котораго одна сторона—40, 
а другая 60 саж., или одна сторона=30, а другая 80 саж., имфетъ 
площадь —9400 кв. саж.; а хозяйственная десятина, пи$ющая видъ 

пряхоуг., котораго одна сторона = 30, а другая = 80 саж., равна 
3200 кв. саж. 

Опредфлимъ еще площ. прямоуг., котораго одна сторона = 5 
верш., а другая — 2 арш.; приведя въ одно наименоваше, напр. 
въ вершки, числа, выражающия стороны, найдемъ площадь = 
32.5—=160 кв. верш. Если бы обратили вершки въ аршины, то 
нашли бы площадь —=2.'/ „=“, кв. ар.=‘/,.256—160 кв. верш.; 
т. е. получили тотъ же результатъ, что и прежде. 

278. Такъ какъ въ квадрать основаше и высота равны между 
собою, то, называя сторону квадрата а, а площ. $, получимъ 
5—4 .4=4*; Т. @. площадь квадрата — квадрату ею стороны. 

Такъ если сторона квадрата = 5 саж., то площ. = 5*—25 вв. 
саж. Точно также 1 кв. миля — 73 вв. верстъ; 1 кв. саж =3*—9 
кв. ар. ит. под.; вообще, если единичное отношенше двухъ линейныхъ 
мфръ есть п, то единичное отношен!е соотвфтствующихъ квадратпыхъ 
ифръ будетъ я. 

14* 
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279. Изъ формулы 5=ай находимъ а = у и ® — С ; такимъ 

образомъ, зная величину площ. прямоуг. и одной изъ сторонъ его, 

можно найти другую сторону; для этого стоитъ только число, выра- 

жающее площадь, раздфлить на число, выражающее сторону въ со- 

отвЪтетвующихъ линейныхъ единпцахъ. Если напр. площадь прямоуг. 
—42 кв. дюйм., а сторона=3 верш. , то, обративъ 3 верш. въ дюймы, и 
раздъливъ 42 на полученное число дюймовъ, т. е. на */,, найдемъ, 

что другая сторона — 8 дюйм. 

Изъ формулы 5—а* находимъ а=У3; т. е. если изъ числа, вы- 
ражающаго площадь квадрата, извлечь квадр. корень, то получимъ 
въ соотвЪтствующихь линейныхъ м5рахъ величину стороны квадра- 
та. Такъ сторона квадрата, котораго площ. = 169 кв. верш., бу- 

деть = У169—13 верш. 

280. Если мы возьмемъ два прямоуг.-одинъ съ основашемъ 8 
дюйм. и высотой 9 дюйм., другой съ основашемъ 12 дюйм., а вы- 
сотой 6 дюйм., то площади ихъ будуть равны, ибо каждый прямоуг. 
содержитъ 72 кв. дюйм., хотя самые прямоугольники, очевидно, не 
могутъ быть совм щены. Так!я фигуры, которыя при наложени не 
совиЪщаются, но имЪють равныя площади, наз. равновеликими или 
равном рными. 

Равновеликими могутъ быть и не одноименныя фигуры. Возьмемъ 
напр. (чер. 363) прямоуг. АВСО, продолжимъ его сторону ОА, 
отложимь 42/—=АД и соединимь Ми Де В; тогда треуг. МВО 
будетъ равновеликъ прямоуг. АВСШ, ибо каждый изъ нихъ вдвое 
больще треуг. АВХ. 

Раземотримъ, какъ опредЪляются площади другихъ фиагуръ. 

281. Параллелораммь и прямоуюльникь съ равными основан! ями 

и высотами равновелики. Возьмемъ параллелогр. А С(чер. 364) в изъ 
Чер. 363. Чер. 364. 

В С 

а 
точекъ А и О проведемь АГи ДЕ перпендикулярно къ АД; тогда 
прямоуг. АЕи параллелогр. АС будуть имБть одно основаше АД и 
одну высоту ДЕ. Прямоуг. и параллелограмиъ имъютъ общую часть— 
трапешю А ВЕЛ); если къ этой трапещи придать треуг. ЕД С, то полу- 
чится паралделограммъ; а если придать треуг. РАВ, то получится 
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прямоугольникъ. Но треуг. ЕДС=РАВ, ибо они имЪютъ по равной 
гипотенуз5 (АВ=ДШС) и равному катету (АЕ=ОЕ). Итакъ па- 
раллелогр. АС равновеликъ прямоуг. АЕ. Поэтому злощадь па- 
раллелорамма — произведению ею основамя на высоту. 

283. Возьмемъ треуг. АВС (чер. 365), вне основаше АС, 
а высота ВД; проведемъ изъ В Чер. 365. 
прямую ВЕ || АС, а изъ С пря- 
мую СЕ! | АВ; тогда получимъ 
параллелограммь АЕ; такъ какъ 
треуг. АВС — ВСЕ, то слЪд. 
треуг. 4АВ0=1/, пар ма АЕ; а А и 

Ас.ВЛ. Г] С 
о ы 

иТакъ площадь треуюльника равна половинъ произведения основа- 
мя на высоту. 

283. Пзъ двухъ предъидущихь &$ слфдуетъ: 
1. Площади параллелограммовъ (а также и треугольниковъ) отно- 

сятся какъ произведеня высотъ на основашя. 
2. Площади параллелограммовъ (и треугольниковъ) съ равными 

основанями относятся какъ высоты; а съ равными высотами— отно- 
сятся какъ основаня. 

3. Площади квадратовъ относятся какъ квадраты ихъ сторонъ. 
4. Параллелограммы (и треугольники) съ равными оспован1ями и 

высотами равновелики. 
5. Площадь прямоуг. треуг. = '/, произведеня его катетовъ. 
Изъ слд. 4-го слЪдуетъ, что треугольники (чер. 366) АВС, АВ, С, 

АВ, С...., ииъюще общее основаше АС, а вершины В, В,, В 
на дин, параллельной основаню, равновелики, ибо высоты ихъ 
равны, какъ разстоявя между параллельными лин!ями. 

284. Возьмемъ трапещю АВСХ (чер. 367); проведя д!агональ 

Чер. 366. Чер. 367. 

потому площадь АВС— 

А с 

АС, разобъемъ трапешю на два треуг.; если въ этихъ треуг. при- 
мемъ за основашя АД и ВС, то высоты пхъ СЕ и АС будутъ 
равны между собою. Означивъ числа, выражаюш1я длины лин АД, 

ВС в СЕ черезъ Ь, Ь, иЪ, найдемь, что площ. АСР = в 
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площ. АВС — а а слБд. площ. АВСО = АСО+ АВС — 

“О, Такъ какъ полсумма параллельныхъ сто- 

ронъ трапещи равна средней лини ($ 165), то означивъ длину этой 
лини черезъ /, найдемъ, что площ. АВСО=М. 

Итакъ ялощадь трапеци равна высотъ, умноженной на пол- 
сумму параллельныхь сторонъ, или равна высотъ, умноженной 

на среднюю лимю. 

255. Чтобы опредълать площ. какого нибудь многоугольника, надо 
разбить его плагоналями на треугольники, опредфлить площадь каж- 
Даго изъ треуг. и всЪ эти площади сложить. Можно также взять 
точку внутри многоуг. и провести изъ нея лин въ вершины мно- 
гоуг.; тогда многоуг. также разобьется на треугольники. 

Но гораздо удобнъе сперва превратить мнолоугольникь в тре- 
Уольникь, т. е. построить треуг., равновелик!@ данному многоуг. 
Покажемъ, какъ это дЪлается. 

Возьмемъ напр. пятиугольникъ АВСОЕ (чер. 368). Проведемъ 
дагональ С.А и изъ точки Чер. 368. 
В проведемъ ВЕ|| СА до С 
встрфчи съ продолжешемъ ц 

стороны ЕА; точку Е со- 
единимъ съ С; тогда полу- 
чимъ четыреуг. РСДОЕ, 
равновелик!й пятиугольнику 
АВСРЕ. Дъйствительно, 
оба эти многоуг. имфютъ 
общую часть— А ЕД С; при- 
давъкъ А ЕД Стреуг. АСР, ты 
получимъ 4—къ РОДЕ; А Е 
придавь же кь АЕДС треуг. АСВ, получимъ 5—къ АВСЬЕ. 

о треуг. АСЕ равновеликъ АСВ, потому что они имфютъ одно 
основаше АС, а вершины ихъ Ви Р лежать на лини ВЕ || осно- 
ваню. Теперь 4—къ ЕСДЕ превратимъ въ треуг.; для этого со- 
единимъ С съ Е, изъ О проведемъь ОМ || СЕ и соединимь С съ 
М; треуг. ЕСМ=ЕСЕ-+ СЕМ; а4-—къ ЕСРЕЕСЕ+СЕО; 
но СЕЛГ равновеликь СЕД, слфд. треуг. ЕСМ равновеликъ 
4—ку ЕСОЕ, а потому и 5—ку АВСШОЕ. 

Опредъливъ площадь треуг. РСМ, мы узнаемъ и величину #л0- 
щади даннаго многоуг. АВСОЕ. 

Если бы данъ быль напр. 10—къ, то посредствомъ предъ- 
идущаго построеня мы обратили бы его сначала въ 9—къ, потомъ 
въ 8—къ...., наконецъь въ 3—кЪ. 

Если имфемъ правильный и— угольникъ, то проведя изъ его центра 
прямыя лини въ вершины многоуг., мы разобьемъ его на ® рав- 
выхъ треуг.; если означимъ сторону многоуг. черезъ а, а апоеему 

а.т . 
черезъ х, то площ. каждаго треуг. о ‚ а сл5д. площадь мно- 



= бы 

па.т 
хоуг. =—5—; 

прав. мноюуз.—половинъ произведензя ею периметра на аповему. 

Для примфра вычислимъ площ. прав. 6—ка, вписаннаго въ кругъ, 
котораго радусъ =. Такъ какъ сторона такого 6—ка — радусу, 
то периметръ его —=6Е; аповема, какъ катетъ треуг., котораго ги- 
потепуза есть ращусъ, а другой катетъ есть половина стороны, бу- 

но па есть периметръ многоуг.; поэтому площ. 

Ё\* 68 ‚РУЗ 
детъ равна (т) —'/, ВУЗ; слЬд.площ.6—ка—=— а 

—'/, ВУЗ. Если напр. В=8 дюйм., то площ. 6—ка Е 
:—96.. 1,73:4.: —166,08.... квадр. дюйм. 

236. Мы видьли, какъ опредЪляется площадь треуг. посредетвомъ 
его основашя и высоты; теперь выведемъ выражение площ. треуг. въ 
зависимости отъ его сторонъ, т. е. покажемъ, какъ опредфлить величину 
илощ. треуг., зная длины сторонъ его. Возьмемъ какой нибудь треуг. 
АВС (чер. 369); полагая, что углы А и С острые, проведемь вы- 
соту ВШО; положимъ, что площ. треуг. Чер. 369. 
АВС=$, высота ВОР, АС-ЪЬ, В 
ВС—=а, АВ, А)—х, тдЪ 1, БВ, 
«а,с, хсуть числа, выражаюния длины 
соотвфтетвующихь лин въ одной и с 
той же единиц$, а $— число соотвЪт- 

ствующихъ квадратныхъ единицъ. Тог- 

гда $5— д; Но изъ тре. АВР А Е. 

имфемъ #—53—2*, а на основанш $ 206-го имфемъ 
З с?— а} 

а*—5--с*—9х, откуда 2 = и ; а лёд. 

лк Е ая 
4? 45? 

этохъ выраженш разность квадратовъ произведенемъ суммы на раз- 

ность, получимъ 

Е И О 

Зена (6-е) а? (В-ре-а). (6-с—а): 

6—6 — са а — (Ис — Бе) (с) —= 

—(а-Рь—с)(а—5-с); сл®д. 
(Б-е-+а)(6-с—а) (аъ са —№-е) 

452 

Этому выраженю можно дать другой видъ; пля этого означимъ 
первметръ треуг. черезъь р, т. в. позожихь Б-е--а=2р; тогда 

бра; Бе а=2р—2а=2(р—а). 

Подобныхъ образомъ 

ро И т Ч И . Замънивъ въ 

йа — 
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а-е—6—2(р— 5); а —с—2(р—с), и 

8 — бра) И 9 В =2 Ир(р—а) (р 6) (р—с); 

о. 2 Ир-адв-Ир-)=УРр-а@-5) 0. 
Есля напр. а=25; 65—24; с—7 дюйм., то 20—56; ру—28; р-а=3; 

р—1—=4 р—с=91,и з—У28.3.4.21=У7056—84 кв. дюйи. 
Если треуг. будеть равностороннй, то назвавъ его сторону че- 

резъ а, будемь имъть $5—У ила аа = ай УЗ. 
281. Опредфлимъ цфлыя значев!я сторонъ треуг. а, 6, с, при ко- 

торыхъ площадь треуг. выражается рац1ональнымъ, и притомъ цфзымъ , 
ЧИСлОМЪ. 

Положимъ, что рат, р—Ь—", рбе—тё,, дп, В, 4, в 
суть или цфлыя числа или таюмя дробныя числа, при которыхъ про- 
изведен!я 7,, 7ё., 7ё, суть числа цфлыя. Сложивъ предъидуш1я ра- 

венства, получимъ р—п(#--Ё,--,); а потому 

=иИ-РЕЬньь т. 
Чтобы 5$ было числомъ рац1ональнымъ, надо, чтобы подкоренная вели- 

чина была полнымъ квадратомъ; а для этого нужно, чтобы произведение 
(Е-НЫ-НЬ). В —=произведен!ю полнаго квадрата на множителя #,; по- 
этому ноложимъ (#,-{-Ё,--&,), 1, ,, гдф Ё есгь число цфлое. Тогда под- 
коренная величина будетъ — п Й, и сл$д. $5—и?Н,—=количеству рац!- 

в) 
ональному. Изъ урав. (#,-,-НЕ,)НЬ=, находвмъ ые НА, 

ро 
а изъ уравней р—а—7, р 6—7, р—с=-т или, что то же, 

В -+е—а __ ; а -Ь__ а-—с 
2 — я, = 7. , И находимъ 

а—п(,-,); О—и(Е-НЬ,); с=п(Е-НЫ). Подставивъ сюда выфсто &, 
з|уз зу 

его величину ВЕ, получимъ РИ во и ; 
еНЬ Янь о ПЩ ' 

е=(и- я. 
Если подставить эти величины вмфсто а, 6, С въ выражене пло- 

щади 5, то иодкоренпое количество будетт полнымъ квадратомъ . 
Но $, а равно и а, В, с должны быть числами цфлыми; поэтому, 

разсматривая &, & и Ё какъ числа цфлыя, положимъ я #— И; 

тогда а— (ЙЕ); БЕЙ-ИЕ; сЕАВ-НЬХЕЁ-ВЬ). Подставивъ 
эти величивы въ выражене 5, найдемъь $ — #6 (Н-НЫ)(Й— В ,) = 
количеству пфлому. 

Если въ выражен!яхъ а, $, с будемъ давать $, &,, &, произволь- 

выя Цфлыя значен!я, то получимъ рядъ величинъ для а, 6, с, при 

воторыхъ площ. треуг. выражается цфлымЪ числомъ. 

Если напр. {—4, #—3, &—4., то а—25, #—24, с—1, а 5— 84. 
Если 10, #—4, (,—5, то. а—29, 06—25, ‹—36, $5—360 ит. под. 

288. Разсмотримъ, какъ фпреф®ляется отношене площадей по- 
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добныхъ фигуръ. Возьмемъ два подобныхъ треуг. АВС и А, В, С, 
(чер. 370); означая площади ихъ черезъ 5 и 5$,, полузимъ 

з _ 40.ВР_ 
: ОВО” 

Чер. 370. 

В 

к 

А р С А С 
р 

Но въ подобныхъ треуг. основавия относятся какъ высоты ($ 188); 

сад. въ предъидущую пропорщю вмЪсто ; т можно вставить 
121 

АС Не Те АС _лАВ _ ВС 

О 50 ааа Во 
240 АВ В. 

я 4, А,Вр В, Ср 
относятся между собою какъ квадраты сходственныхь сторона. 

в Р.В 

а=(4.5 

не площадей подобныхъ треуг. равно квадрату отношен!я сходствен- 
ныхъ сторочъ. Если Чер. 371. 
напр. сторона одного 
треуг. —=14 дюйм., 
а сходетвенная сто- 
рона другаго = '/, 
арш., то, обративъ 
\/, арш. въ дюймы, 
найдемъ, что отноше- 

ще сторонъ — !'/. = 

2, аслЪд. площ. пе- 
рваго треуг. въ 2% 
или ВЪ 4 раза боль- 
ше площ. втораго. 
Если стороны двухъ 

подобныхъ треуг.бу- 
дутъ соизмЪримы. то 

справедливость сей- 
часъ доказанной тео- 
ремы можно подтвер- 

‚ СлЪд. 

т. е. площади подобныхь треуз- 

‚ То можно сказать еще, что отноше- Такъ какъ 
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дить наглядно. ДЪйствительно, пусть (чер. 371) АВСолА,В, С, в 
общая мЪра сторонъ АВ и 4,В, укладывается въ первой лини 5 
разъ, а во второй 2 раза; тогда, по подобю треуг., отношение сто- 
ронъ А Си 4, С,, а также ВСи В,С,, будетъ тоже==*/,; стало быть, 
если сторону 4,С, мы раздЪлимъ на двЪ равныя части, то каждая 
такая часть уложится 5 разъ въ сторон АС; точно также и поло- 
вина В,С, уложится 5 разъ въ ВС, и по чертежу видно, что треуг. 
А,В,С, можно раздЪлить на 4 равныхъ между собой треугольника, 
а АВС на 25 такихъ же треугольниковъ; поэтому отношеве пло- 
щадей треуг. АВС и А.В, С, будетъ равно 33/, = (8/.)*. 

289. Возьмемъ два подобныхъ многоуг. АВСДЕ и абс4е (чер. 
372); проведя изъ вер- Чер. 372. 
шинъ С и сдагонали, по 

предъидущей теоремЪ бу- 
‚демъ имЪть 

Во вефхъ этихъ про- 
порщяхъ вторыя отноше- А г 
мя равны, ибо многоугольники подобны, слЪд. 

У НИЕ К 

Е 
Но въ равныхъ отношеншяхъ сумма предъидущихь относится къ 

сумм$ послфдующихъ какъ одинъ изъ предъидущихь къ своему по- 
ВС? Т+-тТ,-+Т. 

слЪдующему; слЪд. НЕ, ЕЕ ‚ или 

АВСРЕ _ ВС* 
аа Ре Т. 6. площади подобныль мнолоузольниковь от- 

носятся какь квадраты сходственныхть сторонь. 

Въ правильных подобныхъ многоуг. стороны пропорщональны 

Чер. 373. 
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радусамъ или апоеемамъ; поэтому лошади правильныхь одноимен-, 
ныхь нноюут. относятся какъ квадраты радуусовь или атовема. 

290. Возьиемь треуг. АВСи А,В,С,, (чер. 373), въ кото- 
фыхь уг. 4А—А,, и опредфлимъ отношене ихъ площадей $ и 3,. 

Проведя высоты, получимь — = ^^. Но треугольникъ ровед , у РУ О: реу 

АВ вр | 
АВ < А, В.О., сад. —-——; Ноэтому въ предъиду- гб д Я.В, ВП, у редъиду 

щую пропорцию вм$ето и можно поставить а похучимъ 
В.Л, А.В, . 

5 Ас.АВ 
—=-——_... Итакъь площади треуюльниковь, имъющихь по 
5; 4.0(,.А. В, , 
одному равному уму, относятся между собой какъ произведеня 
<торонь, содержащцихь равные умы. 

291. Въ $ 203-мъ мы видфли, что если а, 6, с будуть длины ги- 
потенузы ВО и катетовь АС и АВ прямоуг. треуг. АВС (чер. 
374), то а—5--с%. Но а? есть площадь квадрата, построеннаго 

Чер. 374. 

а 

ь к Е 

на ВС; 6? и с* площади квадр., построенныхъь на 4С и АВ. 
Итавь площадь квадрата, построеннаю на зитотенузъ, равна 
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суммь площадей квадратовь, построенныть на катетать. ДЪй- 
ствительно, квадратьъ ВЕ можно раздфлить на два прямоуг., изъ 
которыхъ одинъ будетъ равновеликъ квадрату ВМ, а другой квад- 
рату С@. Для этого опустимъ изъ А перпендикуляръ на ВС и 
продолжимъ его до пересЪчения съ 7) Е; тогда ВК=ВМ и КС=СС. 
Для доказательства соединямъ № съ Си А съ Д; тогда треуг. 
ВРА будеть равновеликъ !/, прямоуг. ВК, ибо имЪетъ съ нимъ 
одно освоваше ВД; высота же прямоуг. ДК равна высот треуг., 
т. е. перпендикуляру, опущенному изъ А на продолжение Л В; треуг. 
М№ВС—!/, квадрата ВМ, ибо имЪеть съ нимъ общее основаше МВ, 
высота же квадрата М№М равна высот$ треуг., т. е. перпендику- 
яяру, опущенному изъ С на продолжене МВ. Вътреуг. АВДи МВС 
сторона АВ—= МВ какъ сторовы квадрата ВМ; ВО=ВОС какъ 
стороны квадрата ВЕ, пуг. АВО—уг. МВС, какъ состояще изъ 
общей части АВС и двухъ прямыхъ угл. СВО и МВА. Поэтому 
треуг. АВД=МВС, а слЪд. прямоуг. ВК равновеликъ квадр. ВМ. 

Соединивъ точку А съ Е и точку В съ Н, докажемъ подобнымъ 

образомъ, что прямоуг. СК=квадр. СС’. СлЪц. квадр. ВЕ равно- 
великъ суммЪ квадр. ВМ и СС. Доказанная нами теорема наз. 
пиеалоровой * 

Приведемъ еще два доказательства пиеагоровой теоремы. 

1. Пусть АВС (чер. 375) будетъ прямоуг. треуг., СК—квад- 
ратъ, построенный на ги- 

потенуз$ Изъ точекь Н 
и К проведем НС и 
КМ } АВ; изъ точекъ С 
и К проведемь СЕ и 
КТ, || АВ. Треуг. САВ, 
СЕН, НГК, КМВ рав- 
вы между собою, ибо иы$- 
ютъ по равной гипотенузЪ 
и по раввому острому углу 

(вапр. уг. СВА—уг.ВКМ 
какъ углы съ пернендику- 

ларными сторонами); сл$д. 

АВ = ГК = МК и 
АС — СЕ: в потому 
АСЕС ин ГКМС су 
ввадраты , построенные 

ва катетахь АС и АВ 
даннаго треуг. Если къ фигурф СЕГКВ придать трови СЕН 

и ГНК, то полузимь квадрать СК: а если къ той же фигур$ 
СЕГКВ придать тр-ки СВА и ВКМ, то получимъ фигуру 
АСЕГКМ, которая представляетъ сумму квадратовъ, построенныхъ 

Чер. 375. 

* За открыте этой теоремы Пиеаторъ принесъ въ жертву музамъ 100 
быковъ; поэтому она ваз. шуешит ВесафотЪае 41рпиш. 



— 221 — 

на катетахъ. А какъ придаваемые въ томъ и другомъ случав тр—ки 
равиы между собою, то слёд. квадратъ, построенвый на ганотенуз8, 
равеяъ сумм квазратовъ, построенныхь на катетахь. Это доказа- 
тельство замЪчательно тфмъ, что здВсь квахратъ, построенный на 

гипотенуз$, раздфляется на части, могущ:я покрыть квадраты, ностроен- 
ные на катетахъ. 

2. Пусть АВС (чер. 376) будеть прамоуг. треуг., стороны ко- 
раго обозначииъ а, 6, с. Построимъ вва‹рать ММ, котораго сто- 
рона равна сумиЪ катетовъ 6-|-с. Отложивъ части МЕ=б, ЕЁ=е, 
Еб—5, С№—е, МК—Ь, КГ. -=е, Г.Р, РМ —с, и соединавъ 

Чер. 376. Чер. 377. 

В 
а_Ъ с 

г, с км 

С ъ 
х с Р|- 

ъ А 

ъм ъ с н 

м Е с р: 

К, С, Еи Р, получимь фигуру ЕРК@: въ этой фигурв сторона 
КР=РЕ-ЕСЬ—СК=—=а, ибо треуг. КЕР= РМЕ= ЕЁЕФ = 
—СМК=АВС; уг.о--уг.т-уг.п=180°, а уг. я-т==90° (ибо 
уг. п р— 90°, ар=т): слфд.. уг.0=90°; точно также докажемъ, что 
и проче углы фигуры ЕРКС прямые; поэтому фигура ЕРК есть 
квадрать, построенный на гипотенуз$ а треуг. АВС. Раздфлимъ 

теперь квадратьъ ММ на части такъ, какъ показано на чер. 317; 
если отъ квадрата ММ (чер- 377) отнимемъ четыре треуг. р, р, р, р, 
то получимь 4Е--ЕН, т. е. сумму квадратовъ, построенныхъ на ка- 
тетахь треуг. АВС (чер. Чер. 3178. 
376); а если отъ квадрата 
ИМ (чер. 376) огвять |: 
таке же четыре треуг., то 
получимъь КЕ — квадратъ, Ы 
построенный на гипотенуз$ 
треуг. АВС. 

| 292. На основани пи- 
вагоровой теоремы можно 
построить квадрать, рав- Вс 
новеликй суммВ нЪсколь- 
кихъ квадратовъ иди раз- 
ности двухъ квадратовъ. ы А 



— 222 — 

Пусть напр. требуется сложить квадраты т, м, р, 4 (чер. 378)- 

Тогда отложимъ на сторонахъ прямаго уг. отъ вершины его части 

ОА и ОВ, равныя сторонамъ квад. ти я, и проведемъ ВА, ко- 
торая и будеть стороной квадрата = т -- п; изъ А возставимъ пер- 
пендикуляръ къ АВ и отложимъ АС— сторон® квад. р; тогда В С° 
будетъ стороной квадрата =тж--»--р. Проведя СР: ВС и раэв- 
ную сторонё 4 и соединивъ В съ О, получимъ сторону квадрата 

== тир 9. 
Если нужно вычесть квад. т изъ я, т. е. построить квадратъ, 

равновеливий разности я и 2, то строимъ прямоугольный треуголь- 

никъ, котораго гипотенуза есть сторона квад. т, а одивъ катеть—= 
— сторон квзд. т; тогда дрегой катетъ и будетъь стороной ква- 

драта, равновеликаго разности я— т. 

293. Пиеагорова теорема распространяется также и вообще на 
подобные многоугольники; т. е. мноюуюльникь, построенный на. 

читотенузь, равень суммъ подобныхь ему мноюуюльниковь, по- 

строенныхь на катетальъ. 

Озвачивъ (чер. 379) площади многоугольниковъ черезъ 4, В, С, 
а стороны треуголь- Чер. 379. 
ника через а, 6, с, 
ло © 289 получимъ 
ое. 
тада, 
сложивъ эти дроби, 

В-С 

А 
2 2 

Е о 
са, сад. и Ь 
В- С—А. 

Эта теорема даетъ 
возможность  стро- 
ить многоугольнакъ, 
равновелик! суммЪ 
вЪфеколькихъ подоб- 
ныхъ многоуг., или разности двухъ подоб. ыногоуг. (см. $ 292). 

294. Нахождене квадратуръ. Найти квадратуру какой ни- 
будь фигуры значить построить квадратъ, равновеликЙ этой фи- 
гурё. Такъ какъ всякШ многоугольнакъ можно, какъ мы вндЪли, 
превратить въ треуг., то достаточно показать только, какъ нахо- 
дится квадратура треуг. 

Если треуг. имфеть основаше а, а высоту №, то площадь его 
—='/зай; обозначивъ же черезъ 2 сторону квадрата, равновеликаго 
этому треуг., получимъ '/,ай—27*, откуда '/.а: 2=2:й; слЪд. сторона 
квадрата, равновеликаго треуг., будетъ средняя пропорщональная 

найдемъ 
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между высотой и половиной основан!я треуг. (или между основа- 
шемъ и половиной высоты); поэтому такой квадратъ всегда можно- 
построить ($ 225). 

Легко видфть, что для нахожден!я квадратуры параллелограмма 
надо построить среднюю пропорщональную между основанемъ и 
высотой его. 

295. Увеличее и уменьшен!е Фигуръ. Увеличить нли 
уменьшить какую нибудь фигуру значить построить фигуру, по- 
добную данной, притомъ такъ, чтобы площадь ея была въ извЪст- 
ное число разъ больше нли меньше площади данной фигуры. Пока- 
жемъ сначала, какъ увеличать или уменьшить въ н$сколько разъ 
квадратъ. 

Положимъ напр., что мы имфемъ квадратъ, котораго сторона а, 
и хотимъ построить квадратъ, котораго площадь==па*, прачемъ я 
можеть быть какимъ угодно числомъ, цфлымъ или дробнымъ. Озна- 
чивъ сторону искомаго квадрата черезъ 2, получимъ 2*—=па*, от- 
куда а:5=:па; т. е. для опредъленя стороны искомаго квадра- 
та надо построить среднюю пропоршональную ($ 225) между пря- 
мыми линями 4 и яа. Напр. если хотимъ построить квадратъ, ко- 
тораго площадь равнялась бы 3/. даннаго, то нужно найти сред. 
проп. между стороной даннаго квадрата и линей, равной */, ея. 

Положимъ теперь, что имфемъ многоугольникъ (чер. 380), ко- 
тораго площадь— Чер. 380. 

—М, и требуется 
построить подоб- 

ный ему мног., 
котораго площадь 
равнллась бы я ДИ, х 

г п  можетъ \ 

быть цБлымЪ или м ь 
с 

| 
| 
| 

и. 

дробныхъ ЧиС- 
ломъ. Для этого 
на одной пзъ сто- 

ронъ даннаго мно- 
гоуг. напр.на 4 В, 
строихъ квадратъ 
Р; затфмь стро- 
пыъ квадрать О=—пР. какъ показано выше; на сторон аб этого 

квадрата строимъ многоуг. №, подобный данному 2Г; этотъ многоуг. 
О а № а. 

№ и будетъ равенъ и 21. ДЪйствительно (9289) = ра УЧ 

но О—иР, сл. и №" М. 

Увеличить или уменьшить многоугольникъ въ 4, 9, 16, 25....м* 
разъ, можно, построивши многоуг., подобный данному, притомъ такъ, 
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чтобы сторона его была въ 2, 3, 4....п разъ больше или меньше 

хоотвфтствующей стороны даннаго многоуг. 
Увеличить многоуг. въ п разъ, гдф п есть цфлое число, можно 

также, построивши на основан $293 многоуг., равновеликйЙ сумиЪ 
п многоугольниковъ, равныхъ данному. 

296. Мы видфли ($ 208), что если а, В, с будуть стороны треуг. 
(чер. 381), то а'—0?--с*--26х, причемъ надо взять--26х, ес- 
ли уголь А тупой, и—26х, если Чер. 381. 

уг. А острый. Но а? выражаеть пло- в 
щадь квадрата, построеннаго на а; 
$2 выражаетъ площадь прямоуголь- 
ника, котораго стороны суть лини у 
$ и <; поэтому квадратъ, построен- 

ный на сторонф, лежащей противъ А ъ с 
остраго угла треугольника, равенъ 
<уммф квадратовъ, построенныхъ на прочихъ сторонахъ, безъ Уд- 
в оенной площади прямоугольника, котораго одна сторона есть 0с- 
новаше треуг., а другая сторона есть разстояне оть вершины ост- 
раго угла до высоты. Подобнымъ образомъ можно выразить квад- 
рать, построенный на сторон, противолежащей туному углу треуг.; 
сумму квадратовъ, построенныхъ на двухъ сторонахъ  треуг., 
($215) ит. под. 

Такъ какъ каждую пропорцию можно представить въ видЪ равен- 
‹<тва двухъ произведенй, то всф теоремы о пропорщональности пря- 

мыхъ линШ имфютъ соотвЪтствующия теоремы, относящяся къ пло- 
щадямъ; напр. теорем : перпендикуляръ, опущенный изъ какой 
нибудь точки окружности на Даметръ, есть средняя пропорщ- 
ональная между отрфзками д!аметра, соотвЪтствуетъь сляфдующая 
теорема: если изъ какой нибудь точки окружности опустать пер- 
пендикуляръ на д1аметръ, то квадратъ, построенный на этомь пер- 
пендикулярЪ, будетъ равновеликъ прямоугольлику, котораго сто- 
роны суть отрфзки даметра. 

297. Извъстнымъ изъ алгебры формуламъ (а-Е5)—а?+2а5-- 53 и 
а ——(а--5). (а—5) можно также придать геометрическое значене. 

Такъ первая формула показываеть, что квадратъ, построенный на 
сумуЪ или разчости двухъ лин! а и 6, равенъ суммЪ квадратовъ, 
построенныхъ на линяхъ аи 6, плюсъ или минусъ удвоенная пло- 
щадь прямоугольника, котораго одна сторона есть а, другая 6. 
Изъ второй формулы заключаемъ, что разность квадратовъ, постро- 
енныхъ на прямыхъ лишяхъь аи, равновелика площади прямо- 
угольника, котораго одна сторона=а--5, а другая=а— 6. 

Эти саключешя легко повЪфрить чертежомъ. 

Дъйствительно, квадрать ММ (чер. 382)—=(а--5)=—=МР--РМ-- 
РО ЕР=а- а аф—а*--2аъ-+$а. 
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Квадратьъ ММ (чер. 383), построенный на а—6, равный 
Чер. 382 Чер. 383. 

а о ВН 

: “ 

В ыы 

о о а 
т ИН 
м в 

[9 

(а—5)—МР—0Т—В5-- ВТ=а*—2а6-®. 
Прямоуг. ММ (чер. Чер. 384. 

384)—(а- 5) («а—)= а 
= МР— Е5-+ Т5= и ИЕЗЫК 
МР—(в5—Т5). Пря- НА, ЛВНЕР 
моугольникъ Абимфетъ а Р Ь 
бое ЗБ 5 А в 

а прямоуг. Т5 осно- ь т Ц 
вашемъ служить а— 6, 
а высотой %; поэтому 
разность В5— 75 рав- 
новелика квадрату ‚имЪ- 
ющему стороной 6, ибо 

а— (а—5)—6: слЪд. 
К5— Т5—= МР. Итакъ 
ММ = МР— М№МР—= 
—а'—5°. 

298. Задачи на вычиелене. 1. Сколько вало досокъ вк 12 
фут. дливы и 1 Ф. 6 люйм. ширивы, чтобы сдфлать поль лля прямо- 

угольной вомваты, которой дльна 3 саж., а ширива 18 фут.? 

2. Опред$зить площадь прямоугольника, котораго основан! ==7 саж. 
6 люйм., а высота=5 саж. 2 арш.? 

3. Прамоугольникъ, вотораго основан1е—16 саж., а высота—8 саж. 

] арш., равновеливъ другому прямоуг., котораго высота—10 саж.; 
опредфлить освован!е втораго прамоуг.? 

4 Опредфзить сторону квадрата, равнонеликаго сумм трехъ квах- 

ратовъ, которыхъ стороны суть 73 саж., 97 саж. 1 арш. и 292 саж. ? 
5. Вычислить сторону квадрата, равнозезикаго прамоугозьнику, 

ямфющему основан!е 38,5875, а высоту—5,6 ? 

м а Ь 

15 
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6. Прамоугольнивъ ныфетъ стороны 36 и 16; на сколько нацо умень- 
шить одну изъ сторонъ и увеличить другую, чтобъ получить квадратъ, 
равновелик1й прамоугольнику? 

7. Поле, имфющее видъ квадрата, продано за 297,025 руб. по 
117 руб. 60 воп. за десятину; опредфлить сторону этого квадрата? 

8. Опредфлить сторону квадрата, котораго площадь содержитъ столь- 
ко квадр. единицъ, сколько его периметръ содержитъ соотвфтетвую- 
щихъ линейвыхъ единицъ? 

9. Параллелограммъ, котораго основан!е —2 саж. 2 фут., равно- 
великъ квадрату, котораго сторова—1 саж. 1 ф.; опредфлить высо- 

ту параллелограмма? 
10. Два параллелограмма имфютъ равныя основан!я; площади ихъ 

относятся какъ 6: 5; высота меньшаго — 33/, ф.; опредфлить высоту 

большаго ? 
1}. Площади двухъ параллелограммовъ относятся какъ 15: 11; вы- 

соты ихъ равны, а разность оспован!й—33/;; найти основаня ? 
12. Площадь ромба—3 кв. ф. 12034/., кв. дюйм.; сторона его на 

ыЕ ф. больше высоты; опредфлить сторону и высоту ? 

13. Опредфлить площадь прямоуг. треуг. по катетамъ 65—24, с45? 
$—3,6, 4,8? 65—2,977; с—19,236? 

14. Опредфлить площ. прямоуг. треуг. по гипотенуз$ а—7,09 и 

катету 65—6,45? 
15. Опредфлить площ. прямоуг. треуг. по катету 6—9,1 и высоть 

р, опущенной на гипотенузу, равной 3,5? по 6—126,3; 4^—84,5? 
16. Опред\лить площ. прямоуг. треуг. по катету с—10,4 и при- 

лежащему къ нему отрфзку 7) гипотенузы, равному 4? по с—12,14 
и р=8,13? 
‚17. Опред$лить площ. прямоуг. треуг., зпая, что перпеядикуляръ, 
опущенный пзъ вершины прямаго угла на гипотенузу, дфлить ее на 
части р—26 и 4—4,16? 

18. Опредфзить площ. прямоуг. треуг., если высота й, опущенная 

ва гипотенузу, равна 4032, а отрфзокъ р гипотенузы равенъ 1176? 
19. Площ. прямоуг. треуг.—5—0,06; катетъ $—0,4; опреджлить 

катетъ с, гипотенузу @; высоту й, онущенную на гипотевузу, и от- 
р$зкя ри 4 гипотенузы ? 

20. Опредфлить катеты 6 ис треуг., котораго гипотенуза а—=3605, 
а площ. 5—3119046 ? 

21. Опредфлить площ. равносторонняго треуг. по сторояф а? по 

высот$ #? . 
22. По данной площ. $ правильнаго треуг. опредЪлить его сторо- 

ну? высоту? 
23. Опредфлить пзощ. равнобедр. треуг., если его основаше ^—=-80, 

сторона а4—41? если 6—87,16; а—104,15? 
24. Опред$лить площ. равнобедр. треуг., если его сторона а-—44,37; 

а высота №, опущеннал на основане, равна 30,6? 
25. Площадь 5 равнобедр. треуг.—1848; оснсвав!е $—66; опре- 

дить сторону а и высоту №? 
26. Площ. равнобекр. треуг. $=—762%/,, а высота его /—=217/,; 

опред®лить основане $ я сторону а? 
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27. ОпредЪлить площ. равнобедр. треуг., если основаше его $— 
48,17; а высота в, опущенвая на сторону, равна 32,44? 

25. Опредфлить площ. равноб. треуг., если высота #, опущевная 
на освован!е, равва 1,06; а высота },, олущениая на сторону, рав- 
на 2,03? 

29. Опредфлить площ. равнобедр. треуг. по периметру 2р—1796,48 
и высотЬ 1—108,37? 

30. Треуг., котораго основаше $5—145°/,, а высота #—11,666...., 
равновеликъ квадрату; опредблить сторону этого квадрата 2 

31. Ршить предъид. зад., полагая 6—18,35; #—12,18? 
32. Квадратъ, котораго сторона а, надо обратить въ треуг., ко- 

тораго высота ни основаше были бы равны между собою; опредФлить 
эти линии ? 

33. Треуг. имфетъ основаше 6, а высоту №; высота увеличена ва 
дин!ю 70; на сколько надо уменьшить основан1е, чтобы площадь треуг. 
сохранила свою прежнюю величину? 

34. Высота / треуг., котораго основане 6, уменьшена на лин!ю 
т; ва сколько надо увеличить основан!е, чтобы величина площади 
треуг. не измфнилась ? 

35. Рьшить зад. 33-ю, полагая 65—146, 72; #—96, 18; т—10, 12? 
36. Рфшить зад. 34-ю, полагая 6—146, 72; 1—96, 18; т—10, 12? 
37. Рашить зад. 33, полагая 2—426'/,; 41—239, 27; т=24, 16? 
38. Ршить зад. 34, полагая 6—496, 25; 1—239, 27; т—24, 16? 
39. Какое измф$нев!е пооизойдетъ въ площ. треуг., если его осно- 

ваше КБ и высота Л увеличатся соотвфтственно на 99 и п? умевь- 
шатся на тж и п? увеличится на т, а № уменьшится на я 
% уменьшится на т, а № увеличится на п ? 

40. Сумма двухъ сторонъ треуг. — 124 ф.; высоты, опущенныя 
на эти стороны, соотвфтственно равны 105 и 50; опредфлить площ. 

треугольника ? 
41. Основане треуг.—6, высота=й; проч1я стороны суть @ и с; 

опредфлить радусъ вписаннаго круга? 
42. Сторона квадрата-—а; опредфлить сторону квадрата, котора!о 

площадь въ 7 разъ больше даннаго? СдЪлать вычислен!е, когда а—6,05; 

1—2? а—0,45; пт—=3? а—18; и==/, ? 
43. Сумма даговали и стороны квадрата — $ — 10; опредфлить 

площ. его ? 
44. Развость д1агонали и стороны квадрата — 4 — 10; опредфлить 

плош. его 2 
47. Стороны прямоугольника суть @ иб; къ каждой сторонЪ прямо- 

угольника проведены параллели 1) внутри прямоуг. или 2} внЪ его 
на разстолн!и эй отъ каждой стороны. На сколько плош. прямоуголь- 
ника, образуемаго этими параллелями, будетъ 1) меньше или 2) боль- 

ще площади давнаго прямоуг.? 
46. Къ двумь параллельвымъ сторонамъ прямоугольника, изъ ко- 

торыхъ каждая равна а, проведены иараллели внутри его въ разсто- 
ян!и 7; а къ двумъ другимъ сторонамъ, каждая изъ которыхъ равна 
$, проведены параллели внЪ прямоуг. въ томъ же разстояни. При 

15* 
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какихъ условяхъ образованный такимъ образомъ прямоуг. будеть 
равновеликъ данному ? 

47. Опрехдфлить площадь квадрата по д1агонали —8 ф. 4 дюйм.? 

48. Высота треуг. на 2 арш. больше основан!я; если основанше и 

высота увезичатся на 6 арш., то площ. увеличится на 48 кв. арш.; 
найти основаше? 

49. Площ треуг. —44!/„„ кв. арш.; высота на 8 арш. больше 
основан!я; найти основан!е ? 

50. Параллельныя сторовы трапец!и суть 9 саж. 6 ф. 4 дюйм. в 

13 саж. 1 ф., а высота —= 6 саж. 3 ф. Опредфлить площаль и сред- 

вюю линю ? 
51. Площ. трапещн —27 вв. ф. 54 кв. дюйи.; параллельныя сто- 

роны ея суть 5 ф. 4 дюйм. и 6 ф. 10 дюйм. ; опредфлить разстояве 
между вими? 

52. На сторов$ а параллелограмма отъ ея конечной точки отло- 

жена прямая 72. Найти на противоположной сторонф такую точву, 
чтобы хин!я, соединяющая ее съ концомъ прямой 7и, образовала тра- 
пецю, имфющую основавемъ 9 и равную \/, площади даннаго па- 

} 
ралделограмма? 3/, ея? °/.? т 

53. Трапешя имфетъ параллельныя стороны Би 4; па 4 отложено 
отъ вершины разстоян!е 7; требуется опредфлить ва В такую точку, 
чтобы прамгя, соединяющая ее съ концомъ лини 7, дфлила трапе- 
ЦЮ на двф равновеликя части ? 

54. Стороны прямоугольника суть а—108 и Ь—48; между сторо- 
ной 4 и ей паразлельной проведены дв прамыя, параллельныя между 

собой и раввыя каждая с—52; точка пересфчензя одпой изъ этихъ 

параллелей съ стороной @а находится отъ конечной точки этой сто- 

роны въ разстояни 2—8. Опредфлить плошади трапецй. лежащихъ 
по 0бф стороны параллелей с, если разстоян1е между этими паралае- 
заями——21/,? 

55. Рьшить предъид. зад., полагая а —224, $ —118, с — 164, 
Чер. 385. т—24, 4=21/,? 

56. Вычислить илощ, мяо- 

гоуг. АВСОЕ (чер. 385), 
если перпендикуляры, опущен- 
ные изъ вершинъ его, равны: 
А—36; ВЕ—?24: СНЫ= 
18; ЕТ=26; ОК—23; а 
разстояв1я между основан1ями 

этихъ перцендикузларовъ рав- 
ны: ЕР@—1!7; СН—=19; 

! НТ=1!8; ТК=16? 

Е ан тк 57. Рфтить предъид. зад., 
полагая АС — 60,5; ВЕ—= 

12.3; СН=23,8; РК=32,1; ЕТ=7о,6; Еб=10,2; С Н=12,4; 
НТ—20,5; ТЕ=9,8? 

58 Вычислить площ. многоуг. АВСРЕЕ (чер. 386), если пер- 
пендикуляры, опущенные изъ вершинъ его на прямую (М, равны; 

, : 
' 
, 
; 
. 
, 
, , 
' 
' 
, 
: 
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АС = 20: ВН=30; ЕТ—=45; СЕ=36; ОГ—24; ЕМ=15; а раз- 
стоян!я между основан!ямн Чер. 386. 
этихъ периендикуляров» ра- 
ны: &Н=28; НТ=15; р 
ТК=:12; КГ—=32; Г М= 

217 
59. Р\ьтмить предъид. 

зад., еси АС—1Т,5 ; 
ВН = 24,3; ЕТ = 30; 
СК— 22,6; ОГ =20.5: 

ЕМ= 26,9; @Н=20,2: 
НТ = 19,4; ТК = 16; 
КТ—=26,8; ГМ=22,5? 

60. ОпредФаить площадь 

треуг. по сторовамъ 10; 
11 и 21? 25: 29 и 36? 
14; 13 и 1524; 13 и 15? 

21; 13 и 20? 11; 13 и20? 56; 25 и 39 ? 16; 25 и 39? 63; 25 и 
52? 33; 25 и 52? 

61. Опредфлить площ. треуг. по сторонамъ 196,23; 127,45 и 
116,28? 0,45; 0,36 и 0,52? 36,09; 19,46 и23,59? 616; 488 и 356? 

62. Опредфлить площ. треуг., котораго сторовы равны а—6, 

5—8, а уголь между ними—60°? 
63. Опредфлить площ. треуг., котораго стороны равны а—3,4; 

4—=2,2; а уг. между ними—30°? 
64. Опредфлить издощ. треуг., котораго стороны равяы а—2,5; 

6—1,6;а уг. между ними—459? 
65. Опредфлить площ. треуг., двё стороны котораго равны а=3,2; 

4—2, 5; а уг. между ними—120%? 

66. Опредфлить площ. прямоуг. треуг. по катету 65—24 и приле- 
жащему къ другому катету отрЪзку р гипотенузы, разному 14? 

67. Опредфлить площ. прямоуг. треуг. по гипотенуз8 а=15 исум- 

мВ катетовь 6--с—т=90? 
68. Опредфлить площ. прямоуг. треуг. по гипотенузё а=—40 и 

разности катетовь В—с—9—10? 
69. Опредфлить площ. прямоуг. треуг. по высотф }—9 и сумм$ 

катетовъ 6 с—т=—40? 
10. Опредфлить площ. прямоуг. треуг. по высотё #—24 и раз- 

ностн катетовь 6—6с—4—10? 

71. Опредфлить площ. прамоуг. треуг. по высот® #—20 и перя- 
метру=т=100 ? 

72. Опредфлить катеты треуг. по гипотенуз$ а4—22,5 и пзощади 
3=68,04? 

‚ 73. Опредфлить гипотенузу а и катеты 6 и с треуг., если Б-е— 
—т—245, а площ. $5=4500? 

714. Опредфлить гипотенузу а и катеты б и с треуг., если 6 —6— 
—49—253, а площ. $5—25410? 

75. Опредфлить гипот. 4 и катеты Ъ, с треуг., если а--5--с— 
—2р—336, а площадь 5—3360? 
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76. Опредфлить площ. равпобедр. треуг. по сторовф а—17и сум- 

м$ основав!я и высоты Б--#Ы—т—=31 ? 
77. Опредфлить `площ. равнобедр. треуг. по сторонф а—=14,8 в 

разности основан4я и высоты $5—й#—4—=23,2? 
78. РЬшить предъид. зад. при а—14,5; 4—9, 5? 
79. Опредфлить площ. равнобедр. треуг. по высотф 1—160 и 

сумм$ основав!я и стороны 6 а—=т==2392? 
80. Площ. равнобедр. треуг. 5—=66000; а сумма высоты и осно- 

ван1я 5--#—т—820; опредфлить сторону а, основаве и высоту 
треуг.? 

81. Площ. треуг. —5$=148; одва изъ сторонъ его-—а—=6; соот- 
вътствующая сторона подобнаго ему треуг. а=9; опредфлить площ. 
втораго треуг.? 

82. Ръшить предъид. зад. ири а=18,2; а.=9, 8; 5—84,5? 

83. Отношене площадей двухъ подобныхъ треуг.=1‘/,; стороны 
меньшаго треуг. суть 8; 6 и 5 арш. Опредфлить сторовы большаго? 

84. Опредфлить площ. треуг., котораго основане Ь—12 саж. 4 
ф., одва изъ сторонъ а—9 саж. 2 ф.; отрфзокъ р основавя, 0б- 

разуемый высотой и прилежашай къ @, равенъ 5 с. 4 ф.? 

85. Треуг. АВС пмЪетъ стороны 55 саж. 4,2 фут.; 69 саж. 3,5 ф.: 
41 саж. 4,9 фут.; треуг. А, В, С со АВС; площ. А, В, С. =5,=42 
кв. саж. 40,14 кв. ф. Опредфлить стороны треуг. 4, В, С, ? 

86. Два треуг. им$ють по равному углу; стороны, заключающия 
эти углы, въ одномъ треуг суть а—17,6 и 6—13.2; въ другомъ 

а.=8,4 и $, —11,2. Площ. перваго треуг.==5=—116,16; опредфлить 
изощ. втораго треуг.? 

87. Опредфлить площ. четыреугольника по сторонамъ 4—14, @— 

15, с-21, 4—0 и дмагонали е—13? 
88. Рьшить пред. зад., при а-64, 65—70, с=81, 4=69,е—1767 
89. Периметръ прямоугольника —2р—412, а площадь его==$= 

10528; оипредфлить его стороны а и 6? 
90. Д1агональ прямоугольника е—40,7; а площ. его $—508,2; 

опред$лить его стороны ан $? 
91. Опредфлить длагонали е и [{ ромба по его сторон а=40,Т 

н площади $—1016,42 
92. Опредфлить площ. трапеци по ея сторонамъ а, 6, с, а, по- 

лагая 0 ||4 и а> Ь? 
93. Опредфлить площ. четыреугольника, вписавнаго въ кругъ, по 

его сторовамъ а, В, с, а? 
94. По сторовамъ а, 6, с треугольника онредфлить рамусъ г 

внутренняго вписаннаго круга и рад1усы выфшвихъ вписанныхъ кру- 

10ВЪ Га, №, К? 
95. По сторонамъ а, Ь, с треугольника опред$лить радусъ К 

описаннаго круга? 
96. Опредфлить высоту Й треугольника по рад!усу х внутренняго 

вписаннаго круга и рад1усу 7ь вифшняго вписаннаго круга, каса- 
тельнаго къ основав!ю Ь треугольника ? 

97. Опредфлить высоту № треугольника по рад1усамъ ть ит. внфш- 

вихъ вписан. круговъ, касательвыхь къ сторонамъ Би с треуг.? 
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98. Въ треуг. АВС вписанъ прямоугольникъ ДЕРС, котораго 
основае ДС совпадаетъ съ основаншемъ ВС треуг. АВС. Въ ка- 
комъ отношен!и находится площадь прямоугольника къ площ. треуг., 
если сторона ЕР прамоугольника, параллельная ВС, дфлитъ осталь- 
ных двф стороны треуг. въ отношеви т: п? 

99. Въ треуг. АВС изъ точки Ш на сторон АВ проведены 
ДЕ || ВС, ДЕ|| АС. Въ какомъ отношев!и къ площ. АВС находят- 
ся части, на которыя раздфлнася треуг. АВС, если точка Г) дфлитъ 
сторону АВ вт, отношевн т: я? 

100. Въ треуг. АВС оть вершинъ А и В на сторо АВ—=с 
отложены частн А)—ВЕ—т и изь точекь Л) и Е проведены па- 
раллелн къ В(. Въ какомъ отношен!и къ пзощ. АВС находятся 
площ. образованной этими параллелями трапецзи ? 

101. На сторовахъ треуг. АВС давы тозви Ш, Е, Е, о 
стороны треуг. а, $, с длятъ соотвфтственво на отрзки а а, 6, 

., с, с. я Опредфльть отношен!е треуг. ДЕР въ треуг. А? 
102. Рьшить предъид. зад., вогла ) и Е лежатъ на сторонахъ 

ВСн АС, а Е на продолжен АВ за точку В? Когда О лежитъ 
на сторон, а Ен К на вродолженяхъ сторонъ? Когда вс№ точки 
О, Ен Е лежать на продолженяхъ сторовъ треуг. АВС? 

103. Опргедфлить отиомене площ. треуг. ДЕР къ паощ. треуг. 
АВС, когла точки Л, Е, Е поставзевы на сторонахъ с, Б, а треуг. 
АВС такъ, что каждая сторова продолжена на свою длину? 

104. Ко всЪмъ сторонамъ треуг. АВС проведевы параллели такъ, 
что каждая изъ нихъ дфлитъ двф остальныя въ отношенш т: я, 

ид : 
причемь — >> 2. Въ какомъ отношен!н къ данному треуг. находятся 

п 
части, на которыя овъ раздфлнася ? 

105. Опредфдить площ. треуг. по его высотамъ Л, №, №?' 
106. Лини, соединаюшия вершины треуг. съ средивами противо- 

лежашихь сторонъ, суть т. , ть, 2% ; опредфлить площ. треуг.? 
107. Опредфлить площ. треуг. по рамусу х внутревваго вписаннаго 

вруга и радусамъ г. , ть, х. вяфшвихзъ вписан. круговъ? 
108. Опредфлить изощ. прав. и—пугольнвка по его сторонф а и 

рад1усу г описавнаго круга? 
109. По радйусу 7х описавнаго круга опредфлить`изощ. прав. треуг.? 

квадрата? прав. 6—ка? прав. 10— ка? 
110. По сторон а опредфлить площ. прав. треуг.? квадрата? прав. 

6—ка? прав. 10— ка? 
111. По данной озощ. $ опредфлить рад1усъ круга, описаннаго 

около прав. треуг.? около квадрата? окодо прав. 6—ва? около прав. 

10— ка? 
_ 112. По данвой площ. $ опредЪлить сторову прав. треуг.? квад- 

рата? прав. 6—ка? прав. 10—ка? 
113. По рад1усу у опис. круга опредфзить площ. прав. 8—ка? 

прав. 12—ка? 
114. По апоеем$ а опредФлить площ. прав. треуг.? квадрата? прав. 

б—ка? прав. 10— ка? 
115. Въ треуг. АВС, въ которомъ АВ=с—=15, провести ДЕ! ВС 

такъ, чтобы отношев!е площ. треуг. АДЕ къ пдощ. АВС=и—!/? 
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116. Рьшить предъид. зад. при с—36, и—/,? 
117. Рфшить зад. 115 при ©с—4,5; п—5? 
118. Треуг. АВС раздЬлить прямыми ДЕ и РС, параллельными 

ВС, на части, которыя находились бы въ отношен!м т: п: р? Сд$- 

лать вычислен!е, когда А В——300, т:п:р=1:1:1? 
119. Рьшить зад. 118, полагая с—12,6; т: я: р—1: 2:3? 
120. Въ треуг. АВС сторона В С—1—24; сторона А В-е—30; 

высота },, опущенная на а, равна 27. Провести въ треуг. АВС 
прамую ДЁЕ|| ВС такъ. чтобы площ. треуг. АДЕ—5,—=169? 

121. Рфшить предъид. зад., если стороны треуг. АВС суть а—= 

—23,05; 65—20,44; с 17,81; а 5$. =80,2816? 
122. Нз сторон$ АВ треуг. АВС дана точка ШП. Провести пря- 

мую ОЕ такъ, чтобы часть треуг., ирилежащая къ АД, относилась 
въ остальной части какъ 7:2? Сдфлать вычислен!е, когда а—412; 
$—500; с372; А)—200; т: и=1:1? 

123, Ршить предънд. зад., полагая а—24; 65—36; с=40; А)—15; 
т: п—1:2? 

124. Изъ точки Г) на сторон$ АВ треуг. АВС провести прямую 
ТЕ такъ, чтобы она образовала со сторонами АС и ВС треуголь- 
никъ, площадь котораго равна 5,? Сдфлать вычислен!е, когда 6—24, 
<—=30, 25—20, АД=Р28, $, —100? 

125. Р+шить предъид. зад., полагая $ — 180; с—= 70; №. — 96; 
АЛ—21; $1—=560? 

126. РЕшить зад. 124, полагая а — 210; с — 160; №, = 120; 
АР—21; $,—=3000 ? 

127. Въ треуг. АВС изъ вершины В проведена прямая ВО, 
пересфкающая сторону АС въ точкф Г); параллельно ВШ про- 
ведены прямыя ЕР и СН, которыя дфлять треуг. въ отношеня 
т:п:р. Опредфлить разстояя АЕи СН, если 5—45; АР—25; 
т:п:0—1:1:1? 

128. Рьшить предъид. зад., полагая 65—45; А)Д—20; т:п:р= 
—2:6:7 ? 

129. Рьшитьзад. 127, полагая 6Ь—200; 4 )—160; т:п:р=1:2:3 ? 
130. Въ треуг. АВС проведены перпендикулярно къ ВС прямыя 

ЕЕ и СН, дьлящин треуг. отъ вершины В на части въ отношеня 
т:п:р. Опредфлить ВЕ и СН, если а—355; Ь—284; с—213; 
т:п:р—1:1:1?- 

131. Р8шить предъид. зад., полагая а—30,6; 6—42,8; с—48,9; 
т:п:р=1:1:2 

132. Въ параллелограммё АВС изъ вершины „А проведена пря- 
мая АЕ, двлящая его въ отношени т:п; опредфлить ВЕ, если 
АВ—а—236; А)Д—Ь—408; т:и—20:3 ? 

133. Въ параллелограмм$ АВСШ изъ вершины А проведены пря- 
мыл АЕи АР, дЪлашия его въ отношени т:п:р. Опредфлить ВЕ 
в ДЕ, если АВ=а—427; АР——315; т:п:ры—1:3:3? | 

134. Въ параллелограмм$ АВСР на сторовф АД хана точка 
Р въ разстояни АРС оть вершины А; изъ Р проведена прямая 
РЕ, пересЪкающая сторону ВС и дЬлящая параллелограммъ въ от- 
мошени т:п. Опредфлить ВЕ, если АДЫЬ — 412; се — 108; 
т:п— 2:3? 
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135. Ршить предъид. зад., полагая 6—1763/,; 80; т:и—3:5? 
136. Изъ точки Р на стороиф АЛ параалелограмма АВСЛ про- 

ведена въ сторонё ВС прамая РЕ такъ, что часть площади парал- 
лелограмма, прилежащая къ ливи АР, равва $,. Опредфанть ВЕ, 
если АВ—Ь—412; #7—80; АР——100; $,—12000 ? 

137. Ршить предъид. зад., полагая 5—1125,6; ^—49,5; с—65,4; 
$,=3000 ? 

138. Изъ точекъ Ри Р, на сторон$ АЛ параллелограмма АВС 
проведевы лини РЕи Р.Е въ сторои$ ВС, такъ что часть пло- 
щади параллелограмма, прилежащая къ АР, относится къ поса$лую- 
щимъ частямъ какъ 7:п:р. Опредфлить ВЕя СЕ, если АДЫ—Ь— 
—60; 4АР——12; Р)—=4—=20; т:п:р=2:3:5? 

139. Рьшить предъид. зах., полагая 6—120,3; с—40, 6; 49—20, 3; 
т:п:р=3:4:5? 

140. Трапещшя АВСШ раздфлена лишей ЕЁ|]| АВ на параляело- 
сраммь АВЕЕинтранецю РЕСО, площади которыхъ относятся кавъ 
т:п. Опредфлить ВЕ, еслн ВС—а—70; А)=Ь=110; т:и=2:3? 

141. Рёшить ирелъид. зад., полагая 4—81,9; 6—123,9; т:п—4:5? 
142. Трапещя АВСР лишянн ЕЕи СН, параллельными АВ, раз- 

дЪлена такъ, что часть ея площади, прилежащая къ АВ, относится 
къ с1Ъдующимь частямъ какъ т:п:р Опредъаить ВЕ и ЕС, есая 
ВС=9—200; АД=Ь=240; т:п:р=3:4:8? 

° 143. Рфшить предъид. зад., полагая 4—208,2; 65—315,3; т:п:р= 
—2:3:7 ? 

144. Трапеця АВСШ лншей ЕЕ, параллельной освовавю АД, 
раздлена начасти въ отвошени 22:7. Опредфлить ЕР, если В С=4—66; 
Ар——120; т:—1:1 ? 

145. Ръшить предъид. зад., полагая 4 —84,7; 6 =136, 5; т:п—1? 
146. Ръшить зад. 144, есаи 4—146,5; 6—208?/,; т:п=—2:3 ? 
147. Рьшить зад. 144, полагая 4—248,6; 5—436,4; т:п=1:2 ? 
148. Ръшить зад. 144, полагая 4—56,75; 6—181/,; т:п=/, ? 
149. Въ трапеши АВС проведены лнии ЕР и СН пэралалель- 

но основанню, и площ. ВСЕЕ: площ. ЕРНС: плющ. @СНОА—= 
т:п:р. Опредфлить ЕЁРи НС, если ВС=а—=108; АД—Ь—143; 
т:п:р=1:1:2? 

150. Рьшить предъид. зад., полагая 4—563/,; 6—91,25; т:п:р= 
1:2:3? 

151. Въ трэпеши лия ЕР проведена паралзельно основаню АД 
такъ, что пом. ВСРЕ=$,. Опредфлить ЕЁ, есля ВС—а—80; 
АО=—=140; #—=50; 5,=4000? 

152. Ршить предъид. зад., полагая 49—43; Ь—97; #—21; 5:=490? 
153. Лугъ имфетъ видъ треуг., котораго основан!е—24 саж.; 1я- 

в!ей, проведенной изъ вершины треуг. въ средину основав!я, этотъ 
лугъ раздфленъ на двф части; квадратная саж. первой части стоитъ 

20 коп., а второй 30 коп. Требуется этотъ лугъ раздфлить прямою, 
проведенной изъ верщины, на двф частя одинакой цвиности ? 

154. Поле АВСО, ниющее видъ параллелограмма, состоятъ изъ 

двухъ параллелограммовъ: АВЕС, котораго десатина стоитъ 96 руб., 
и РЕССО, котораго десатнна стбитъ 72 руб. На какомъ разстояв!я 
отъ А, считая по А), надо провести параллель къ АВ, чтобы раз- 
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дфлить поле на двф части одинакой цфнности, если АВ—400 сах. , 
АП—З00 саж., АЕМ—200 саж.? 

Чер. 387. 155. Поле, им ющее видъ пря- 
моуг. АВСЛ (чер. 387), кото- 
раго длина 4 )—1 8 саж. , а шн- 
рина А ВЫ 8 саж., состоитъ изъ. 

двухъ трапеций 4 ВЕбиС ЕС; 
квадр. саж. земли въ первой тра- 
пец!и стоитъ 2] кон., а во вто- 

рой 7 коп На какомъ разсто- 

ян!и х отъ прямой АД) надо 
провести ХУ|| АД, чтобъ разд$- 
лить поле на два прямоуг. 4 ХУД 
и ХВСУ одинакой стоимости, 
если АС—=9. а ВЕ12 саж. ? 

156. РЪЬшить предъид. зад., 

полагая Ар—= 36, АВ=!|6, 
: АС—!8, ВЕ—З2, если цфна 
; первой части будетт 54, а вто- 
о рой 42 кон. ? 

157. Место имфетъ видъ треуг., котораго основав1е—3,6 саж., а 
высота=—1,2 саж.; оно раздфлено линей, параллельной основав1ю 
и отстоящей отъ вершины въ 0,9 саж., на дв засти разной цфв- 
ности: квадр. саж. треугольной части стоитъ 14 руб., акв. саж. тра- 
пещи стоить 7 руб. Въ какомъ разстояв1и отъ вершины надо про- 
вести линю, параллельную основан!ю, чтобы раздфлить все мфсто на 

двф части одинакой стоимости? 
15$. Треугольное м$сто, имфющее основане 16,375 саж., а вы- 

соту 14,25 саж., раздфлено лив1ей, параллезьной освован!ю и отето- 
зщей въ 6,65 саж. отъ вершивы, на двф ча‘ ти разной цфнности: 
1 кв. саж. треугольной части стоитъ 1,555 руб., а | кв. саж. трапешь 
2,12 руб. Въ какомъ разстознйи отъ вершины надо провести лин!ю. 
параллельную основан1ю, чтобъ разд лить все мфето на лв% части оди- 

накой стонмости ? 

159. Поле, имфющее видъ трапещи, которой параллельныя стороны 

равны 20 саж. и 12 саж. , авысота-— 16 саж., раздфлено длагональю 

ва два треуг. разной цфнности; кв. саж. большаго треуг. стоитъ 6 

коп., а меньшаго 8 кой. Нд какомъ разстояши отъ меньшей сторо- 

ны нало провести параллель къ основан1ямъ, чтобы раздФфлить все по- 

че ва двЪ части одинакой стоимости ? 
160. Участокъ земли въ городф имфетъ видъ трапеши, параллель- 

ныя стороны которой 84 и 52 саж., а высота 16 саж.; линей, про- 

веденной изъ конца меньшаго основан!я параллельно одной изъ не- 
параллельныхъ сторонъ, этотъ участокъ раздфленъ на двЪ части: кв. 
саж. земли въ той части, которая имфетъ видъ треуг., стонтъ 13 руб.; 

а въ части, имфющей видъ параллелограмма, вв. саж. стоитъ 31/, руб. 
На какомъ разстоян!и отъ меньшей изъ параллельныхъ сторонъ надо 
провести параллель къ ней, чтобы раздфлить трапецю на двЪ части оди- 

накой стоимости? 
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299. Доказать теоремы: 
1. Прямоеугольвикъ, пифющ основашемъ гипотевузу, а высотой 

высоту прямоуг. треуг., равновеликъ прамоугольнику, построевному- 
на катетахъ (Доказать, не пользуясь выражевемь пасщ  треуг. и 
площ. прямоуг.). 

2. Прямоуг., имфющ съ данпымъ треуг. общее основаше и высо- 

ту, равновеликъ параллелограмму, имфющему съ т%мъ же треуг. об- 
ия стороны и уголъ между вими. 

3. Два равнобедр. треуг. равновелики, если имфютъ по равной 
сторон$ и если высота одвого равна 1. освован!я другаго (Дока- 

зать безъ помощи выражен!я изощ. треуг.). 
4. Два треуг. равновелики, если имфютъ по дв раввыхъ сторо- 

ВЫ, и если углы, заключенные между этими сторонами, дополняютъ 
другъ друга до 180° (Доказать безъ помощи выражен!я площ. треуг.). 

5. Изъ всфхъ треуг., имфющихъ по дв равныхъ стороны а и 6, 
наибольшую площаль имфетъ тотъ, у котораго уголъ между этими 

сторонами прямой. 
6. Периметръ равнобедр. треуг. больше периметра прям— ка, им$- 

ющаго съ нимъ одинакую высоту и равпую площадь. 
Т. Изъ вефхъ треуг. съ общимъ основашемь и одинакимъ уг- 

1омъ при вершин» наибольшую площадь имфетъ равнобедреиный. 
8. Изъь всьхъ треуг. съ общимъ основавемъ и одинакимъ угломъ. 

при вершив$ наибольший периметръ имфетъ треуг. равнобедренный. 

9. Изъ всфхъ треуг., которые образуюгъ стороны даннаго угла съ 
прямыми, проходящими черезъ тозку, данную на линш, дфлящей 
этотъ уголъ пополамъ, равнобедренвый треуг. имфеть наименьшую 

площадь. 
10. Изъ всфхъ равновеликихъ треуг., имфёющихъ общее освован]е, 

треуг. равнобедренный имфетъ периметру наименьший. 
11. Изъ всфхъ равновеликихъ треуг. наименьш!й периметръ яы$- 

етъ треуг. равпосторонв!й. 
12. Изъ всфхъ треуг. равчаго периметра, нм5ющихъ общее ос- 

нованте, равнобедр. треуг. ихфетъь площадь паибольшую. 

13. Изъ всфхъ треуг., имфющихъ одинакую высоту и одинав!Й уг. 
при вершинф, наименьшую площадь имфетъь треуг. равнобедреявый. 

14. Два треуг., построенные на одномъ и томъ же оспован!и по- 

разпыя его стороны, будутъ равновелики, если лин я, соединяю- 

щая ихъ вершины, дфлится освовашемъ пополамъ. 
15. Два треуг. равны, если имфютъ равныя площади и по два 

равныхъ угла. 
16. Два треуг. равны, если они имфютъ равныя площади, по рав- 

ной сторонф и по равному, прилежащему къ этой сторон$, углу. 
17. Два треуг. равны, если имфютъ равныя площади, по дв% рав- 

ныхь стороны и если заключенные между этими сторонами углы бу- 

дутъ одвого рода. 
18. Если на отр$фзкахъ высотъ треуг—ка построить прямоуголь- 

ники, то эти прямоугольники будутъ равновелики. 
19. Изъ всфхъ параллелограммовъ, пифющихъ общее основан!е в 

одинакую высоту, прямоугольникъ имфетъ периметръ наимевькй. 
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20. Если квадратъ н прамоугольникъ имфють одинав!й периметръ, 
то площ. квадрата больше площ. прямоуг. на площадь квадрата, по- 
строеннаго на полуразности сторояъ прям— ка. 

21. Изъ всфхъ параллелограммовъ одинакаго периметра наибольшую 
площадь имфетъ квадратъ. 

22. Сумма илощадей квадрятовъ, построенвыхъ на двухъ нерав- 

ныхъ прямыхъ, больше удвоенной площади прямоуг., построевцаго 
на тЬхъ же лин!ахъ; а квадратъ, построенный на сумм} этихъ лив1Й, 

больше учетвереннаго прямоуг., построевнаго ва нихъ же. 
23. Изъь всфхъ равновеликнхъ прамоуг. наименьший периметръ имфетъ 

5вадратъ. 
24. Прамая, соединяющая средины паралзельныхъ сторонъ трапе- 

щи, дфлить трапецю на двЪ равновелик1я части. 

25. Если 06 параллельныя стороны трапещи раздЪ лить на одинакое 
число равныхъ Частей и соотвфтствующия точки дфлен!а соединить 

прямыми лин!ами, то трапец!я разхфлится на равновелик1я части. 

26. Если на лини, соединяющей средины параллельныхъ сторонъ 
трапещи, взять произвольную точку и соединить ее съ вершинами 

трапец1и, то треугольники, нимф юще основан1ями непараллельныя сто- 
роны трапецши, будутъ равновеливи. 

27. Если средину одной изъ непараллельныхъь сторонъ трапеци 
соединить съ конечными точками противоположной стороны, то обра- 
зовавшИся отъ этого треуг. будеть—\, трапеца. 

28. Если среднюю лин!ю трапещи раздфлить на я равныхъ час- 
тей н изъ точевъ дфлен:я провести параллельныя между собой ли- 
ви до пересфчен!я съ параллельными сторонами трапещи, то тра- 

пец1я раздфлнтся на 7 равновеликихъ частей. 

29. Вывести выражеве площади трипеци, разсматривая ее какъ 
разность площадей двухъ треуг— въ, которые получатся отъ продол- 
жен!я непараллелльныхь сторонъ трапец!и до нхъ пересфченя. 

30. Если средину дтагонали четыреугольника соединить съ проти- 
волежащими ей вершинами, то четыреугольникъ этими лин!ями разд$- 
литса на дв равновелик1я части. 

31. Если соединить прямыми лин!ями средины каждыхъ двухъ при- 
лежащихъ сторонъ четыреугольника, то образуется параллелограммъ, 
котораго площадь—!/, площади 4-ка. 

32. Два многоугольника равновелики, если периметры ихъ разс$ка- 
ются прямыми, параллельными какой либо опредфленной лин!и, такъ, 

что отрфзки каждой параллели, заключенные внутри многоугольнн- 
ковъ, соотвфтственно равны. 

33. Во всякомъ равностороннемъ многоуг-кВ сумма перпендикуля- 
ровъ, опущенныхъь на стороны изъ тозки, находящейся внутри 
мнег-ка, есть величина постоянная (т. е. равна сумм перпендикуля- 

ровъ, опущенныхъ изъ всякой другой внутренней точки). 
34. Площ. прав. впис. въ кругъ 6-ка вдвое больше площ. прав. 

вцис. 3-ка. 
35. Доказать построешемъ формулу (а-{-5--с) *—а*-|{-53-|-с*-|-2а5-|- 

--Н2ас--26с. 
36. Если въ двухъ прамоуг. треуг. суммы катетовъ равны, а раз- 
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ности ихъ не равны, то большей разности катетовъ соотв$тетвуеть. 
большая гипотенуза. 

37. Если изъ точки, взатой на гипотенуз® раввобедр. прямоуг. 

треуг., провести параллели къ обоимъ катетамъ, то образовавш!йся 
отъ этого прямоугольникъ будетъ вмфть нанбольтую площадь тогда, 
когда точка булетъ взята на средин гипотенузы. 

38. Если два прямоугольника имфютъ одинак!й периметръ, но раз- 
ныя площади, то въ большемъ прам-кв магональ меньше, чфыъ въ. 
другомъ. 

39. Сумма квалратовъ, построенныхъ на д1агоналяхъ трапещия, рав- 
на сумиф квадратовъ, построевныхъ ва непараллельныхь сторонатхъ, 
сложенной съ ухвоенвымъ прямоугольникомъ, построеннымъ изъ парал- 
лельныхъ сторовъ. 

40. Изъ всфхъ многоугольниковъ одинакаго чисза сторовъ и рав- 
паго периметра наибольшую площадь имфетъ равносторонн!й. 

41. Изъ всфхъ одноименныхъ многоугольниковъ одивакаго пернмет- 
ра нанбольшую площадь имфетъ многоуг. правильный. 

42. Изъ вефхъ равновеликихъ одноименныхъ многоугольниковъ наи-. 
меньшй периметръ имфетъ многоуг. правильный. 

43. Изъ двухъ правильныхъ многоуг. равнаго периметра большую. 
площадь имфетъ тотъ, у котораго больше сторойъ. 

44. Изъ хвухъ раввовеликихъ прав. многоугольниковъ тотъ нм$-- 
етъ меньший периметръ, у котораго бозьше сторовъ. 

45. Изъ всфхъ одноименныхт мног-въ, вписанныхъ въ одинъ кругъ, 
ваибольшую изощадь и ваибольш!й периметръ имфетъ многоуг. пра- 
ВИЛЬНЫЙ. 

46. Изъ двухъ правильвыхъ многоуг., вписанвыхъ въ кругъ, боль-- 
шую площадь нифетъ тотъ, у котораго больше сторовъ. 

47. Изъ двухъ правильныхъ многоуг., вписанныхъ въ кругъ, боль- 

ний периметръ имфетъ тотъ, у котораго больше сторовъ. 
48. Изъ всфхъ одвоименныхъ многоуг., описавныхъ около олно- 

го круга, наимевьшй периметръи напиеньшую площадь иифетъ мно- 

гоуг. правильный. 

49. Изъ двухъ прав. мвогоуг., описаввыхъ окозо вруга, меньшую 
площадь и меньш! периметръ нмфетъ тотъ, у котораго больше сто- 

ронъ. 

300. Задачи на построенте. 1. Треуг. АВС превратить въ 
равновелик!й ему треугольн. такъ, чтобы одна изъ сторонъ посад- 
няго равнялась ВС, а другая была —=дачной прямой 6,? 

2. Треуг. АВС. укотораго основаше ВС, а высота АД, превра- 
тить въ равновелиюЙ ему треу!ол1. тавкъ, чтобы олна изъ сторонъ 
послфдняго—сторонф А С’даннаго треуг., а высота==данной прямой й,? 

3. Треуг. АВС превратить въ равновелик! ему треуг. такъ, что- 
бы основаве посяфдняго—а,, а уг. при освовани=уг. В давнаго- 
треугольн.? 

4. Треуг. АВС превратить въ равновеливЙ ему треуг. такъ, что- 
бы высота искомаго-й,, а уг. при освован!и—уг. В даннаго треуг.? 

5. Вершину А даннаго треуг. АВС перемЪстить въ точку М, на- 
ходящуюся по ту же сторону ВС, вавъ и вершина А, такъ, чтобы 
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площадь нолученнаго треуг. была равна илощ. даннаго, основание 
<овпадало съ лишей основан!я даннаго и имфло бы зъ вимъ общую 
конечную точку? 

6. Построить треуг., равновеливйЙ суммЪ данныхъ треуг. одинакой 

высоты? разности двухъ такихъ треуг.? 
7. Построить треуг. тавъ, чтобы основаше его—а и онъ быль 

равновеликъ суммЪ данныхъ треуг.? разности двухъ треуг.? 
8. Треуг. АВС превратить въ равнобедренный, основан!е котораго 

равнялось бы одной изъ сторонъ даннаго? 
9. Треуг. АВС превратить въ равнобедр., котораго сторона рав- 

валась бы одной изъ сторонъ даннаго? 

10. Треуг. АВС превратить въ равновелиюй ему, котораго осно- 

ван!е равнялось бы а, а уг. при немь—= В,? 
11. Треуг. АВС превратить въ равновеливЙ ему, котораго осно- 

ван!е—4:, а сторона—=б,? 
12. Треуг. 4ВС превратить въ равновелиьЙ ему, котораго высо- 

та—й,, а сторона-—б,? 
\3. Треуг. АВС превратить въ равновелиюй ему. которато высо- 

та—=й1, а уг. ири освовани—В,? 

14. Треуг. АВС превратить въ равновеливЙ ему треуг. такъ, 
чтобы вершина этого послфдняго была въ точкф (О, лежащей но ту- 
же сторону оть ВС, какъ и А, чтобы освован!е совпадало съ осно- 
вашемъ ВС’ даннаго треуг., а одна изъ сторонъ проходнла бы че- 
резъ точку 0), находящуюся на сторонё ВС? 

15. Треугол. АВС превратить въ равнобедр., такъ чтобы уг. А 
быль угломъ при вершинЪ равнобедр. треуг.? 

16. Треуг. АВС превратить въ равновелиь!Й ему треуг. такъ, что- 
бы уг. А осталея безъ измфнен!я, а основан!е пошло параллельно 

данной прямой ММ ? 
17 Данный треуг. обратить въ равновелик!й ему треуг. такъ, что- 

бы периметръ этого послфдняго—2р, а одинъ изъ угловъ=уг. А? 
18. Треуг. АВС иревратить въ другой, который былъ бы нодо- 

бенъ данному треуг. ЛОМ? 
19. Параллелограимь А ВСШ обратить въ равновелик!Й ему паралле- 

логр. такъ, чтобы сторона АВ осталась безъ перемфны, а другая 
сторона— данной иряыой т ? 

20. Параллелогр. АВСШО иревратить въ другой наразлелогр. такъ, 
чтобы сторона АВ осталась безъь перемфны, а одинЪъ уголь==уг. #* 

21. Параллелогр. АВС превратиль въ другой такъ, чтобы углы 
остались безь перемф$ны, а одна сторона—т 2 

22. Параллелогр. АВСШ превратить въ другой такъ, чтобы одинъ 
уголь не изиБнился, а высота==й,? 

23. Построить паралаеграммъ, котораго основан!е—данной прямой 

а, а площадь—суммЪ площалей данныхъ параллелограммовъ? разно- 
сти илощ. двухъ данныхъ параллелогр.? 

24. Данный параллелограммыъ превратить въ равновелиь:й третг.? 
25. Данный параллелограмиъ превратить въ ромбъ такъ, чтобы од- 

на изъ сторонъ параллелограмма—1агонали ромба? 
26. Построить квадратъ, равновеликй 1/, давнаго квадрата? ы 

даннаго квадрата? 
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27. Данный квадратъ обратить въ прямоугольникъ, котораго д1а- 
тональ— прямой 2% ? 

28. Трачещю превратить въ параллелограммъ такъ, чтобы одна 
изъ непараллельныхь сторонъ и углы, къ ней прилежащие, сдЪла- 
лись стороной и углами параллелограмма? 

29. Транешю превратить въ параллелограммъ тавъ, чтобы одинъ 
уголъ его—углу трапеши и одна изъ сторонъ его-—одной изъ парал- 
дельныхъ сторонъ трапещи? 

30. Данный квадрать 7 превратить въ прамоугольникъ, пери- 
метръ котораго—2р? 

31. Данный прямоугольникь обратить въ другой, котораго пери- 
метрь—2р ? 

32. Черезъ точку (0, лежащую на прямой лини, дБлящей нопо- 
ламъ прямой уголь ВАС, провести прямую такъ, чтобы она со сто- 
ронами угла составила треуг.. равновелик! данному квадрату 7? 
{Рфшить помощью уравнен!я). 

33. Рьшить предъилущ. зад., полагая, что уг. ВАС не прямой? 
34. Черезъ точку О, данную внутри прямаго угла ВАС, прове- 

<ти прямую такъ, чтобы она со сторонамл угла образовала треуг., 
равновелик!Й данному квадрату 97%? 

35. Чрезъ точку О, данную между сторонами угла ВАС, прове- 
сти прямую такъ, чтобы прямоугольникъ, построенный на отр%зкахъ 
ея, заключенныхь между точкой (и сторонами угла, былъ равнове- 

ликъ данному квадрату? 

36. Между сторонами угла ВАС провести прямую данной хливы 
(, притомь тавкъ, чтобы она съ сторонами угла образовала треуг., 

равновелик!Й данному квадрату 2? 

37. Въ многоуг. АВСРЕ (чер. 388) Чер. 388. 
изъ точки АР на сторов$ АВ проведена 
прямая РС, пересфкающая въ точкЪ С 
продолжен!е стороны СД. Найти на пери- 
метрф многоуг. такую точку Н, чтобы площ. 
ЕВСС равнялась площ. РВСОН? 

38 Данный треуг. раздфлить ная равно- 
великихъ частей прямыми, проходящими че- 
резъ одну изъ вершинъ? 

39. Данный треуг. АВС раздфлить на 
3 равновелиыя части ломаной лишей, идущей изъ А въ сторонъ 

ВС и оть стороны ВС къ сторон АС? 
40. Данный треуг. АВС раздфлить на п равновеликихъ частей 

ломаной лин!ей, идущей изъ А кь сторон ВС, отъ стороны ВС 
къ АС, оть АС опать къ ВС ит. д.? 

41. Внутри треуг. АВС найти такую точку, чтобы прямыя лин, 

проведенныя изъ нея къ вершинамъ треуг., дфлили его на три равно- 
великя части? 

42. Въ треуг. АВС черезь вершину С проведена прямая СУ и 
на ней дана точка М по туже сторону оть ВС, какъ и А; опре- 
дЪлить на сторон$ ВС такую точку № чтобы шощ. СМИ= 
—'!/, иющ. АВС? 



— 240 — 

43. Треуг. АВС раздфлить на двф равновеливя части прямой, 
проведенной изъ точки (, ланной на сторон ВС? 

44. РаздЪлить треуг. АВС на я равновеликихъ частей прамыми, 
проведенными изъ точки О стороны ВС? 

45. На сторон5 АВ треуг. АВС дана точка ПО; провести черезъ 
эту точку прямую линию такъ, чтобы она отефкла отьъ АВС тре- 
угольникъ, равновеливЙ данному треуг. ЕРС ? 

46. На сторовахъ треуг. АВС даны точки М и М; раздфлить 
треуг. на три равновелик!я части прямыми, проходящими черезъ эти 
точни ? 

47. Треуг. АВС раздЪлить въ отношени т : п линей, проходящей 

черезъ вершину А ? 
48. Треуг. АВС раздфлить въ отношени т : в лишей, проходя- 

щей черезъ точку М, данную на сторонф АВ? 
49. Внутри треуг. АВС опредфлить такую точку О, чтобы лин, 

соединяющя ее съ вершинами треуг., дфлили его на три части, на- 
ходящяся въ отношенши т: п:р? 

50. Изъ точви М, данной на сторовЪ АВ треуг. АВС, провести 
дв$ прямыя, дъляния треуг. на части въ отношени %:®:р ? 

51. Изъ точекъ Ми М, данныхъ на сторон АВ треуг. АВС, 
провести хв$ прамыя, дфлапия треуг. на части въ отношен!и 70:7:р ? 

52. Въ треуг. АВС на сторонф АВ дана точка М; требуется на. 
АС опредфлить такую точку Х, чтобы отношен!е площадей треуголь- 
никовъ АМХ и ВСХ равналось т: п ? 

53. Треуг. АВС раздфлить на дв равновелик!я части прямой. 

параллельно0й ВС? 
54. Треуг. АВС раздфлить на и равновеликихъ частей лин!ями, 

параллельными ВС? 
55. Раздфлить треуг. АВС въ отношени т: в прямою || ВС? 
56. Раздфлить треуг. АВС ва дв равновеликля части прямой, 

паразлельной данной лини ММ ? 
57. Раздблить треуг. АВС нап равновеликихъ частей прямыми, 

параллельными данной лини ММ? 
58. Раздфлить треуг. АВС въ отношени т:п прямой, парал- 

лельной данной зиви ИМ ? 
59. Раздфлить треуг. АВС въ отношеми т: т: р двумя прямы- 

ми, изъ коихъ одна параллельна данной прямой ЛМ, а другая па- 
раллельна данной прямой РО? 

60. Раздфлить треуг. АВС ва лвЪ равновеликя части прямой, 

перпенликузарной къ сторов$ ВС? 
61. Раздфлить треуг. АВС на три равновелик!я части двумя пря- 

мыми, изъ коихъ олна параллельна, а другая перпендикулярна кь ВС? 
62. Раздфлигь треуг. АВС на три равновелик!я части тавъ, что- 

бы одна изъ дфлящихъ прамыхъ была паралзельна ВС, а другая вы- 
холила изъ вершины А ? 

63. Параллелограмиъ АВСШ раздЪлить прямыми, выходящими изъ 
„А, на 2п равновеликихъ частей ? на 2я--1 равновелнкихъ частей? 

64. Трапещю раздфлить на % равновеликихъ частей прямыми, пе- 
рее$вающими параллельных стороны? 
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65. Раздфлить трапешю на 9 равновеликихъ частей прямыми ди- 
в!ями, проведенными изъ какой либо ея вершивы? 

66. Трапешю (или параллелограимъ) раздфлить на я равновеликихъ 
частей лин!ями, выходящими изъ точки ЛМ, данной на одной изъ па- 
раллельныхъ сторонъ? 

67. Трапещю раздфлить на 7% равновеликихъ частей лин1ами, вы- 
ходящими изъ точки пересфчен!я непаралдельныхъ сторонъ ея? 

68. Трапещю (иля параллелограмиъ) раздФлить на я равновеликихъ 
частей ломаной лишей, выходящей изъ вершины и идущей къ одной 
изъ параллельныхъ сторонъ, отъ вея къ другой, отъ другой оЧять къ 
первой и т. д? 

69. Многоуг. АВСШЕ превратить въ треуг., вершина котораго 
была бы въ точкЪ О на сторон$ АВ, а основан!е на одной прямой 
съ СО? 

70. Четыреуг. АВСШ раздълить ва Я равновеликихъ частей ли- 
в1ями, выходящими изъ вершины А? 

71. Четыреуг. АВСШ раздфлить на я равновеликихь частей 
лин1ями, выходящими изъ точки () на сторон$ АВ? 

72. Отъ многоуг. 4 ВСШЕ отеъчь часть, равновеликую данному 
треуг. КЁМ? 

73. Въ многоуг. АВСШЕ проведена ломаная лин!я, дЪляшая его 
на дв части; замфнить ломаную лин!ю прямой, цфаящей многоуг. 

на так1я же по величин® части? 
74. Данвый многоуг. 4 В СШЕ раздЪлить на я равновсликихъ частей 

лин!ями, проведенными изъ вершины А? 
75. Данный многоуг. раздЪлить на 7 равновеликихъ частей лин{ями, 

проведенными изъ точки О на сторон АВ? 
76. Данный четыреуг. раздЪлить въ отношев!и 7:0 ливней, выхо- 

дящей изъ его вершины? 
77. Данвый многоуг. раздфлить въ отношени т:й лишей, выхода- 

щей изъ его вершивы? 
78. Параллелограммь АВС раздфлать въ отношения 70:й линшей, 

‘параллельной одной изъ сторонъ его? 
79. Трапещю раздЪлить въ отношени 2:8 ливней, выходащей изъ 

точки пересфчен!я непараллельныхъ сторонъ? 
80. Четыреуг. АВСР раздълить въ отношен!и 7:7 ливей, выхо- 

дящей изъ точки О на сторояф АВ? 
81. Многоуг. раздфлить въ отношенш т: ливей, выходящей изъ 

точки, взятой на его периметр? х 
82. Параллелограммь АВСШ раздъаить въ отношен!и 27:7 лив!ей, 

проходящей черезъ данную точку М? 
83. Параллелограммь АВСОраздълить въ отношен!и 7:7 ливней, 

параллельной прямой ММ№? 
84. Трапещю АВСО раздфлить въ отношении т:ю диней, прохо- 

хащей черезъ внфшнюю точку М и пересфкающей паразлельныя 

сторовы? 
85. Трапецю раздфлить въ отношени т:п ливей, параллельной 

хной изъ непараллельныхь сторонъ? 
16 
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86. Трапещшю раздфлить въ отношен!и т: ливей, параллельной 

данной прамой Л М№? 
87. Трапещю раздфлить въ отношени 7: лин!ей, параллельной 

ея основан1лмъ? 
88. Многоуг. АВСШЬЕ раздфлить въ отношени т:п, такъ чтобы 

одна изъ полученныхъ частей была подобна цфлому многоугольнику? 

89. Многоуг. АВСШЕ раздЪфлить въ отношени т: ливней, па- 
разлельной данной прямой ММ? 

90. Четыреуг. АВСШ обратить въ равновеликую ему трапецю, 
такъ чтобы сторона ВС и углы Ви С были стороной и углами 
трапещи? 

91. Четыреуг. АВС раздфлить въ отношени т:й ливей, па- 
раллельной сторонф ВС? 

92. Треуг. АВС обратить въ равновеливую ему транецю ВСЕД. 
такъ чтобы ВС была большей изъ параллельныхъ сторонъ, уг. прин 
В остался бы безъ перемфвы, а уг. при С былъ бы равевъ т? 

93. Треуг. АВС раздфлить на 4 равновеликя части такъ, чтобы 
одна изъ дБлящихъ лин была параллельна сторов$ ВС, а двЪ другл 

были заключены между первой ливтей и стороной ВС? 
94. Внутри треуг. АВС найти такую тозку 0, что если изъ вея 

проведемъ лин!ю въ и параллели къ АВи АС, то эти три лин 
раздфлятъ треуг. на три равновелик!я части? 

95. Въ треуг. АВС вписать прямоугольникъ, равновелик!Й квад- 
рату, котораго сторона есть т? 

96. Построить треуг. по его высотамъ? 

97. Ломаная лив1я 6с@ разграничиваетъ двф фигуры абс и Абса; 
замфнить эту ломавую прямой, параллельной давной прамой ММ? 

98. Построить треуг. по сторон а, противолежащему углу А и 
площади 7? 

99. Построить прав. 6— къ, илощадь котораго была бы средней 
пропорщ1ональной между площадями квадратовъ а? и 6? 

100. Въ трапеши А ВСД провести параллель МГ, къ непараллель- 
ной сторон$ СЛ такъ, чтобы она отъ треугольниковь 4ВОи ВСШ, 
образованныхъ д!агональю ВО, отсЪкла два равновеликихъ четыре- 
угольника? 

101. Построить прямоугольннкъ по периметру Эр и влощади 7"? 
102. Въ равносторонн!Й треуг. АВС виисать другой равносто- 

рони! И треуг., вдвое мевьш по площади? 

103. Въ треуг. АВС провести прамую МЛМ между сторонами 
АВи АС такъ, чтобы обЪ части, на которня раздфлятся треуг., 

были равновелики н имфли одинаы!й периметръ? 

ГЛАВА Х. 

Способы геометрическихъ доказательствъ. 

301. Веъ, изложенныя до сихъ поръ, теоремы геометрш были 
доказаны тфмъ методомъ, основныя черты котораго мы указали еще 
въ самомъ началЪ курса, и который употребляется вообще въ ма- 
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тематикЪ и потому наз. математическимь; его называютъ также 
методомъ умозрительнымь въ отлие отъ способовъ изсяфдованя 

въ наукахъ опытныхъ. При доказательствь различныхъ теоремъ этотъ 
жетодъ можно примфнать двоякимъ образомъ. Возьмемъ напр. тео- 
рему: сумма умловь треуюльника равна двумь прямымь. Для до- 

казательства, что (чер. 389) а--5--с—24, мы изъ В проводимъ 
ФЕ|| АС; тогда т=а, п=с; нот, Чер. 389 
Ъ, п суть углы, расположенные по море 
одну сторону прямой ДЕ и ичуфюще Б-——-б—х т 
общую вершину; а сумма такнхъ уг- 
довъ, какъ было доказано прежде, 
равна 24; слЪд. н сумма угловъ 
треуг.—=24. 

При такомъ способЪ доказательства, 

ны, исходя изъ извфетной намъ иетины (черезъ данную точку мож- 
но провести параллель къ данной прямой) и комбинируя ее еъ дру- 
гими, такь же извъетными, истинами, постепенно доходимъ до дока- 
зательства требуемой теоремы. Такой способъ доказательства наз. син- 
тезомь. Но во многихъ случаяхъ намъ приходилоеь идти и обрат- 
нымъ путемъ: именно, отправляясь отъ истины, которую намъ нуж- 
но доказать, мы находили, что для ея доказательства надо прежде 
доказать еще другую истину; для доказательства этой другой надо 
доказать третью и т. д. до тЬхъ поръ, пока наконець не доходили 
До какой либо акстомы или до теоремы, которая была доказана раньше. 
Прилагая этоть способъ, наз. анализомь, къ доказательству той же 
теоремы объ углахъ треугольника, мы должны бы разсуждать такъ: 
если (чер. 389) сумма угловъ треуг. а--5-Нс=2а, то и сумма угла 
Ь треугольника съ уг. т и п, которые получимъ. построивъ при 
точкь В лиии ВА уголь=а п при точкф В линт ВС уголт= с, 
также должна быть равна 24; а если т-{-6-{"—2а, то лишя ДВЕ 
должна быть прямою. А такъ какъ по построешю уг. т=а и ==, 
то части лини ДВЕ, именно ОВ и ВЕ, должны быть параллель- 
ны АС. Слфд. чтобы доказать. что лия ДВЕ есть прямая, надо 

доказать. что черезь точку В можно провести параллельную прямой 
АС. п притомъ только одну. А такъ какъ эта теорема была дока- 

зана раньще, то СЪ. и разематриваемая теорема «правед.и!Ва. 

302. Математическй способъ доказательства, въ синтетичеекомъ 

и аналитическомъ видЪ, употребляетея во вефхъ математическихь 
наукахъ— и въ арнеметнкЪ., и въ алгебрф, и въ теометрш. Какъ 
спещально-геометрическй способъ доказательства, надо указать епо- 
с0бъ наложешя, который въ особенности удобно прилагается въ тео- 
ремахт о равенствЪ геометрическихъ протяженй. такъ какъ въ гео- 
метр подъ равенствомъ подразумфвается совмфщене геометризе- 
скихъ протяженй. 

А С 

16* 
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303. Во многихъ теоремахъ намъ при доказательствь приходи- 
лось пользоваться свойствами пропорщй и вообще алгебраическими 
выкладкамн. Такой премъ въ изслЪдовании свойствъ геометрическихъ 

протяженЙ получилъ сильное развит!е и послужилъ къ основаню 
060б0й отрасли геометрш, наз. амалитической зеометууей. 

304. Наконець при доказательствахь теоремъ мы употребляли 
иногда способъ приведеншя къ нелЪфпости; этотъ способъ наибол$» 

удобно примъняется къ теоремамъ обратнымъ и противоположнымъ. 
Мы знаемъ ($ 27), кая теоремы наз. обратными; объяснимъ, какя 
теоремы наз. противоположными. 

305. Возьмемъ теорему: 1) Если дв прямыя пересфкаются треть- 
ею и приэтомъ сумма внутреннихъ одностороннихъ угловъ=2а, то 
тамя прямыя параллельны. 

‚ Обратная этой теоремЪ будетъ 
2) Если двЪ праямыя параллельны и пересЪчены третьей, то сум- 

ма внутренинхъ одностороннихь угловъ=24.` 
Изъ взятой нами прямой теоремы можно составить еще теорему 

3) Если двЪ прямыя пересфкаются третьей и при этомъ сумма 
внутреннихъ одностороннихъ угловъ не равна 24, то тавя прямыя 
не параллельны (т.е. пересВкаются). Эта теорема, въ которой изъ 
отрицанйя условй взятой нами 1-й теоремы выводится отрицане и 
ея заключешя, наз. теоремой, яротивоположной первой. 

Обративъ 3-ю теорему, получимъ 
4) Если двЪ непараллельныя прямыя разсЪчены третьей, то сум- 

ма внутреннихъ одностороннихъ угловъ не равна 34. 
Эта теорема будеть противоположна 2-Й. 
Вообще, каждая теорема, безъ введешя новыхъ условй, даетъ воз- 

можность къ составленю трехъ новыхъ теоремъ. 
Въ общемъ вид всЪ эти теоремы могутъ быть выражены такъ: 
1) основная теорема: если существуетъ какое либо свойство (гео- 

метрическаго протяжешя или вообще величины) 4, то существуетъ 
и свойство В; 

2) обратная: если существуеть В, то существуетъ и А; 
3) противоположная: если не существуеть А, то не существу- 

етъ и В; 

4) обратная противоположной: если не существуеть В, то не 

существуетъ п А. 

Изь этихъ четырехъ теоремъ необходимо доказать, кромЪ основ- 
ной, еще обратную или противоположную; двБ остальныя уже не- 
чего доказывать. 

Напр., если доказаны первыя дв теоремы, то третья также спра- 
ведяива; дЪйствительно, В не можеть существовать, ибо еслибъ В 
существовало, то по 2-й теорем существовало бы и А. Справедли- 
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вость 4-Й теоремы слфлуетъ изъ невозможности допустить существо- 
ване А безъ существованя В, такъ какъ это противорфчило бы 
1-Й теоремф. 

306. Иногда бываеть трудно и даже невозможно открыть свой- 
ство какого либо протяжешя изъ непосредственнаго его раземотръ- 
ня; въ такомъ случаЪ разсматриваютъ сперва протяженя, по сво- 
имъ свойствамъ близюя къ данному, но не представляющия такохъ 
трудностей при изелфдованш, и затЪмъ выводы такого изеяЪдован!я 
переносятъ и на данное протяжене. Подобнымь пруемомъ мы поль- 

зовалнсь напр. въ & 115; а именно, узнавъ, чфмъ измфряетея 
уголъ, имъющ вершину внф окружности и состояний изъ двухъ 
сЪкущихъ, мы могли перейти къ измфреню угла, состоящаго пзъ 
сЪкущей и касательной. Чтобы такой переносъ свойетвъ одного рода 

протяженй на другой можно было сдфлать совершенно точно, не- 

обходимо ознакомиться съ теоргей предъловь, главпыя осповашя 

которой мы теперь и изложимъ. 

307. Величины постоянныя и перемфнныя. При рБшенш 
какого нибудь вопроса пли при доказательствь теоремы ветрёчают- 
ся величины двухъ родовъ: одни во времл всего рышеня и всего 
доказательства не измфняются, т. е. имфютъ одно и тоже значене 
—такя величины наз. яостоянными; другя величины при тфхъ же 
обстоятельствахъ измфняются—это величины перемънныя. Такъ въ 

данномъ кругЪ райусъ и даметръ суть величины постоянныя, а 
хорды— перемфнныя; углы треугольника суть величины перемфнныя, 
а сумма ихъ постоянна, п т. под. 

308. Перемфнныя величины въ большей частн вопросовъ измфня- 
ются въ зависимости другъ отъ друга; напр. въ данномь круг хорда 
и разстояше ея отъ центра измфняютея такъ, что съ уменьшешемъ 

хорды увеличивается ея разстояне отъ центра— и обратно. Внутрен- 
®Й уг. прав. многоугольника измфняетея въ зависимости отъь числа 

24(п—2) 
сторонъ, такъ какъ этотъ уг. 2=-———^, ТДЪ п есть число сторонъ 

многоугольника. 

309. Предьлъ. Во многихъ глучаяхъ перемфнлая величина. по- 
степенно увеличиваясь пли уменылаясь, приближается къ нФкоторой 
постоянной величинф, такъ что разность между ними можеть быть 
сдЪлана какъ угодно малою, хотя никогда не можеть обратиться въ 
нуль. т. е. перемфиная никогда не можетъ обратиться въ постоян- 
ную. Такъ напр. уголъ прав. мног. съ увеличенемъ числа сторонъ 

приближается къ 24, ибо этотт, уг. = ыы —=2а— = ра дробь 

44 
-„› выражающая разность между 24 п уг. 2 прав. многоуг., при 
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увеличен числа сторонъ я уменьшается, притомъ такъ, что ее мож- 
но сдЪлать меньше всякой произвольной величины, какъ бы ни бы- 

ла мала эта послЪдняя. для чего надо только взять ® достаточно 
. 44а 

большимъ. Въ самомъ дълЪЬ, если напр. хотимъ. чтобы - было мень- 

4а 
Ше '/и@, то надо взять я > 4000; такъ если п==5000, то — — 

4а 44 
= 5000 — Ул < \ о, Я. Вообще, если хотимъ, чтобы г было мень- 

1 
ше ть то надо взять и > 4т; дЪйетвительно. если и = 4т, то 

ео В 4; а если п>4т, то ма а Но какъ бы ве- 
И? 4т т п тя 

4а 
лико мы ны взяли я, всегда —— будетъ больше нуля и слЪд. уг. 

прав. мног-ка никогда не достигнеть величины 24. 
Точно также дробь 0,999.... по мЪрь увеличешя числа десятич- 

ныхЪ знаковъ будеть приближаться къ единицЪ, и разность между 
этой дробью и единицей можно сдфлать какь угодно малою; но въ 
единицу эта дробь никогда не можеть обратиться. 

Постоянная величини, къ которой приближается перемънная 

так», что разность между ними можеть быть сдъзана меныше 

всякой, произвольно взятой, зеличины, наз. предъломь этой пере- 

мънной величины. Такъ 34 есть предълъ для угла прав. многоуг.; 
1 есть иредъль дроби 0.999.... 

Цзь предъидущаго слЪдуеть, что одного приближешя перемфнной 

величины къ постоянной еще недостаточно для того, чтобы принять 
постоявпую величину за предъль перемЪнной; необходимо еще, что- 

бы разность между ними могла быть сдЪлана меньше всякой, произ- 
вольно взятой, величины. Напр. хотя дробь 0,8999.... и прибяи- 
жается къ единицЪ по мЬрЪ увеличения числа ея десятичныхъ зна- 
ковъ, но единица не будетъ предфломъ этой дроби, ибо разность ме- 
Жду ними не може тЪ быть сдЪлана < 0,1. Предъломь дроби, 0,8999.... 

будеть 0,9. 

Перемтьнная величина, которой предъломь служизть нуль, наз. без- 

конечно малой; иначе говоря, безконечно малой величиной наз. такая 
перемЪннал, которая можеть быть сдЪлана меньше вслкой, произвольно 
взатой, величины; такимъ свойствохъ обладаетъ напр. центральный уг. 

у 44 
прав. мног-ка, нбо онъ — —, ГДЪ п— число сторонъ многоуг.; дробь 

44 
же я ‚ вакъ лы видЪля выше, можеть быть сдЪлана произвольно малою- 

319. Теоремы © предълахъ. Выведемъ нЪкоторыя, относащия- 
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<я кь перемЪинымь велизинамъ н предъламъ ихъ, теоремы, кото- 
рыми намь придется пользоваться въ дальнЪйшемъ изложеши курсз. 

Теорема 1. Сумма и разность безконечно-малыть величинъ, про- 
изведеме безконечно-малой величины на конечную, частное отъь 
Этленгя безконечно-малой на конечную, конечная степень безко- 

нечно малой величины, корень конечной степени изъ безконечно- 

малой величины суть также величины безконечно-малыя. Пусть 
т ну будутЪ безконечно малыя величины, а п-конечная; докажемъ, 

т м 
что ху. т— у. пх. а 2". Их будуть также безконечно-малыя. 

Если хи у мевыше какой либо произвольно малой величины К, 
то и ху можно сдълать меньше той же величины А, для чего на- 
До только взять х ы у меньше УК. 

Такъ какъ х—у < х, то слЬд. если х безконечно-малое, то х—у 
ц подавно безконечно-мало. 

Если х<_К, 10 пх также можно сдълать меньше №. для чего надо 
7, 

Только Взять х <. 

х 
Если х < К. то чтобы =. было меньше Х. падо взать х < я/;. 

” 

Точно также 2” н Ух можно сдфлать меньше веякой произвольной 
ИО 

величины К, взявъ въ первомъ случа х< И #. аво второмъ < &". 
Теорема 2. Если какое нибудь равенство спразедливо при всъхь 

соотвътетвующигь 3 мънентяхть перемьнныхь в’?личинь, втодя- 

щить вь нею, то будетъь справедливо и такое равенстзо, кото- 
ро? получимь, если въ предьидущее вмъьсто перемънныль величинъ 
подставимь иль предълы. Пусть напр. хи у суть перемфиныя. а 

и б—ихъ предфлы, и пусть справедливе равенство 

тт р=пу-9. ... (1) 
Докажемъ. что н та р=иь-9. 
Означимь разность между перемфнной х шея предфломъ а черезъ 

'1. а разность между у и 6 черезь 8, такь что 2—а--2. у=-Н3, 

ТД 1 3 могугь быть положительными пли отрицательныхи. смо- 
тря по тому. какъ прибляжаетсл перемфиная къ своему нредфлу — 
уменьшаясь или увеличивалеь; притомъ ди 8 суть величины безковеч- 
но малыя. Тогда урав. (1) приметь видъ 

т(а--1)-5р=и(5--8)-9 
ли тар тя=пь 9" 3..... (2) 

Допустимъ. что жа-Ёр не равно 76-4 и что разность между ни- 
ми веть Ё, такъ что та--р=иб-а--А; тогда урав. (2) приметъ видъ 

по-На--Е-+та=я5--9-- 78. откуда 
Х+та=пт8 или К=и8— 171. 



т 

Такь какъ В и а еуть безконечно-малыя, то по предънд. теорем 
я}, та, а также и разность между ннмн К суть также безконечно 
малыя. Но ® есть также разность между постоянными величинамя 
та--р и пЪ-|-9, слЪд. она должна быть величиной конечною и по- 
стоянною, а потому не можеть быть безконечно-малою. Поэтому и 
та--р не можеть отличаться отъ иб--а, т. е. та р==п-На, что 
и требовалось доказать. Подобнымъ разсужденемъ можно убфдиться 

въ справедливости теоремы н въ тЪхъ случаяхъ, когда данное ура- 
внене между перемфнными будетъ квадратное илн высшей степени. 

Изъ доказанной нами теоремы сл$дуеть: 
1) если двъь перемюнныя величины при всъхь своить измтъне- 

ялъ равны между собою, то равны и предълы ить; 

2) если перемънныя величины при всъть своитъ измънемять. 
находятся вь постоянномь отношеми, то въ таком» же отно- 

шени находятся и предълы иль. 

311. Пользуясь изложенными теоремами о предфлахъ, можно указать 
общий способъ доказательства всякой теоремы о пропорцональности въ 
случа$ несоизмфримости разсматриваемыхъ величинъ, когда та же тео- 
рема въ случаЪ соизиримости уже доказана. Обыкновенно, при этому, 
легко показать, что ее въ случаЪ соизифримости имъемъ равен- 

ство отношений ‘1 = ‚ГДЪ а,, а, суть значеня одной величины, 60- 

ев зваченяиъ Ь., 6. другой, то въ случаф несоизифримости 
. @ 1 : 

отношенге Ро опредфленное съ точностью ео равно отношеню 
$ 

о, 
$_› опредъленному съ той же точностью. Такимъ образомъ мы бу- 

* 

демь имфть равенство между перемнными величинами, справедливое 
1 

при всякой степени точности 2, Т. е. равенство, сохраняющееся 

при вевхъ изм5неняхъ перемфнныхъ величинъ; предЪлами дяя этихъ 
перемфнныхъ будуть служить отношеня несоизмфримыхъ величинъ 

«в - й | 
г $_› #00, можно сдълать менфе велкой произвольно взятой 

з 2 

величины; на основани 1-го сядствя 2-й теоремы предъидущаго $. 

а, ь, 
эти предфлы булутъ равны, т. е. а случаЪ несоиз- 

з з 

иъримости. 

ГЛАВА \1. 

Опредф лете длины окружности и площади круга. 

312. Въ самомъ началь ($ 18) было указано, какъ опредфлить 
даину прямой лини; для этого, какъ мы видЪфли, нужно умфть опре- 
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дЪяять отношене между двумя прямыми, что дЪлается помощью на- 
ложен!я прямыхъ ли одна на другую. Вопросъ объ опредфжени 
длины ломаной линшл также разрьшается весьма хегко, ибо всегда 
МОЖНО выпрямить ломаную лишю, т. е. найти прямую, которой 
длина равна длянЪ ломаной. Гораздо больше затруднен предста- 
вляеть опредфлеше длины кривой линш. ДФйствительно, если при 
измфрени этой длины принять такя же единицы, какъ и дяя пря- 
мыхъ лин Й, т.е. прямыя лини, то прямая линя не можеть совм$- 
щаться съ кривой и сябд. длину этой послфдней невозможно опре- 
дфлить непосредственнымъь наложеншемъ. Если же за единицы для 
измфреня кривыхъ лин принимать кривыя же линш, то необхо- 
димо для каждой кривой имфть особую единицу; напр. дяя измфреня 
дугъ каждой окружности можно принять за единицу только дугу той 
же или равной ей окружности, ибо только дуги равныхъ окружностей 
могутъ быть совмфщаемы. Поэтому кривыя линш, а сл®д. и окруж- 

ность, измфряются прямолинейными единицами. 
За длину окружности принимають предъль, къ которому отуе- 

мятся периметры правильныть вписанныть и описанныть мною- 

Узольниковь по мёрЪ увеличения числа сторонъ ихъ до безконечности. 

313. Чтобы доказать, что окружность есть дЪйствительно предёль 
периметровъ прав. впис. и опис. многоуг., мы примемъ, что если 
98% выпуклыя, * ломаныя или кривыя; лини имъють обиия 

нонечныя точки, эпо линзя внмъшняя больше внутренней. Если 00Ъ. 

лини будуть ломаныя, то предложение это доказывается легко. ДЪИ- 
ствительно (чер. 390), продолживъь АГ ин ЕС, будемъ по свойству 
прямой лини имЪть неравенства: 

Ав ВС+СК > АЕ+ЕК; 
ЕК--КЛ-ОН> ЕС СН; 
© Н-НЕ>СЕ. (Сложивъ по- 

членно эти неравенства н исключивъ 
изь обфихъ частей равныя величины, 

получимь АВСРЕ-> АЕСЕ. 
Легко также доказать теорему н въ 

томъ случаЪ, когда вныиняя лин/я бу- 
детъ кривая. 

Доказательство же теорезы для того случая, когда внЪиняя ил 

объеялющая ливия будетъ ломанан, а вяутренняа бузетъ кривая, пом$- 

щено ниже ($ 337--—339). 

314. Затьмъ докажемъ, что въ каждую окружность можто вим- 
сать такой прав. мноюуюльникь, чтобы сторона ею была менъ- 

ше произвольно взятой прямой. Пусть намр. требуется внисать въ 

Пер. 390. 

* Кривая и ломанал зив!м наз. выпукашин, если онф съ грямой зивей ве 
могуть имфть бозфе дьухъ общихъ точекъ. 
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кругъ прав. многоуг., котораго сторона была бы меньше прямой т 
(чер. 391); отложимъ эту прямую оть какой нибудь точки А окру- 

Чер. 391. жности; пусть АВ=т; потомъ 
впишемъ въ кругъ какой нибудь 
прав. многоуг.; положимъ, что СР 
будеть сторона этого многоуг.; 
если СШ будетъ больше АВ, то 
удвонмъ число сторонъ вписаннаго 
многоуг., раздЪаивъ дугу СД ио- 
поламъ въ точёф Е; если дуга 
СЕ будетъ больше дуги АВ, то 

В раздЪлииъ СЁ пополамь въ Ен 
Фбудемъ поступать такъ до тЪхъ поръ, пока не получимъ наконецъ 
дуги, которая будеть меньше дуги АВ; сторона прав. мног., соот-- 
вътетвующая этой дуг, и будеть меныше т. 

1. 

А тп, 

315. Теперь уже можно доказать, что окружность есть предъль 
нермметровь вписанныть ч описанныть правильныхь мноюуюльни- 

«овъ. Пусть (чер. 392) АВС... и А, В, С,... будуть правильные впис. 
Чер. 392. и опис. одноименные многоуг. 

Жели будемъ удвоивать число сто- 
ронъ ихъ, то периметръ описан- 
наго будеть уменьшаться, ибо 
ломаная МС, № будеть замЪ- 

В  нятьея прямой ММ; периметръ 
м же впис. мног. будетъ увеличи- 

ваться, ибо прямая ЕА будеть 
замфняться ломаной ЕРА; при 

“‘томъ (& 313) перим. опис. мног. 
всегда будеть оставаться больше 

окружности, а перим. впие. мень- 
ше ея. Остается доказать, что 

разность между окружностью и каждымъ периметромъ есть безконеч- 
чо малая, т. е. можеть быть сдълана меньше всякой. произвольно 
взятой, величины. Означимъ перим. впис. многоуг. чьерезъ р, опн- 
‹аннаго —р,, ап00. впис. — а, апоеьму описан. мног. или радусъ 
круга—х. Мы видфли ($ 181), что правильные одноименные мно- 
гоуг. подобны между собою; периметры подобныхъ мног-ковъ вообще 
относятся какъ сходственныя стороны ($ 196); въ прав. же многоуг. 
‹тороны пропоршональны радтусамъ или аповемамъ; поэтому перч- 
‘метры правильныхъ однонменныхь иногоуг. относятся какъ ихъ ра- 
д1усы или апоеемы, и слЬ5. 

7”: 7 р г—@ 
= т. — = ь р Ри откуда р 5 
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Здесь во второмъ отношенш предъид. членъ у—а есть величщиа 
Фбезконечно малая, ибо изъ треуг. ВОН имфемь ВН>"— а или 
ч—4<!/; АВ; а сторона прав. мног., какъ доказано въ 6 314-иъ, 
можеть быть сдлана менфе всякой данной величины. Посхдующий 

же членъ а втораго отпошен!я есть величина конечная, ибо онъ съ 
’_—а 

увеличенемьъ числа сторонъ приближается къ ху. Итакъ есть 

также величина 6ез- величина безконечно-малая; поэтому и 2 = 

конечно-малая; а такъ какъ посльдующЙ членъ р этого отвощеня 
при удвоеши числа сторонъ возрастаеть, то слЪд. предъядущ! члеыь 
долженъ быть безконечно малымъ; т. е. разность р./—р между пери- 
метрами впис. и опис. многоуг. можеть быть сдфлана менфе всякой 
данной величины. Но окружность меньше р, и больше р, сяЪд. раз- 
ность между ней и каждымъ изъ периметровъ и подавно можеть 
быть сдфлана меньше всякой произвольно взятой величины. 

Теорешу о томъ, что окружность есть предълъ периметровъ прав. 
вис. и опис. иног—въ, нногда выражають въ такой форм: ок- 
ружность есть периметрь правильнаго многоугольника, имфющаго 
безчисленное множество сторон%. 

316. Возьмемъ два круга, которыхъ радёусы г и х,; окружности 
ихъ назовемь О и 0,; впишемъ въ эти круги прав. ®— угольники, 
периметры которыхь назовемъ ри р. Такъ какъ периметры прав. 

у У 
однонменныхь иног—ковъ относятся какъ ихъ радгусы, к =. 

| ВЫ Это отношене переибнныхъ величинъ ри р, будеть существовать 
при воЪхъ ихъ измьнешяхъ; слЬд. въ такомъ же отношени дожж- 

г г 
ны находиться и ихъ предфлы, т. е./- =_= ор Итакъ окруж- 

1 1 1 

ности относятся кажь иль рафдуся чли Чаметры; если напр. 

радусъ одной окружности втрое больше рад1уса другой, то первая 

окружность втрое длиннфе второй. 

317. Перемъстивъ средые члены въ пропорщи 

т по о т т. е. во сколько разъ одна окруж- б- о, толучим д, } . е. р: ру 

ость больше своего даметра, во столько же разъ и всякая другая 
®кружность больше своего д1аметра; иначе говоря —отношеме окруж- 
ности къ Ффаметру есть число постоянное. Это отношеше есть 

910 иррацюнальное; иначе говоря — окружность несоизмърима 

<5 Фаметромь, а селЪд. и съ радусомъ, и длину ея вельзя выра- 

зить точно въ частяхъ радгуса, а можно найти только съ большимъ 
млн меньшимъ приблнжешемъ. Отношене окружности къ д!аметру 
принято обозначать греческой буквой г. 
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318. Легко найти, между какими цБлыми числами заключается 
т; дЬйствительно, мы знаемъ, что сторона прав. виис. 6—ка = ра- 
д1усу, а сторона описан. квадрата —= даметру; слЪд. перим. прав. 
впис. 6б—ка — 6 рад. —=3 даметрамъ; а перим. описан. квадр. =4 
д1амет., но окружность > перим. впие. 6—ка и менфе перим. опис. 
квадр.; елёд. длина ея > 3 дам. и < 4 мам.; иначе говоря, 
п > Зи < +. 

Боле точное число для п есть == 3.1415926535...... 
Отношеше окружности къ дламетру было впервые опредблено зна- 

менитымъ древнимъ ученымъ Архимедомъ (род. въ Сиракузахъ около 
287 г. до Р. Х.), который нашелъ т =/.; это число больше на- 
стоящаго и точно до У, или приблизительно до '/лоо. 

Затфмъ заслуживаеть внимаше число, найденное Мещемъ: п = 
333/13. ТОЧНОЕ Д0 У, ооооо. ЗУДОолЬфЪ вЫчислиль ве личину т съ 35 
десятичныхи знаками; въ настоящее же время вычислеше п дове- 
дено де 530 десятичныхь цяфръ. 

319. Изъ формулы > —= я находнуъ О=2жи и = — р 

образомъ, зная величину т, можно по данному радусу опредьяить. 
длину окружности и обратно по данной окружности вычислить ея 
радусъ. Еели напр. раусъ=14 дюйм., то, принимая я =/,, най- 
демь 0—2. 21... 14—88 дюйм. 

Еели окружность — 2198 метр., то принимая <=3.14, найдемъ 

8 би 
Зе я 

320. Можно также вычислить длину дуги, зная величину ея 
радтуса и число градусовъ дуги. Пусть напр. требуется вычислить. 
длину # дуги, Е ®’, при рамусф г. Такъ какъ Ок, 

то длина ее а сад. р К 
986 ь 360 — 180` 

Обратно, зная длину дуги н радусъ ея, легко вычислить, сколько 
она содержитъ градусовъ. ДЬйствительно, изъ предъид. формулы 

1802 

тг 

такимЪ 

имфемъ я — 

1802 
Наконецъ, если изрЪетны в и [, тох = | 

тп 

321. Бозьмеиъ нЪеколько числовыхъ прижфровъ, причемъ бу- 
демъ принимать =—=*/.. 

1. Найти длину дуги въ 5° 37'30”, если радуеъ ея = 14 дюйм.? 
Обративъ дугу въ секунды, получимъ 20250”: слЪд. 
360°—2. **.. 14—88 дюйм., к ме дюйм. ; 
Е. 20250 Й ЗА 3, , Ё 

Зоб вО и: 0200 — =: 0.60.50 №» и 
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2. Дуга, которой рад. 1 сажень, имЪетъ длину 161/, дюйм.; сколько 
зъ ней градусовъ, минутъ, секундъ? Число градусовъ дуги должно 
быть во столько разъ меньше 360, во сколько 16'/, дюйм. меньше 

длины окружности; раздробивъ 1 саж. въ дюймы, найдемъ эту дли- 
1; 1 

ну—2. */,.84—528 дюны. сад. со = а. ‚ откуда те ее 

—=1181/:==11°.15°. 
3. Уголь 49°13'7”,5 имЪеть вершину на окружности и опирается 

на дугу въ 133/, дюйм. длины; опредълить въ вершкахъ радлусъ 

круга? Дуга, на которую опирается уголъ, равна 98° 26’15”; слЪд. 
окружность во стольхо разъ больше 133/, дюйм., во сколько 360*° 
больше 98°26’15”; поэтому, обративъ дугу въ секунды, в 

— 1324. 360.60.60 ‚13%. 360.60 
БПИ ОИ — 
—=8 дюйм.—4\/, вершк. 

322. Если бы величину л можно было вычислить точно, то легко 
было бы выпрямить окружность, т. е. начертить прямую линию, 
которой длина была бы равна длинь окружности. Но какъ т есть 
число нрращюнельное, то и задача о выпряхлени окружности мо- 
жеть быть рЬшена лишь приблизительно. Такъ, принимая п == ., 
чтобы выпрямить окружность, надо д1аметръ Чер. 393. 
ея раздьлить на 7 равныхъ частей и построить ‹ 
прямую линю—22 такимъ частямъ. НанболЪе А 
простой способъ для выпрямления данной ок- й 

ружности состоить въ слБдующемъ: надо вии- | 
сать въ нее квадратъ и прав. треугольникъ; их 
затьмъ начертить прямую —сумхБ стороны 
квадрата и стороны тр—ка, я прямую эту ; 
удвоить; полученная прямая будеть придли- ; | 
зительно равна длинф окружности. ДЪЙстви- р 
тельно, если рад. окр.—, то сторона -впис. я 

квад. =,У2; стор. впие. треуг. =*ИЗ; 
слЪд. полученная прямая—2» (И? {УЗ 3$ )= р 

=2/(1,41...-+1,73...) = 2.3.14... =9 к, в 
принимая г=3,14; т. е. эта прямая будетъ а 
равна окружности съ точностью архимедова 
отношешя. в 

Приведеиъ еще слёчующее построене. Въ 

окружности () (чер. 393) проведемъ д!аметрь 
АВ и касательную ВС; отложимъ на ней | 
Вт = маметру, потонмь тп =!/; рамуса и О 
пр=*/; разуса; Пи р соединимъ съ цент- 
ромъ; отложимь на продолженномъ д!аметрь 

‘часть ВР— Оп и изъ О проведемъь ОС || Ор; 
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тогда ВС будеть приблизительно равна длин окружности. ДЪЙйстви- 
тезьно, полагая рах!уст —1, по построевю будемъ имфть Ви—\1/,, а 

Вр=*); ев. ВО 08 —= УО- В =УТ- (11|, — 
—У1- 1 „—1,И146. 

т. вр 
Такъ какъ треуг. ДВС соОВр, = — и сд. ВС='/,ВО= 

= .079... 
У 0. — ры унуЗавта = ТТ. 

У 

— 5. 151.079---- © 3.1415. 
ВО 

323. Площадь круз есть предъль площадей вписанныхь въ нею. 

мы описанныхь около меао правильныль мноюуюльниковь. 

Пусть (черт. 394) АВС... и 
А, В, С.... суть прав. впис. и. 
опис. я— угольники; площ. впис.- 
многоуг. меньше площ. круга, 
и при удвоени числа сторонъ,, 
увеличиваясь на сумму треуг. 
ЕЕД...., будеть приближаться 
къ площ. круга, во никогда ея. 
не достигнетъ. Площадь опис. 
мног. больше площ. круга; при. 

удвоеви числа сторонъ она бу- 
деть уменышатьсл на сумму 
треуг. МА, М.... итакже при- 

, бяижаться Жь площади круга. 
Если мы докажемъ, что разность между площадями впис. и опис. 
иногоугольника можетъ быть сдЪлана меньше всякой произвольно ма-- 
20й величины, то разность между площадью каждаго изъ этихъ мно- 

гоуг. и площадью круга будетъ и подавно безконечно малою; слЪд. пло- 

щадь круга и будетъ предфломъ площадей впис. и опис. многоугольн. 
Означивъ площ. впис. мног. черезъ $, описан. $,, радлусъ круга, 

который будетъ аповемой опис. мног., черезъ х, апоеему впис. мног. 
черезъ а, и замфтивъ, что площади прав. одноим. мног—въ отно- 
сятся ‚ какъ квадраты ихъ радгусовь или аповемъ, получимъ.- 
$1 си $15 7—@* (7-а)(7—а) 
5, уда = = 7“. Е 

ЗАБсь ›—а, какъ мы уже доказали ($ 315), есть величина 6ез- 
конечно малая; а такъ какъ ’--а и а величивы конечныя, то и вся 

дробь ие) есть безконечно малая; поэтому и 5,/—5 можеть. 

быть сдфлано меньше всякой, произвольно взятой, величины. 
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324. Площадь прав. мног., какъ мы знаемъ, равна произведению. 
его периметра на '/з аповемы; поэтому, назвавъ черезъ р, перж- 
метръ опис. мног., будемъ имЪТь 3,—р:.'/з". 

Это равенство справедливо при всфхъ измфрешяхъ входящихъ въ. 
него перемнныхъ р, и 3,; поэтому (теор. 2 6 310) оно останетсж 
справедливымъ и тогда, когда виЪето $, и р, подставимъ ихъ пре- 
ДЪлы, т. е. площадь круга и окружность; назвавъ первую. С, а. 
вторую О, получимъ 

С=0. 1); к; т. е. площдь круа—произведеню окружности на. 

'/, рад уса. 
Это предложенше можно также вывести, разсматривая кругъ какъ. 

прав. мног—къ съ безконечнымъ числомъ сторонъ. 
Такъ какь 0—2", то площ. круга=2и. '/," = ли*. Если напр. 

7==21 дюйм., то принимая ===1/., найдемъ площ. круга = 
23 /.. 213 —1386 кв. дюйм. 

Для круга, котораго рад.=1, площадь=я=3,1415.... 

Изъ формулы С=ли® получимъ = _С формулу, которая 
т ь 

опредёляеть рамусъ круга по данной его площади. Наприм. если. 
1, 

площ .—38'/. кв. верш., то "= и ыы ; принявъ т—?*/,, най- 

Если требуется опредфлить площ. круга С по данной о О, 
: п. 0% 

то замфтивъ, что Сы и?, а "=э-› найдемъ С=-= = 4 - 

Изт, посльдняго выражения находимъ 0 —=23У С= — формулу, слу- 

жащую для опредъленя длины окружности по площади круга. 

325. Если имфемъ два круга, которыхъ площади С иС,, а ра- 
Жусы хи х,, то получимъ 

о Е ая =(4)= (5) т. е. площади 
а ИХ ВАЙ СТ т Зи, / 
круювъ относятся между собою какъ квадраты иль радгусовь или. 
даметровь; иначе говоря—отношене площадей двухъ круговъ— 
квадрату отношешя ихъ радусовъ или маметровъ. Если напр. рад. 
одного круга=/, рад. другаго, то площ. перваго="/,, втораго. 

326. Площадь сектора будеть во сколько разъ меньше площади 
пфлаго круга, во сколько дуга сектора меньше окружности (это 
можно доказать совершенно такъ же, какъ въ $ 103 доказано, что 
отношен!е центральныхъ угловъ равно отношению соотвЪтствующихъ 
‚имъ дугъ); поэтому, означивъ ялощ. сектора черезъ $, дугу его 1, 
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$ | ти! Е 
фащусъ 7, позучшиь 5—5.) откуда $; т. е, площ. 

сектора — произведентю ею ди на '/, радуса. При эжюшъ дуга 

должна быть вычислена въ частяхъ радгуса. 

Если дуга сектора содержить и°, то длина ея 1 =786, сяЪдов. 

пт тг та 
жлощ. —150. = 360 * 

Въ эту формулу входятъ три количества $, ®, г, иесли два изъ 

©: 
няхъ даны, то легко опредЪлить и третье. Такъ = И 

= и Возьмемъ вЪеколько числовыхъ примЪровъ. 

1. Опредълить площ. сектора, котораго уголъ = 67°30', а ра- 
д1усъ — 3,39 дюйм., принимая г = 5?/,,,? Дуга 67°30’—4050’—= 
2. /.„.3,39. 4050 И __ 2.355. 3,39.4050. 3,39 

360-60 аа 13.360.60.2 
`==6,76940625 кв. дюйм. 

2. Площ. сект.—= 154 кв. вершк.; рад. =28 вершк.; опредфлить 
уголъ сектора, принимая п=**/„? Уголъ во столько разъ меньше 

-360°, во сколько площ. сектора меньше площ. круга; слЪд. 960 = 

154 154.360.7 ; 
— 1/98} ов» ОТКУДА 2 = оо од — == 22° 1), —2230. 

3. Принимая п=3,14, опредъяить радусъ сектора, котораго 
уголъ—56°15', а площ.—49.0625 кв. дюйм.? 

Обративъ 56°15’ въ минуты, найдемъ, что площ. всего круга = 

49,0625.360. 60. 49.0625.360.60 
= — ны 
80 Е ку 20% В 
327. Площ. сегм. АМВ (чер. 395) найдемъ, вычтя изъ площ. 
Чер. 3%. сектора АОВМ площ. треуг. АОВ. 

В Если длину дуги сегмента назовемъ черезъ Г, 
радусъ х, площ. сегм. $, то а 

м ТЕ О). 
Здфеь ВГШ есть половина и ВЕ, соотвЪт- 

А ствующей удвоенной дугЪ сегмента. Если уг. АОВ 
будеть равенъ центральному углу одного изъ такихъ 
правильныхь многоугольняковъ, которые можно 
вписывать въ вругъ посредствомъ циркуля и ди- 
нейкя ($ 250), то зная чшело градусовъ дуги сег- 
мента и радтусъ круга, можно вычислить хорду АВ, 

а по формул $ 249 и хорду ВЕ (ибо ВЕ будетъ сторона прав. 
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мног—ка, имфющаго вдвое меньше сторонъ), а слфд. опредфлить и 
площ. сегмента. 

Дая другихъ дугъ вычислен!е площ. сегмента дфлается посредствомъ 

тригонометрии. 

Положнмъ напр., что АОВ—45°, а ’—1 дюйму, тогда ВД есть 

*/з стороны квадрата, слЪд. ВРУ 2; а длина 1 дуги —1/, т, 

ибо эта дуга составляеть \/, окружности, а окружность —=2 т, и 

площ. сеги.=1/, (1/, т, У 2). Полагая п = 3,14 и извдекши 

У 2 вь сотыхъ доляхъ,найдемъ пяощадь (А — 104 

КВ. ДЮЙМ. 

328, Если имфемъ двЪ концентрическя окружности радгусовъ х 
ии,, то часть круга, находящаяся между этими окружностямн, наз. 
концентрическимь кольцомь; площадь кольца опредфлится какъ раз- 
‘ность площадей обояхъ круговъ; поэтому, если * > х,, то площ. 
кольца — пи’ — пи, == 1(78— и?) = п(и-и,)(г— и). 

329. Въ $ 293 мы доказали, что пивагорова теорема распростра- 
няется на подобные многоугольники; то же легко доказать и отно- 
<нтельно круговъ: площадь круга, построеннаго на гипотенуз® 
прямоуг. треуг., равна суммь площадей круговъ, построенныхъ на 
катетахъ. Пусть А,В,С будуть площади круговъ, которыхъ да- 
метры а,Ъ,с суть гипотенуза и катеты прямоуг. треугольн.; тогда 

я овес з 
АН =(Ч, а) =; В нтв"; Ск те; 
но а*—5-{- с* по свойству прямоуг. треуг., сл5д. А—= В + С. 

330. Такижъ образомъ, если ВАС (чер. 396) есть треуг., прямо- 
угольный при А, то площадь полукруга, 
построеннаго на ВС, равна суммЪ площа- Чер. 396. 
дей полукруговъ, построенныхъ на кате- 
‘тахъ. Отнявъ сегменты т и п отъ пло- 
щади полукруга, построеннаго на гипоте- 
нузф, получимъ треуг. ВАС; а отнявъ 
ихъ оть двухъ другихъ полукруговъ, по- 
лучимъ фигуры ри 9; слЪд. площ. треуг. 
ВАС—суммЪ площадей криволинейныхъ 
фигуръ р и 9. Фигуры _эти наз. зипискра- 
товыми луночками по нмени ученаго, 
открывшаго вышеизложенное ихъ свойство. 

331. Найти квадратуру круга значить опредфяить сторону 
‘квадрата, котораго площадь равнялась бы площади даннаго круга. 
Назвавъ сторону этого квадрата 2, а ращусъ круга у, получимъ 
1—1, откуда х—Ут. Такъ вакъ г есть число иррашюональное, 
‘то совершенно точно вычислить х невозмомно. 

м 
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Невозможно также ръшить задачу о квадратурв круга и построе- 
т 

немъ. Дьйствительно, изъ урав. 2—=/? находныъ —— — т , 

сад. сторона искомаго квадрата есть средняя пропорщональная 
между окружностью и !/, радгуса. Такъ какъ нельзя точно выпря- 
мить окружность ($ 322), то и задача о квадратурф круга можетъ 

быть рЬшена только приблизительно. 
332. Слфдующее построев!е, принадлежащее Совне, хаетъ сторову 

квадрата, равновеликаго ханному кругу съ точностью 0,00001. 

Проведемъ въ круг (чер. 397) мамеръ АВ ин въ точкф А ка- 

Чер. 397. 

А 

сательную; ва раз1ус5 ОВ отдожимь Ос==', рамуса и изъ с рад!- 
усомъ—4 рад!усамь ОВ, онмишемъ дугу, которая пересфчетъ касалельную 
въ О; соединимъ точку В съ Ш); потомъ точку Е, въ которой ВД 
пересфкаелт, окружность, соединимь съ А; АЕ и будегъь сторона 
искомаго квалрата. 

ДАйствительно, проведя [с и положивъ радлусъ ОВ — |, имфемъ 
Ар: — ред = и: ВАНА 
—4--""/„=° в. Такъ какъ треуг. АВЕ < АВГ (уг. В общий, а 

АЕ _ АО АВ.АО. 
углы ВЕА ин р прямые), то ——. АВ= Вр" °28А дд. АЕ 

52 2 
АЕ? — ее о АВ— 2: КИ /в; ВО—8'.,, сах. 

2 

ая = 331.1, а АЕ\— 4. 1, — 918. — 3, 14158 — п съ точ- 

ностью 0.00001. Такъь какъ илощаль круга, котораго рад.—1, равна 
71, то АЕ и выражаетъ сторону квадрата, равновеликаго кругу съ 
точвостью 0,00001. 

333. Покаженъ теперь, какимъ образомъ можно приблизительно 
вычьслаять площади другнхъ криволннейвыхъ фигуръ. Для этого за- 
мфтимъ сперва, что если 6 иб, суть параллельных стороны трачеши, 
6, средвяя лив!я ея, равная, какъ мы знаемъ, '/.(6--Ь,), а #— 
а анай высоты, то площ. прапещи — М6 Ь,); помноживъ и раз- 
дфливъ это выражен!е на 3, мы можемъ представить его въ слфдую- 
щемъ видф: 

1 о(ЗЬ-ЗЬ, РЕ Ч/АЩЬ-НЫ, 26-Е, У, --45,). 
На основан! этого вычислияъ площадь, заключенную (чер. 398) 
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между кривой АВ, прамой ХУ и периевдикузярамн АА, в ВВ,, 
опущевнымн изъ конечныхь тозекъ кривой на прямую ХУ. Поло- 

Чер. 398. 

жимъ, зто кривах вогнута въ одву сторону, пменно къ ХУ. Раз- 
ДЪлимъ А, В, на четное число равных”. частей, напр. на 6, въ точ- 

кахъ С Ш,....и воаставимъ изъ С, ),.... перпендикулары 
къ ХУ; пусть АА А=у, С,С=9,, ОО=у.....; разетоявя 
же 4,С,, С. 0)... между каждыми двумя периендикулярами назо- 
вемъ Й. Проведя прямыя АД, ОЕ, ЕВ, позлучимь трапеши 
А АРЬ,, Р.ОЕЕ,... По вышевыведенному выражеш!ю для площ. 
трапеши найдемъ пзошадь 4, АД), = (АА --ОО,-4С,М); 
трапешя 4,АШ.Л), меньше криволинейкой изощади А, АСОШ, ; по- 
этому, если мы въ предъидущемь выражен!и площ. трапеции! возьмемъ 
выфсто С.М линю большую, именно С.С, то больше приблизнися 
къ этой идощали, и сдфд. приблизительно можемъ принять, что 
площ. 4 АСД — (у -НузЕАУ,). 

Такъ же опредфлимъ и остальных криволивейныя площади: 

РРЕЕЕ,—' „Му, -у,-4у,); В.ЕНВВ,—='/№ (уу, -Е4У.). 
С21%д. площадь всей криволинейной фигуры 

бай ии и 2(из-Нуз а (уз- и, ув) (а + 26 + 46), 
гдф а есть сумиз конечныхъ нерпевдикуляровъ, р сумма перпенди- 

куляровъ нечетнаго порлдка, а с—сумма перпендикуларовъ четнаго 
горядка. Е 

Изложенный способъ опредфзен:я площадей крнволннейныхъ фигуръ 
прннадлежитъь Томасу Симпсону. 

334. Способы вычисленЯ =. Изъ различныхь способовъ вы- 
численя л мы покажемъ слБдующе трн способа. 

1-й способь. Принавъ въ формул О= = радусъ =1, получимъ 
0—2: пли =!/,0; т.е. п=!/, числа, выражающаго длину 
окружности въ рад!уеЪ; поэтому чнела, выражающия въ рад!усахъ 
величины полупериметровъ впис. нрав. многоугольниковъ, будуть 
представлять приближенныя величины т, меньышя настоящей его ве- 
лизины; а вычнеляя полупериметры прав. опис. многоугольниковъ, 
мы получимъ приближенныя значення т, большя дЪйствительной 

17* 
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величины его. Такимъ образомъ, вычисляя послфдовательно при 
рад1усв = 1 полупериметры квадрата, прав. 8—- ка, 16 — ва, 
32 —ка...., пли прав. 6— ва, 12 — ка... , вписанныхъ 
и описанныхъ, мы будемъ получать числа, все боле и болЪе при- 
ближающияея кь величинЪ г. Вычисленя же эти можно выполнить, 

ибо мы знаемь, что сторона впис. квадр. при рад!ус6=1 равна У; 
сторона прав. 6—ка=1; по формулЪ 2=У2—У4— в. выведенной 

въ $ 249, можемъ вычислить стороны (а сл$д. и полупериметры) прав. 
8—ка, 16—ка.... или 12—ка, 24 —ка...; по формул же $ 247-го 

2а 

У4—а? 

Результаты такихъ вычислен! представлены въ слЪд. таблиць: 

# — можемъ вычниелить стороны и полупер. опис. многоуг. 

Полуперим. впис. | олуперим. опис. 

Число стороят. ТЫ, а - ое 

4 | 2,82842 4,00000 
8 3,06146 3,31371 

16 3,12144 3,18260 
32 3,13654 3,15173 
61 ! 3,14033 3,14412 

123 | 314197 | 3.14923 

! 

6 | 3.00000 3.46411 
12 3,10582 | 3.21540 
24 | 3.13262 3.15967 
48 | 3.13935 3.14609 
96 3,14103 3,14272 

192 3,14145 5.14188 

| 

Изъ этой таблицы видимъ, что т заключается между 3,14145 и 
3,14188 и что слёд. 3,141 представляеть величину п СЪ точно- 

стью до 0,001. 

Такому способу, требующему продолжительныхь вычислешй, слЪ- 
довалъ Архимедъ, который вычислилъ п изъ периметровъ 96—ковъ 

и нашелъ, что т > 39/4, и < 39%. 

2-й способь. Если въ формул О—2пг примемъ 0—2, то вом- 
1 1 : 

а е. дробь — есть число, выражающее длину рад!ус® 

такой окружности, длина которой —2. Поэтому апоеема @ и ра- 
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д1усъ А прав. мног-ка, котораго периметрь-—2, представатъ при- 
1 

бльзительные величины =; аповема будетъ меньше, а радлусъ больше 

дФиствительней величины этой дроби, ибо окружность, воисанная въ 
этотъ многоуг., будетъ меньше его периметра, т. е.<2; а окружность 
описанная > 2, и елфд. радусъ а вписанвой окружвости будетъ 

меньше, а рад. Ё описанвой окруж. больше радуса т той окруж- 
ности, которая—2. 

Периметръ будетъ=2 у такого квадрата, котораго сторона=!/. ; 
апоеема этого квадрата а, —!/,, а ралусъ 7,—\/, И 2. Чтобы можно 
было вычислить апооему и радисъ прав. 8—ка, 16—ка...., 
которыхъ периметръ равенъ 2, докажемъ сначала, что если вообще 
а ит суть апоеема и радусъ какого нибудь прав. мног., то апо- 
оема Аи рад. В многоуг., имфющаго периметръ, равный съ пер- 
вымъ, а сторонъ вдвое больше, выражаются формулами 

= (а-Н»): В—=У»лА. 
Въ самомъ дл, пусть (чер. 399) АВ есть сторона какого ни- 

Чер. 399. 

буль прав. многоуг., а О центръ его. Проведя ОСД | АВ. получимъ 
Ор=,, ОС—а. Проведя АД и ВД и соединивъ ихъ средины 
и М, получим ММ№|| АВ и МИ=\, АВ; слёд. ММ будетъ сто- 
рона такого мног., который имфетъ периметръ, равный съ данвымъ, 
а сторовъ вдвое больше; уг. МОХ=1/, уг. АОВ и сд. есть цен- 
тральный уг. новаго многоуг.; а потому 0М=И, ОЕ—А. Такъ 
какъ точка Р есть средива ШОС, то ОЕ = '/(О0С--ОО) или 
А—!/, (а +). 

Сверхъ того изъ треуг. ОМОШ, прямоугольнаго при Л, имфемъ 
ОМ _ ОЕ _ Е ты 
ор Ом’ откуда 0М—=0р. ОЕ, ИЛИ ©=} гА. 

Такимъ образомъ, вайдя Гиа для квадрата, котораго пери- 
метрт —2, можемъ найти величины радуса и апоеемы для прав. 
8—ка, 16—ка, 32—ка... . того же периметра, при чемъ бу- 

демъ получать зисла, все боле и болфе приближающияся къ вели- 

1 1 
зив$ -— ; поэтому вызисзимъ приближенво —— ‚а потомъ и тп. 

`` Чь 



ЕО бо-Е = 

Результаты такихь вычиелен!й помфщены въ слфдующей таблиц$. 

Число сторонъ. Аповемы. Радлусы. 

4 | 0,2500000 - 0,3535534 
8 | 0,3017767 0,3266407 

16 | 0.314207 = 0,3208645 
32 0,3172866 0,3188213 
64 0,3180542 0,3184377 

128 | 0,3182459 | 0,3183418 

1 
Отсюда видно, что 0,318 представляетъ число — , вЪрное до 1 об; 

0 

а 0,3183—число, вЪрное до 0,0001. Раздфанвъ 1 па 0,3183, по- 
лучимъ т—3,142. 

3-& стособъ. Наиболфе удобный способъ вычисления г даетъ раз- 

ложен!е въ рядъ дуги по возрастающимъ степенямъ ея тангенса. 
Если и — (2х, то х = агоои; т. е. х есть дуга, которой тая- 

тенсъ— и. 
Замфтивъ, что агсё 0—0, положимъ 

агоои= Аи-- Ви?-- Си Ри ..... (1). 
Подобнымъ образомъ будемъ имЪфть 

ага Аг-- Ву? Сьз--Де\-|-... 
Вычтл этотъ рядъ изъ предъидущаго и раздфливъ на и—, най- 

агсё хи — ага 
О —— — А--В(и-ь) + С (и - шь 9) 

+ Бай и)... . (2). 
Мы положили агс(ёаи—х, агсёер—=г, пли и—{9х, ©—402, слфд. 

атс и—агс4аф _ 1—2 _Й_ (5—2)с5456$2 (1—2)с32652 

иг — 4972—02 — 312682—631502  30(5—-2) 
Если въ урав. (2) положимъ и—и, то вторая часть его обратится въ 

А-2Ви + ЗС 4) ..... 
(1—2)с51652 

$1(%—2) 
при и— обратится въ с5°7, ибо и=е даеть т==2; а съ уменьше- 
шехъ дуги величина ея $п приближается къ величин® дугн, слёд. 

х—г ры И | 

$п(%—2) вех Тихо ти 
образомъ при и—и урав. (2) приметъ видъ 

г, = А 2Ви-+ Си 4ри-.... 
Черезъ непосредственное же дфлен1е имемъ 

1 > $ # 6 . И Нм —иб-|....; сад. 

Первая же часть урав., равная, какъ мы видфди, 

пред®ль —1. Но с5*5— . Тавимъ 



А 

тии м6... А-2 Ви 3 Си43Ли?+.... 
Отсюда, сравнивая коэффищенгы, находниъ 

=1; В=0; С=—1/,; 0—0: Е, ....; а потому рядъ (1) при- 
метъ вндъ: 

асан = и и и —.....(3) 
Этотъ радъ будеть сходящйЙся, если и<1 иди и==|, т. е, для 

дугъ до 457 эключительно. 

Положив» въ ряду (3) ч=1 и сл1. атсви=45°— п, будемъ 
пыть ИН Иа-Е ..... 

Этотъ рядъ сходится не быстро, и для получен1я величины г съ дос- 
‘таточной точностью, надо бы вычислить слишкомъ много чденовъ ряда. 

Поэтому выведемъ дая вычисленя г еще двф строки, бодфе удобныя. 

1. Пусть 1ах==., 492==., или х—агс о), 2==атсво'/,; опре- 
ат 4вг а 

дфлимъ (0(т--2). Такъ какъ (5 цена = =. = 
г 

— и 1, то 2-2= т, паи лагов, - агоо!,,. 

Разложнаъ по предъндущему агсёо!/, и ага, пайдемъ 

И ПР 1 КА 1 1 
2 (+ о | Е 

Это разложен:е принадлежитъ Эйлеру. 

2. Если х—агсёо'/,, 2—агей"/ (39, ТО 45—2==45°. ДЪйствительно, 
ых 2. 22 3 о 8 — 1—8, фе 

й 1—6 1—1 Га ан 1: 

з 

Чемаше 19) 
Ме ва. а ЕТ ха 

еб = * / 934 
Чате —агсба ат. 

Разложивъ агсёи!/. и агсё/.., получимъ 
т 1 1 1 1 
—=4 | —— = ея Ра А Ро Пед бт ито $ ЕЕ 4 [5 3.58 55 (535 3.239" "5.289 | 

Вычиеливъь 5 членовъ перваго изъ этихъ рядовъ ин 2 члена вто- 
раго, найдемъ г—3,141593. 

Вычислен{е 15 членовъ перваго и шести членовъ втораго ряда даетъ 
величину п съ 20-ю десятичнымхи знаками: 

=—3,14159265358979323846. 

335. Мы опредфлили длину окружности и площадь круга на осво- 
зан!! теоремъ, что окружность есть предфлъ периметровъ, а кругъ 
предфаъ индощадей вписанныхь и описэнныхъ иногоуг. Вторая изъ 
этихъ теоремъ доказана нзми совершенно точно; первая же основана 
на допушени, что изъ двухъ выпуклыхъ ли внфшняя больше внут- 

ренней. Теперь мы докажемъ это предложен!е. 

336. Мы уже говорили, что за длину окружности принимаютъ пре- 
ДФлъ, къ которому стремится периметръ вписаннаго прав. мног. при 
увеличен!н числа сторонъ его. 5а длину кривой лини вообще прини- 
мають предфлъ, къ которому приближается вписаниая въ нее хоманая 
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лив!я, когда кажлая нзъ прямыхъ, составляющихъ эту посл$днюю.. 

приближается къ нулю. Чтобы можно было такъ опредфлять илину 
вривой лин!и, необходимо доказать, что предфлъ для вписанной ло- 
маной лини дЪйствительно существуетъ и что онъ не зависитъ отъ 
того способа, по какому вписана эта лив!я, иотъ того, какимъ спо- 
собомъ составляюпия ее прямыя приближаются къ нулю; другими сло- 
вами— надо доказать, что для всътъ ломаныхь, вписанныхь в кривую, 
сушествуеть только одинъ предъль, если только всф прамыя, соста- 
вляющ!я ее, приближаются къ нулю. 

Чтобы облегчить доказательство этой теоремы, мы замфтимъ, что 
при этомъ можно разсматривать кривых, выпуклыя только въ одву 
сторону, потому что каждую кривую, которая выпукла не въ одну 
сторону, можно разбить на части, выпуклыя только въ одну сторону; 
напр. кривую, изображенвую на чер. 400, можно въ точкф перегиба 

С раздфлить па дв части, выпуклыя только въ одну сторону. 

Чер. 400. Чер. 401. 

Итакъ пусть въ выпукаую кривую АВ (чер. 401) вписана ломаная 
АСр.... Опишемъ соотвётствующую ей домачую А, М,.... Опуе- 
тимь изъ М,, М,.... пераендикуляры на соотвфтствующ!я стороны 
АС,СО... виисанной зоманой; тогда отвошене длины описан. 

АМ, М, С-- СМ,-....-- Е.В. 

Ам + мМс--СмМ -....- Е В. 
Это отношен!е будетъ заключаться между ванбольшимъ и наимень- 

АМ МС СМ, Е, В 

Ам тие ом РВ 
Это можно доказать са$лующимь образомъ: возьмемь нЪеколько 

отношений: 

ломаной къ длин вписанной будетъ 

шимъ изъ отношевй 

а а. й 
ЕЯ 3244, 8 — Ч; и положимъ, что наибольшее изъ. 
, ь, и 

Ч иихь есть ‚'; такъ какъ 
1 

а, —6, 4, а, —6, 4», а. —=6,4:, то 

аа, а; = а, 6.9, 4, а 
аа, а, _ 6, 9. -- В, 9, - 6,43 — — а . Если во второмъ отно- 
ыы ыыЬ, . 

шеви виЪсто [зи 4; поставить большую величину, именно 4,, То 
это отношев!е увеличится, 
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а, а, + а; < 9.5.9. 5.9, 

ыы ь, ыы -Ь, 

а а, | а, < а (.-ЕБ.-ЕВ.) 

Е 
5-1 < 9.. Подобнымь образомъ докажемъ, 

и са$д. 

иди т. е. 

р бы а вры б детъ ольше наименьшаго изъ отношен!й 

7 :РыЬ, } ы, 

Ам 1106 СМ 

АМ ' МС ' СМ" 
ниц при уменьшен}и сторонъ винсавной и описанной ломавыхъ. Что- 

Каждое изъ отношен!й стремится въ еди- 

СМ, 
бы показать это, возьмемь вапр. отношен!е си: неизм$нае- 

мой по величинЪ и положен1ю прямой аб (чер. 402) построимъ треуг. 
абс, у котораго уг. 6 прямой, а уголь а = Чер. 402. 
— уг. №, СУ. Т'акъ какъ треуг. №, 0 №ооафс, то д 
СМ, 
сх —- . Когда сторона СЛ) ломаной будетъ 

приближаться къ нулю, то иуг. №, СМ, а равно я а, Ь 
уг. а, также будутъ приближаться къ нулю, а слЪд. прямая ас будетъ при- 

. ас ; ближаться къ а6, а отношев!е — и равное ему отношеше СУ бу- 
аъ 

дутъ приближаться къ едипиц\1.. 

Е а: 
АМ мс еУЕте 

чающееся межлу двумя отвошешями, прибдижающимися къ единиц, 
само также приближается къ ней; иназе говоря, разность между дли- 
нами лоханыхь, вписанной и описанной, будегъ уменьшаться по мфрЪ 

приближения сторонъ ихъ къ вудю. 

831. Положимъ теперь, что вписанная ломавая 4 СД.... В (чер. 401) 
такова, что съ увеличенемъ числа сторонъея и слЪд. съ приближешемъ 
ихъ къ нулю, вь число вершинъ каждой новой ломаной будутъ входить. 

вершины предшествующей ей лини. Тогда съ увеличевемъ числа сто- 
ронъ длина ломаной будетъ увеличиваться, ибо каждая новая ломаная 
будеть вафиняя по отношешю въ предшествующей. Но возрастая 

непрерывно, ломаная АСД... В будетъ всегда оставаться меньше 
вфкоторой ломаной, описанной около кривой АВ; слЪд. она будетъ 

приближаться къ нфкоторому предфлу Г,. Описанная же ломаная, при 

увеличен! числа сторовъ, уменьшается, и такъ кавъ ея отношен!е 
къ вписанной будетъ приближаться къ единиц, то и она будетъ 
стремиться къ томуже предфлу Г.. 

338 Положимъ, что у насъ вписано дв ломаныхъ линй! различнымъ 
образоиъ, во такъ, что обф онф удовлетворяютъ тому же услов!ю, 

какъ и лив!я АСО....В. Означимь черезъ ри р, длины ихъ, че- 

Поэтому и отношевте ‚ какъ заклю- 
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резь Ри Р, длины соотвфтетвующихъ имъ описанныхъ хоманыхъ, 

и пусть Г, будетъ обпий иредфлъ для ри Р, а Г, — предфлъ для [р 

и Р.. Такъ какъ каждая опнсанвая лин!я больше вписавной, то р<Р); 

слфд. предфлъ р, т. е. Г, не можеть быть больше предфла Р,,т. е. 

Т.. Точно тавъ же докажемь, что и [ не можеть быть больше Г; 
<лфд. [= Г; т. в. винсанныя и описанныя зомавыя нифють одинъ 
пред$лъ. 

339. Разсмотримъ наконець такую ломаную, которая при прибли- 
жен!к сторонъ ея къ вулю, т. е. при увеличени числа сторонъ, не 
будетъ въ числБ свонхъ вершинъ заключать вершинъ предшествую- 

чцей ей лия!г. 
Пусть въ кривую АВ вписанъ раядъ такихъ 1оханыхъ п пусть р 

длина одной изъ нихъ: а Р—ллина соотвЪтствующей ей описанной 

ливи. Такъ какъ отяошетше Р къ р приближается къ едиииц®, то 

всегда можно взять въ обфихъ ломаныхъ столько сторонъ, что раз- 
ность Р--р будетъ меньше количества т, какъ бы мало нн было 
это послфднее. Положимъ, что [, есть предфлъ вписанной ломаной та- 
кого же свойства, какъ прежде разсмотрфнныя. Линл Р, какъ вифш- 
няя, будетъ больше такой зин!и, а сл»д. бозьше или по крайней 

мфрф равна Г.. А такъ какъь Р-р < т, то рт > Ри с1%д. 

рт > Гир > Г. 
Сь другой стороны р меньше всякой описанной лини, а слфд. 

меньше и той описанной, которая ныфетъ предфломъ Г. Поэтому р 
или меньше или въ крайнемъ случаЪ равна Г,,. Такимъ образомъ 

Т—т < р<Г. 
Такъ какъ т можетъ быть какъ угодно мазо, то и разность между 

Г, к р иожетъ быть сдфлана меньше всякой, произвольно взятой, 

величины; т. е. и р ямфетъ тоть же предфлъь Г, какой имфетъ л0- 
маная дин!я, удовлетворяющая прежнему услов1ю. Такимъ образомъ 
3с% ломаныя лини, вписанныя въ кривую, съ приближешемь сто- 

ФРонь ить къ нулю стремятся къ одному и тому же предълу. 

Вышеизложенное доказятельство приналлежитъ Бонне и заииство- 
вано нами изъ ТгаЦв 4е овботейле 616 тепбмге раг ВоцсН6 её 
СотЪегойззе. 

340. Теперь легко уже доказать теорему, допущенную нами выше 
«$ 313), что всякая выпуклая кривая меньше внфшней ломаной. 
ДЪйствительно, если въ кривую вписать ломаную, то эта ломаная 
будетъ меньше вифшней ломаной; а слфд. и предфлъ ея, т. е. кривая 

лин!я, меньше внфшней ломаной. 

Замфтимъ впрочемъ, что хотя мы и избфгли приннмать предъиду- 
щую теорему безъ доказательства, но все таки ввели нфкоторый про- 
эзволъ, принимая за длину кривой предфль вписанной въ нес ломаной. 

341. Задачи на вычиелен!е. 

Примъч. Въ сафдующихъ задачахъ оть 1-й до 50-Й принять =?” 1. 

1. Опредфлить длину окружности при рад1усв 28 арш.? при рад. 
31. $.? 

2. Опредфлить рад. окруж., которой длина—616 ф.? 11 арш.? 

3. Опредфаить длнпу дуги въ 72° при рад. 3'/. ф.? въ 5. 
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яри рад. 1'/, 2 въ 1° при рах. 4,2 фут.?въ 22°30’ при рад. 28 дюйм.? 
въ 272045’ ра рад. 121/,2 

4. ОпредЪлить рад. ти въ 154% 307, если длина ея—113, 3 дю? 
въ 36‘, если длина—2!/, фут.? въ 5037’ 30”, если даина—13,,. 

5.  Окредватзь число градусовъ, минутъ, секундъ въ дугЪ, которой 
длива— 11 дюйм., а раз.—26'/, дюйм.? длина—16\1/, дювм., а рад. 
—1 саж.? въ дуг, равной радуусу? 

6. Гралусъ экватора—105 вере.; опредфлить раз. земли? 
Т Въ круг, котораго рад.=7 дюйм., вонсанъ прав. 6-къ; ва 

<колько окружность больше его периметра? 
8. Въ окружности, которой рамусъ 51/; верш., вписачъ угодъ, 

опираюнйся на дугу въ 41, вершка; опредфлить уголь? 

9. Въ круг рад. 5 дюйм. вансанъь уголъ въ 42%; найти длину 

дуги, на которую онъ опирается? 
10. Переднее колесо экипажа пмфетъ въ д1аметрь 2'/, фута, а 

заднее въ 1'/, раза больше; сколько оборотовъ сдфяаетъ то и дру- 
гое на 51/, верст.? 

11. Въ`кругБ рад. 21 саж. вписанъ прав. 18—къ; найти длину 
дуги, стягиваемой его стороною? 

12. Дуга, стягиваемая стороной прав. впяс. 6—ка, равна 5'/, 

дюйм.; найти периметръ его? 

13. Какое пространство проходятъ въ часъ каждая точка земнаго 
экватора всяфдетв!е обращения земли около оси? Рад. экв.—6013 вер. 

14. Сколько оборотовъ слЪлаетъ на разстояни | верс. 292 саж. 
колесо, котораго каметрь—2!/, фут.? 

15. Наружная окружность цилянхрической башан—1] саж., а 

внутренняя —7 саж. 6 ф.; опрелфлять толщину стфаъ? 

16. Мивутная стрфлка башенныхь часовъ имфеть въ длину 31/, 
фута; какое пространство пройдетъь оконечность ея въ сутки? 

17. Опредфлить разстояше между ры городами, зежащими въ 

охной широтф и подъ долготой—одивъ 45° а другой 30° къ востоку 
отъ Ферро, если рал. соотв5тствующей имъ параллели—5 74 геогр. мил.? 

18. Футъь мфдной проволоки вфситъ 12 золот.; изъ 2 фун. 28 зол. 

ея слфлано 10 одипакнхъ колецъ; опредфлить дам, каждаго вольца? 
19. Назло сдфлать зубчатое колесо |] арш. въ дламетрф, притомъ 

такъ, чтобы разстолв!е между срецинами каждыхъ двухъ зубцовъ—4 

дюй.; сколько выйлетъ зубцовъ? 
20. Окружность больше д!аметра на 25 дюй.; найги длину ея? 
21. Дуга сектора —=90°; длина дуги меньше д!аметра ча 1 футъ: 

сколько арш. въ рад!усЪ? 
22. Для бЪга устроено мЪсто. огравиченное двумя концентриче- 

<кимн окружностями: вифшняя—3,08 верст., а внутренняя—2 верст. 

452 саж.; вайти ширину б$га? 

23. Дворъ нифетъ форму прямоугольника, на меньшей сторонф 
котораго описанъ полукругъ, находящ!йся вн$ прямоугольника, длива 

прямоуг. —= 24 саж., ширина на 5 важ. 1 арш. мевьше. Сколько 
можно сдфлать шаговъ вокругъ двора, если тагь==1'/, арш.? 

24. Изъ вершины угла а рамусомъ —=7 дюй. описана дуга == 7';, 
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дюй.; изъ вершьны угла 6 описана рад!усомъ=1/, арш. дуга въ 11 
Аюй.; опредфлить отношен1е угловъ? 

25. Дворъ вмфетъ видъ прямоугольника, на меньшей сторон% ко- 
зораго описаяъ полукругъ, находяпийся вн прямоугольника; длина 

прямоугольной части двора больше ширины на 5 саж.; вся граница 

двора—74 саж. Опредфлить ширину двора? 
26. Найти длину окружности, которая на 74 дюй. больше рад1уса? 
27. Опредфлить площ. круга, котораго рад. —=1 арш. 12 вершк.? 

котораго окружность—44 дюй.? 
28.Найтирад. круга, котораго площадь—=6 16 кв. фут.? 201'/.кв.верш.? 
29. Вычислить въ квадр. дюйм. площ. сектора, котораго дуга со- 

держитъ 22° 30’, а рад.—1 арш.? 
30. Во сколько разъ площ. круга рад. 17,36 фут. меньше площ. 

круга рад. 12,4 саж.? 

31. Опредфлизь площ. кольца, заключающагося между двумя кон- 
центрическими окружвостями, если одна изъ нихт=1 верс. 435 саж.; 
а рэдтусъ другой меньше, чфмъ первой, на 10 саж. 11/, арш.? 

32. Плошадь, иуфющую форму круга, котораго д1аметръ —= 140 
сзж., хотятъ выхостить камевными плитами: плиты ихфютъ видъ 
зрамоугольниковъ въ 1 арм. длины и 21 дюймъ ширины; каждоя 
плита стоитъ 50 коп., а за работу просатъ по 30 коп. съ квадр. 

саж., считая въ томъ числ цементъ, песокъ и вообще матерзалы, 

вужвные для работы. Во что обойдется мощен!е плошади? 

33. Опредфлить площ. круга, вписаннаго въ квадратъ, которато 
площ.—49 кв. верш.? 

34. Найти разность между площ. круга, котораго ражусъ =1, и 
площалдьми впис. и опис. квадрата? 

35. Деревянный щитъ, иифюпИЙ видъ круга, котораго рад. =3'/. 
арш., надо обить съ обфихъ сторонъ мфдными листами; сколько пой- 

хетъ на это прямоугольньхь лисловъ въ 11/, ф. длины и 11 дюйм. 
ширины? 

36. Площ. сектора=51'/, кв. дюй.; ралусъ=/, арш.; опредФлить 
чисзо гралусовъ дуги сектора? 

37. Опредфлать рамусъ сектора, если площ. его—191/; кв. дюй., 

а дуга=45‘? площ.—12,8333...., а дуга=12092 

38. Взятъ листъ мФди, пифюний видъ квадрата, котораго сторона=— 
1 арш.; въ этотъ кгадратъ вписаны 4 круга, касающиеся между собой 

и въ сторовамъ квадрата; затЪмъ круги эти вырфзаны; вфсъ листа 
—6 фун. 15 лот.; онредфлить вфеъ обр$зковъ ? 

39. Секторъ, котораго дуга = 90°, равновеликъ кругу радуса 14 
дюй.; найти рад. сектора? 

40. Опредфлить въ кв. дюйм. плош. сегмента, котораго дуга—30°, 

а рад.—05!/, фут.? 

41. Площ. одного круга=12,96 кв. дюйм., а другаго=1,44 кв. 
дюй.; опредфлить отношен!е ихъ рад1усовъ? 

42. ЖезЪзвый листъ вфсомъ 10'/, фун. представлаетъ квадратъ, 
котораго сторона—1!/, арш.; въ этотъ квадратъ вписываемъ кругъ; 
затЪмъ рад!усомъ, вдвое меньшимъ, проводнмъ кругъ, концентризе- 
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<в1й съ первымъ; зат®мъ оба круга вырфзаемъ; опредфлить вЗсъ по- 
лученнаго желфзваго кольца ? 

43. Опредлить отношен:е площадей Еруговъ, которыхъ окруж- 
ности суть 23/, фут. ин 16,5 дюйм.? 

44. Рад. одного круга —5, а другаго —=4 ф.; опредфлить рад. 

круга, котораго площадь—=разности площадей двухъ первыхъ круговъ ? 
45. Изъ вершины угла въ 45° описаны двф дуги, изъ которыхь 

одна втрое длиннфе другой; сумма же ихь—44`дюй.; опредфдить ве- 
личину площади между дугами и сторонами угла > 

46. Сумма площадей двухъ круговъ-=/,,, а разность ихъ==3/,, 
кв. арш.; вычислить ращусы круговъ ? 

47. Поде имфетъ видъ сектора, котораго рад1усъ—/, версты, а 
Уголь—84%; сколько десятинъ въ пол ? : 

48. Дуга сектора — 90°; длина ея на 3 фута больше даметра; 
опредфлить площ. сектора? 

49. Имъемъ 3 круга; рад. одного-—7, другаго—14 дюй.; окруж- 

ность третьяго круга—суммф первыхъ двухъ окружностей. На сколько 
илощадь третьяго круга больше или меньше суммы площадей двухъ пер- 
выхъ круговъ? 

Примъч. Во всфхъ слфдующихь задачахъ на вычислене прииять 

п2=3, 1415. 
50. Опредфлить окружность, если рад.=10 ф.? 2,5 дюйм.? 210? 
51. Опредфлить рад1уеъ, если окружность—9,4245 ф.? 500 дюйм.? 
52. Опредфлить длину дуги въ 38°6’40” при рад. 150 дюйм.? въ 

48°20’ при рад. въ 18 фут.? 
53. Опредфлить число градусовъ дуги, если длина ея—50, & рад. 

=125 ? длина-—21, а рад.=17/. ? 
54. Опредфлить рад. дуги въ 45°, если длина ел —60 ? 

55. Опредфлить площ. круга, котораго рах.=10 ф.? 2,5 дюй.? 210? 
56. Опредфлить площ. круга, если окружность—9,4245 ф.2500 дюйм.? 
5Т Опредфлить ражусъ и окружность круга, котораго площ. — 

201,056 кв. ф.? 144 кв. дюйм.? 
58. Опредфлить площ. кольца, заключеннаго между ковцентриче- 

скими окружностями, которыхъ рад. 80 и 60 фут.? 12,6 иб,3 дюй.? 

59. Опредълить пзош. сектора, котораго дуга—38°6'40”, & рад.= 
150 люйм.? дуга-—48°20’, рад.—18 ф.? 

60. Площ. сектора=125; рад.=15; опредфлить уголъ сектора и 

длину дуга его? 
61. Дуга сектора содержить 45°; длина ея = 60; опредфзиять площ. 

сектора? 

62. Площ. сектора 5==576 кв. люйм., длина дуги==/==20 дюйм .; 
опре1Блить рал!усъ у п зисзо я тградусовъ въ дуг сектора? 

63. Дуга сектора содержить и —=50°; площ. $ =90 вв. ф.; опре- 

дЪлить длину { дуги и радусъ и? 

64. Опредфлить длину { дуги п площ. $ сектора, котораго Цент- 

ральный уголь ® —125°, если площ. © всего круга = 1,2566 ? 

65. Опредёлить площ. $ и угодъ и сектора, вотораго дуга [=20 

дюйм., если площ. 5 всего круга —=452,376 кв. дюйм.? 
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66. Площ. $ сектора —576, а площ. 5 цфлаго круга — 1000; 
опредфлить длину [ дуги и уголъ сектора? 

67. Опредфлить длинну [ дуги и олош. 5 сектора, если уголъ его 
я — 48*20', а длина с окружности — 660? 

68. Опредфлить чисао традусовъ я н длину { дуги сектора, есль 
площ. его $ —180, а длина с окружности — 560? 

69. Опредфлить число градусовъ 7 и площадь 5 сектора, еслы длина 
1 дуги его — 72, а длина с окружвосли — 320? 

70. Опредфзигь площадь сегмента, котораго рад. —], если дуга 
его —=90°? 45°? 60°? 30°? 120°? 150°? 18"? 

71. Площ. сегмента, котораго дуга — 18%, равна 0,01 кв. дюйм.; 

опредфлить радзусъ? 

72. Опредфлить дливу окружности и площадь круга, описаннаго 

около прямоугольника, котораго стороны 2,] и 2,8? около квадрата, 
котораго площадь — 0,25? около прав. треуг., котораго сторона — 
—0,6? около прав. 10—ка, котораго сторона — 1? 

73. Опредфаить площ. такого круга, котораго окружность на 8,566 
ф. больше своего д1аметра? 

74. Внутри круга, котораго рзд. —=4,8 ф., проведены два равныхъ 

неперес$кающихся круга тавъ, что остающаяся часть даннаго вруга— 
его половин$; опредЪаить радтусы этихь вруговъ? 

75. Найти площ. сегмента, соотвфтствующаго сторон прав. 5-ка, 
если окружвость — 1? 

76. Найти площ. сегмента, соотвЪлствующаго сторон прав. 10-ка, 

если площ. круга —= 1? 
77. Въ кругЪ, котораго рад. ==1, проведены дв параллельныя 

хорды, соотвфтствующия центральнымъ угламъ въ 909 и 120°. Найти 
пяощадь части вруга, заключенвой между этими хордами? 

78. Площ. кольца между двумя концентрическими окружностями=— 

—50,264; а разность этихъ овружвостей — 12,566; опредлить ихъ 
радусы? 

79. Сумма площадей двухъ ковцентрическихъ круговъ — 106,811; 
а развость ихъ окружностей — 12,66; опредфлить площ. кольца? 

80. Изъ вершины угла въ 45° описаны дуги рад. 8,4 и 3,6; опред$- 
зить площ. образовавшагося концентрическаго сектора (т. е. пло- 
щадь, заключенную между сторонами угла и дугами)? 

81. Радзусы ковцентр. сектора (см. зад. 80) суть 3,6 и 2,4; а 
площаль —3,7698; опредЪзить центральный уг.? 

82. Плош. ковцентр. сектора (см. зад. 50) =1,2566; г. при 
центр — 20°; рад. меньшей дуги — 2,4; опредфлить радусъ боль- 

шей дуги? 
85. Крутъ, котораго рад. равенъ 1, разд5ленъ попозамъ концевтриче- 

свой окружвестью; опредфдить ея рад1уст? 
84. Рад. круга = 1; опредфлить радусы ковцевтр. окружностей, 

которыя бы дфлили этотъ кругъ ва части въ отношен!н 1: 2: 3? 
85. Три окружности, которыхъ рад1усы 14, Ти 3, находятся во 

внфшнемъ прикосновеши; опредфзить площадь круга, проходащаго 

черезъ вхъ центры? | 
86. Изъ точки вв окружности проведены сфкущая н касательная, 
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касательная — 14,4; сфкущая проходить зерезъ центръ, и внфшнаа 
засть ея —2, 4; опредфаить длвну окружности? 

87. Двф окружности, которыхъ радусы равны каждый |, перес$- 
каются тавъ, что разстолие между центрамн — рад1усу; опредфлить. 
илощадь, общую обовмъ вругамъ? 

88. Двф окружвостн, которыхъ радлусы | и 2, лересфкаются таиъ, 
что хорда пересфчев!я — рад1усу большей окружности; опредфавть. 
площадь, общую обонмъ кругамъ? 

89. Катетъ равпобедр  прамоуг. треуг. —1; изъ вершииь пря- 
маго и одного изъ острыхъ угловъ этого треуг. описаны окружноста— 
первая рад!усомъ — катету, вторая рад1усомъ — гнпотенуз$; опред$- 
анть 1) площадь, огразнченвую внфшними частями обфихъ окружно- 
стей; 2) площадь, лежащую между внутреннимн частлмн обфихъ окруж- 
ностей, и 3) изощаль той части втораго круга, которая лежнтъ вяЪ 

перваго? 
90. Пзощадь круга, котораго рад. —1, раздфлена ва 9) равныхъ. 

частей концентрическими окружвостями; опредфлить рамусы этихъ 
окружностей? 

342. Доказать теорены: 
1. Въ двухъ неравныхъ окружностлхъ дливы хугъ относатся какъ 

произведен1я вхъ радусовъ на центральные углы; а центральные углы 
прямо пропорц!ональвы дугамъ и обратно пропорщ1ональны рад!усамъ. 

2. Подобвые (г. е. содержащие одно число гралусовъ) секторы и 
сегменты двухъ круговъ относятся какъ квадраты рэдусовъ. 

3. Если въ кругБ провести хорду и въ вовечную точку ея про- 
вести рад!усъ, а на рад!ус$ описать кругъ, иринавъ эготъ радлусъ за д1а- 

метръ, то площади сегментовъ, отрфзанныхь хордой оть обоихь Еру- 
говъ, относятся какъ 4: 1. 

4. Есди давметръ круга раздфаить ва нфсколько равнвыхъ частей 
и ва каждой части описать но кругу, то сумма ихъ окружвостей равва 

окружности взятаго круга. 
5. Если на радусахь квадранта (четверти круга) описать внутри 

квадранта полувругн, то общая часть ихъ — той части квадравта, 
которая лежитъ внф обоихъ позукруговъ. 

6. Если на хордф квааравта описать полукругъ такь, чтобы нолу- 
окружность его была внф квадранта, то площ. образовавшеГся зунооб- 

разной фнгуры будетъ — площади треуг., обризованваго хордой квад- 

ранта и его рамусами. 
7. Если двЪф хорды круга пересфкаются подъ уг. 90°, то сумма 

пзощадей круговъ, д!аметрами которыхъ служатъ отрфзки хордъ, равна 

изощ. данваго круга. 
$. Есзи къ двумъ равнымъ, касающимея извнф, кругамъ гро- 

вести общую касательную и на ней описать позукругъ такъ, чтобы 
его полуокружность была внф данныхъ круговъ, то площадь, заклю- 
ченная между тремя окружностями, будетъ=илощ. квадрата, вписан- 
наго въ одивъ изъ данныхъ круговъ. 

9. Если д1выетръ полукруга раздфлить на двф пронзвольныя части 
и на каждой ввутри давннаго полукруга описать по полукругу, то 
илощаль, заключенная между тремя полуокружностями, будетъ равна 
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илом. круга, изметръ котораго—пернендикуляру, возставленному изъ 

точки дфлен!я. 
$0. Есзя волуовружность. раздёлить на 3 равных части и Точки 

дфлен соединить съ однимъ изъ коицовъ маметра, то площадь, 
ограниченная соединительными линзами и дугой, между ними заклю- 
ченной, —1/, ихощ. полукруга. 

11. Если юмаметръ круга раздВлить въ врайнемъь и среднемъ от- 

чошен!и и на каждой части описать по разныя стороны даметра 

молуекружнести, то кривая лин:я, составлениая этими полуокружно- 
<тамв, раздфлить кругъ въ крайнемъ и среднемъ отношении. 

Чер. 403. 12. Есаи маметръь круга (чер. 403) 
раздёлить на 7% равныхъ частей, и начи- 
вая отъ одного коица его описать посл$- 

1 
довательно полуокружности на— , на —.... 

п з 
частяхъ по одну сторону аметра, & по 
другую его сторону сдёлать тоже самое 
отъ другаго конца, то образовавшяся кри- 
выя раздфлять кругь на 7 равновеликихъ 
частей . 

343. Задачи на построен. 
1. Петроить окружность, которая была 

бы въ п разъ больше или меньше данной окружности, которой ра- 
дуеъ =? 

2. Построить охружность, равную сумиВ или разности двухъ дан- 
выхь окружностей рад. г и 9? 

3. Построить кругь, котораго площадь была бы въ я разъ больше 
или меньше площ. даниаго круга рад. г? 

4. Построить кругъ, котораго пхощ.—умм% изощ. ивсколькихъ дан- 

ныхь круговъ? равна разности двухъ данныхъ круговъ? 
5. Раздфлить кругь радтуса г на И равновеликихъ частей концен- 

трическими окружностями? 



часть и 

СТЕРЕОМЕТРТЯ., 

Р4ЧАВА 1. 

© прамохъ лив!яхь и влоскостяхъ въ пространств®. 

314. Взаниное положеше прямыхъ лин!Й и плоскостей. 
Нлоскостью наз. поверхность, по которой можно представить себь 
прамыя диня во всякомъ направлени: иначе говоря — плоскость 
есть такая поверхность, что всякая прямая лия, имфющая съ ыей 
двф общя точки, совпадаетъ съ ней и всфми прочими своими точ- 
ками (нлн вся лежить въ этой плоскости). Илоскость есть поверх- 
ноеть неограниченная. 

345. Прямая лншя можеть относительно плоскости нифтъ три 
ноложеня: 

1. Прямая можеть имъть съ плоскостью двь обийя точки; 
тогда, какъ мы видЪфли, она совпадаеть съ плоскостью и всфми 
остальными своими точками. 

2. Прямая можеть имъть съ плоскостью только одну общую 

точму; тогда прямая пересЪкаетъ плоскость. Точка пересфчения пря- 
мой съ плоскостью наз. основащемь прямой. 

3. Прямая можеть не имЪть общихъ точекъ съ плоскостью, и 
какь бы далеко ни продолжали прямую лин!ю и плоскость, онф не 
нересЪъкутся между собою; тогда прямая лишя и плоскость парах- 

Чельны между собою. 

346. Если 06% плоскости имъють обшую точку, то онъ 
илльють и обшую прямую линю, проходяшую черезъ эту точку. 

Пусть точка А (чер. 404) лежитъ ва паоскостяхъ Ри 4); докажемъ, 
что эти ллоскости имфютъ еще общую прямую АТ. Проведемъ въ шо- 
скости © черезъ точку А дв прамыя АГ, я МАМ.,. Есаи одва изъ 
этихъ прямыхъ будетъ имфть съ плоскостью Р еще общую точку кро- 

№+ А, то эта прямая будетъ лежать въ одно ин тоже время и въ 
цзоскости Ри въ илоскости ©; с1%д. плосвостн Ри © будуть амфть 
общую прамую-—и теорема хоказана. 

Еели же ни одна изъ этыхъ прашыхь не булетъь имфть другихъ об- 
щель точекъ еъ паоекостью Р кромБ только тозки А, 10 06% эти 

18 
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прамыя будуть пересъкать плоскость Р, и одна часть каждой прамой 

Чер. 4014. 
будетъ находиться надъ плоск. 
Р, а другая подъ ней. Возь- 
мемъ на прямой Г. АГ, какув 
нибудь точку Е надъ плос. 
Р, а на прямой МАМ, точку Р 
подъ плос. Ри соелинимъ эти 
точкы прямой лишей ЕР. Эта 
прямая будетъ дежать въ 
плоскости (), ибо имфетъ съ 
ней двЪ обния точки. Кром 
того, прямая ЕР, проходя изъ 
части пространства надъ пзо- 
скостью Р въ часть простран- 
ства подъ этой илос., пере- 
сфчетъ плос. Р въ какой ля- 
бо точк® Г. Эга точка Г 6у- 
деть находиться на плос. Ри 
на п10с. О. Такныъ образомъ 

плоскости Ря © имЪють дв» обийя точки А и Г, а с2%д. ныБютъ 
и общую трямию АГ. 

Чер. 405. 

347. Деъ плоскости, имъюшия общую прямую линлю и общую 
точку внъ этой прямой, совпадають на всемь своемь протяже- 

ми. Пусть (чер. 405) плоскости Ри © имфють общую прямую 
АВ и общую точку С. Проведемъ черезъ точку С и черезъь двЪ 
произвольныя точки Еи ГР лини АВ прямыя СЕи СЕ; эти пря- 
мыя будуть общими для плоскостей Ри 0, пбо каждая изъ пря- 
мыхъ съ каждой изъ плоскостей имфетъ двф общия точки— Си Е, 
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Си Р. Возьмемъ теперь на плоскости Р произвольную точку Ми до- 
кажемъ, что эта точка лежитъ также и въ плоскости ©. Для этого 
по плос. Р проведемъ черезъ М прямую ХУ. Эта прямая должна 
пересфчь по крайней мЪрф дв изъ прямыхь АВ, СЕ ин СЕ; 
пусть Г, и. К будуть точки пересъчешя ХУ съ АВ и СЕ. Точки 
Ти К находятся на прямыхъь АВ и СЕ, лежащихъ въ плос. 0; 
«ЛД. эти точки находятся въ плос. ©; а потому и прямая ХУ, 
проходящая черезъ нихъ, также лежить въ плос. ©; сяЪД. и точка 
М прямой ХУ лежитъ въ плос. ©. Такимъ же образомъ можно 
показать, что всякая точка, произвольно взятая на плоскости ©, 
лежитъ и въ плос. Р;т. е. всЪ точки обфихъ плоскостей суть точки 

общя и сл8д. плоскости Ри О совпадаютъ на всемъ своемъ про- 

тяжени. 

Изъ доказанной теоремы слЪдуетъ, что двЪ не совпадаюния плос- 
кости могуть имфть общую прямую лин!ю; иначе говоря— 06 =4ос- 
хости моиуть пересъкаться по прямой лини; или же двф плос- 

кости могутъ совсфиъ не имЪть общихь точекъ; въ такомъ случа® 
®н$ параллельны между собою. 

348. Можно провести плоскость, и притомь только одну, 1) 
черезь прямую линю и точку внъ ея; 2) черезь три точки, нв 

зежалщя на одной прямой; 3) черезь двзь переськаюиияся прямыя; 
4) черезь двъь параллельныя прямыя. 

1. Пусть АВ (чер. 406) данная прямая, Чер. 406. 
а С—данная точка. Вообразимъ черезъ пря- 
мую АВ произвольную плоскость Р, и я 
пусть эта плоскость вращается около АВ 
по направленю, указанному стр$лкою; 
тогда, очевидно, плоскость приметъ такое 
положеше ©, при которомъ она пройдетъ 
черезъ точку С. Итакъ черезъь прямую 
АВ и точку С можно провести плоскость. 

Другой плоскости черезъ АВ и точку 
С провестн нельзя: дЪйствительно, если 

фы мы допустили, что кромБ © можно пре- 
вести еще плоскость, то пришли бы къ заключеню, что двЪ п4ос- 
кости. пиБющёя общую прямую АВ п общую точку С внЪ этой 
прямой, пе совпадають; а это заключеше противор$чить предъиду- 
щей теорем$. 

2. Второе услойе приводится къ первому, если черезь двЪ изъ 

ланныхъ трехь точекъ вообразниъ прямую линю. 
3 и 4. Остальныя два усломя такъ же можно свести къ первому. 

349. Взаимное положеше двухъ прямыхъ лин въ пространствЪ 
можеть быть троякое: 

13* 



— 216 — 

1. Двъ прямыя мозуть зак‘ ючаться въ одной плоскости и те- 
ресъкаться между собоз. 

2. Деъ прямыя мошть лежать вь одной плоскости и быть 
параллельны между собою. Легко показать, что и въ пространствЪ 

можно черезъ данную точку М (чер. 407) про- 
вести параллель къ данной прямой АВ, и цри- 
томъ только одну. Дъйствительно, черезъ Ми 
АВ (чер. 407) можно провести плоскость Р; а 
въ этой плоскости можно провести черезъ М 
прямую ДЕ || АВ. Другой параллели кь АВ 
изъ точки 1 провести нельзя, ибо по предъ- 
идущему всякая лишя, параллельная АВ и 
проходящая черезъ М, должна заключаться в» 
плоскости Р:; а въ одной плоскости, какь из- 
вЪетно изъ Планиметрш, можно черезъ данную. 

точку провесты только одну параллель къ данной прямой лини. 
3. Наконець 06% прямыя въ пространствтъ моцуть не закаю- 

чаться въ одной плоскости; тоща онъ и не параллельны и не 
переськаются. | 

ДЪйстнительно, вообразимъ себ въ пространств двф прямыя 
зн! АВи СШ. Проведемъ черезь прямую АВ и черезъ точку 
Л прямой СШ плоскость Р. Если эта плоскость заключаеть въ 
себф прямую СШ, то прамыя АВ:и СЛ булуть изи параллельны 
нди пересВкутся. Но можетъ случиться также, что плоскость 
Р пересфчеть прямую СШ въ точкф ШО; тогда прямыя АВи Ср 
ве могутъ заключаться въ одной плоскоети, ибо такая плоскость, 
имфя съ плос. Р общую прамую АВ и общую точку 0), должна 
совпадать съ Р;аР, какъ мы положили, только пересБкаеть ирамую. 
СО. Прамыя АВ и СО, не ваходясь въ одной илоскости, ве »о- 
гутъ ни пересфкаться, ня быть нараллельными, ибо въ обоихъ этихь 

случаяхЪ он$ должны заключаться въ одной паоскости. 

350. Прямыя. перпендикулярныя ни наклоняыя къ п.1ос- 
КОЕТИ. Гсли прямая линия перпендикулярна кь двумь прямымъ. 
проведеннымь по плоскости черезь ея основанге, зпо она перпенди- 

хулярна и ко всякой третьей прямой, проведенной в» тойже 1ло- 

скости черезь ся основание. Пусть (чер. 408) АО ' ОВнАО! ОС: 
зокажемь, что АО Ти кь какой нибудь третьей прямой ОД. проге- 
ренцой по плоскости Р черезь основан О периендикуляра АО. Дли 
этого мадо доказать. что уголь АОД прямой. т. е. что онъ равенъ 
своему смеялюму углу. Поэтому мы продолжщяъ прямую АО за точку 
О и сравнимъ углы АООнА, ОД. длл чего заключимъ вхь въ тре- 
утольники, притомъ въ таке, чтобы у этихъ треутольпиковт. былк 
по дв, равныя стороны п чтобы между этими сторонами заключались 
углы АОР и 4А,ОД. Съ этой пфлью отложимъ ОА, = ОА п со- 
единиуь точки Аи 4, съ какой нибуль точкой Д лини ОД: тогда 

Чер. 407. 
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зъ треуг. АОРи А,ОР сторона ОД общая. а А0О=А, О, и 
чтобы доказать. зто уголъ Чер. 408. 
Ао) —= А, ОД, надо хока- И 

зать. что сторона АД=А,Р. Г 
Поэтому заключаемь АД и М 
АЛ въ друге треугольнаки. |\ х 
«осдинивъ точки А и 4, съ 
какой нибудь точкой В пря- а № 
мой ОВ. Въ получениныхъ е Аи 
треуг. АДВи А, ОВ сторона ^^ бока 
РХВоб!ал. АВ=А, В, какъ 

наклонныя, проведенныя въ 
одинакихъ разстолияхъь АО 
л 4,0 оть периендикулира 
ОВ кь лини АА,. Чтобы 
узнать. равны ли треугольни- 
ии АДВ и АВ, надо 
узнать. равны ли углы А ВД 
и А, ВО; заключимъ эти углы 
въ новые треугольники, для 
чего продолжимь ВДи ОС 
до перееАченя въ точк Сл 
соедлнамь С сь Аи А,. 
Въ треуг-хъ АВСи А, ВС сторона ВС общая. АВ=АВ, 
какъ указано выше; АС — А, С но такой же причинъ; слд. трьуг. 
АВС= А, ВС, потому и уг. АВО = ут. А, ВО. треуг. АВО = 
—А,ВР, сторона АР=А,О, треуг. АОД=А, ОЛ и уг. АОО= 
уг. 4. ОШ. Итакъ уг. АОР прямой п АО ОД. 

Изь доказаннаго елЬдуеть, что прямая АО + ко всфмъ ирамымъ, 

проведеннымъ по плоскости Р черезъ ея основаше 0; такая прямая 
наз. пернендикулярною къ плоскости Р; поэтому предъидущую тео- 
рему можно выразлть такъ: еслё прямая иишя перпендикулярна 

к. дв/мь прямымь, проведеннымь по плоскости черезь ея основане, 

то она перпендикулярна и кь самой плоскости. Прямал линия, 
неудовлетворяющая этижь усломямь м ие параллельная плоскости, 
наз. наклонной кь плоскости. 

351. Через» данную точку можно провести плоскость, пер- 

пендикулярную къ данной прямой лици, и иритомь только одну. 

1. Пусть данная точка А (чер. 409) находитея на данной прамой 
ХУ. Вообразииъ двЪ плоскости. проходяния черезь прямую ХУ, н 
возставимъ въ каждой изъ нихъ къ прямой ХУ изъ точка А по 
пернендикулару АВ п АС. Плоскость Р. проходащая черезь АВ 
я АС. будеть по предъид. теоремё г ХУ. Другой плоскости, пер- 
пеидикулярной къ ХУ, черезь точку А провести нельзя. Дъйстви- 
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тельно, если мы положииъ, что. напр. и плос. 91 ХУ въ точкв 
А, то всякая плоскость В, проходящая черезъ ХУ, будеть пересЪкать. 

плоскости Ри © по лишямъ 
г АВ и АВ,, верпендикуляр- 

нымъ кь ХУ въ точкф А, и 
в такимъ образомъ окажется, что» 

ый изъ точки А къ прямой ХУ 
х : ВЪ ОДНОЙ н ТОЙ же плос. В в0з- 

ставлено два перпендикуляра- 
2. Пусть данная точка 4. 

у чер. 410) лежилъ внЪ прямой: 
<. ХУ. Вообразимъ черезъ Аи 

ХУ плоскость О п проведем» 

въ ней прямую АВ | ХУ. 3За- 
тЪмъ проведемъ черезъ прямую. 
ХУ еще плос. В и возста- 
вимъ ВЪ ЭТОЙ плоскости изъ 
точки В перпендикулярь ВС 
къ лини ХУ. Плоскость Р, 
проходящая черезъ АВи ВС, 

будеть | ХУ и будеть прохо- 
дить черезъ точку А. Что че- 

а резъ точку А нельзя прове- 
сти другой плоскости! ХУ — 
въ этомъ можно подобно предъ- 

идущему убфдиться споеобомъ приведения къ нелЪпости. 

Чер. 410. 352. Изь точки, данной 
на плоскости, можно кыь 

этой тлоскости возста- 

вить пермендикулярь, и 
притемь только одимъ. 

Пусть (чер. 411) на плоско- 
сти Р дана точка А. Про- 
ведемъ черезъ А по плоско- 

сти Р произвольную прямую 
АВ и проведемъ плоскость. 
ОТГАВ въточк8 А. Пусть 
сфчеше этой плоскости съ 
Р будеть прямая ГЕ. Про- 
ведемъ въ плоскости О яи- 

ню АС | [Е; тогда АС 
будетъь перпендикулярна и 
къ п40с. Р. ДЬйствительно, 

АС | АВ, ибо АВ 1 къпаос. ©, въ которой лежить АС; сверхъ 

У 
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того АС мы провели перпендикулярно къ лини ГЕ; поэтому АС, 
перпендикулярная къ двумъ линямъ 
1ЕР и АВ, лежащимъ въ плоско- Чер. 411. 
сти Р, будеть перпендикулярна и къ 
самой плс. Р. 

Если допустимъ, что кром$ АС 
можно къ плоскости Р возставить 
еще перпендикуляръь АД, то при- 
демъ къ нелфпому заключеню, что 
п10с. ©, проходящая через» АС и 
АЛ, пересЪкаеть илос. Р по аини 
ТЕ, къ которой въ одной и той 
же плоскости © проведены изъ точ- 
ки А два перпендикулара АСи АЛ. 

353. Прямая лишя, парал- 
дельная перпендикуляру къ плос- 
кости, сама перпендикулярна къ этой плоскости. Пусть (чер. 
412) АО 1 плос. Ри ВС|| 40; докажемь, что ВСТР. Про- 
ведемь черезъ АОин ВС плос- Чер. 412 
кость ©; она пересфчеть Р по пря- 
мой лини ОС, которая, пересЪкая 
АО, пересЪчетъ также и ВС, па- 
раллельную 40; слЪ5д. ВС перес®- 
четъ плоскость Р. Такъ вакъ АО |. 
пя. Р, то 40! ОС;а ВС|| 40, 
154. и ВС! ОС. Для доказа- 
тельства того, что ВСТР, надо 
Доказать, что ВС | еще къ какой 
нибудь лини, проходящей по плос. 
Р черезъ точку С. Для этого проведемъ по плос. Р черезъ точку 
С прямую ДЕ! С0; прямая ВС, какъ сейчасъ докажемъ, бу- 
деть | къ РЕ. Если мы докажемъ, что ОЕ ! плос. ©, то вмфетЬ 
съ ТБмъ докаженъ, чт0 ДЕ! ВС, ибо лимя ВС проходитъ по 
плоскости О черезъ основане С линш ДЕ. Такъ какъ лншя ДЕ 
проведена перпендикулярно къ лишш СО, лежащей въ плос. ©, то 

для доказательства того, что ДЕ | ©, надо доказать. что ДЕ! 
еще къ какой либо линш, проведенной въ плоскости ©, напр. къ 
дин АС, которую получимъ, соединивъ какую нибудь точку А 
прямой АО съ точкой С; иначе говоря, надо доказать, что угозъ 
АС)— уг. АСЕ. Заключаемъ этн углы въ треугольники, отло- 
живь СЕ—СЛ и соединивъ ЕиД съ А; въ треуг. АС и АСЕ 
сторона АС общая, СР = СЕ по отложено, п для доказательства 
равенства этихъ треуг. надо доказать, что АД — АЕ. Закдючимъ 

эти лин въ друге треугольники, соединивъ точки Ди Е съ 0; 
треуг. АОХ=АОВЕ. ибо АО общая, уг. АОр=АОЕ какь 

Вене = А 
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прямые (АО | плос. Р, слёд. АОГОД и АОГ ОЕ), Ор= 
ОЕ какъ наклонныя къ ДЕ, проведенныя въ равныхъ разетоя- 
шяхъ отъ ознованя С нерпендикуляра ОС. Слд. АР — АЕ, треуг. 
АСР=АСЕ и уг. АСО—уг. АСЕ,т.е. РЕ | СА. Итавкъ ФЕ 
1 СОи РЕ! СА; ель. ДЕ | плос. ©, а потому ФЕ! СВ. 
А прямая СВ, перпендикулярная къ СО н БЕ, будетъ перпенди- 
хулярна н къ плос. Р. 

354. Изь точки, лежащей внъ плоскости, можно на эту 

плоскость опустить перпендикулярь, и притомь только одинь. 

Чер. 413. Пусть А (чер. 413) есть точка, данная 
7 внЪ плос. Р. Возьмемъ на плос. Р про- 

в : пзвольную точку С и возставимъ изъ 
вел къ плос. Р перпендикулярь СВ; 
если изъ А проведемь АО|| ВС, то 

В по предъид. теорем АО | илос. Р. 
/ Допустивъ, что изъ А можно па плос. 
| | о: | Р опустить еще перпендикуляр АД и 

с то проведя черезъ АО и АП плоскость, 
Р у придемъ къ нелЪпому заключеню, что 

—- ——/ въ этой плоскости изъ точки А п? ли- 

ню ДО, представляющую сЪчеше проведенной плоскости съ плос- 
Р, опущено два периендикуляра. 

$355. Если изь точки, лежащей вньъ плоскости, опущень на 

Ялоскость зерпендикулярь и проведено нъсколько наклонныхь, то 

1) перпендикулярь короче всякой наклонной; 2) наклонныя, раз- 
ноудаленныя оть основаня перпендикуляра, равны между собою; 

3) изъ двутъ наклонныхь та больше, копорая дальше отстоцть 

отъ основащя п’рпендикуляра. Пусть (чер. 414) О! плос. Р; 

1] АО | ОВ, а АВ 

наклонна кь ОВ, сл д. 

Я \ Аб<АВ. 
В 2) Треуг. А0В—= 

ВЕ т —А0С, пбо АО об- 
щая, ОВ—=ОС по ус- 
ловию и углы при О пря- 
мые: слёд. АВ=АС. 

3) Огдоживьъ ОМ—= 
— ОВ, подучимъ двв 
наклонныхь АМи АР 
въ прямой ОД, и такъ 

кавъ АП дальше отстонть оть основаня перпендикулара АО 

въ О), то АД > АМ. Но АМ—=АВ, ся. А)>АВ. 
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Обратныя теоремы тоже справедливы. 
Слфдетие. Перпендику»ярь, опущенный мзь точки на плос- 

кость, есть кратчайшее разстояне отъ точки д0 влоскоеты, 

и разстовше между точкой и плоскостью измфряется перценди- 
куляромъ. 

356. Нараллельныя прямыя лия и плоскости. Д»» 
прямыя, перпендикулярныя къ одной и 
той же плоскости, параллельны меж- 

ду собою. Пусть (чер. 415) АВ 1! плос. Р а м с 
ин СШ ГР. Допустивъ, что АВ че НЕ 
| СШ, мы могля бы изъ В провести ‚: 
ВМ |! СЪ, и ВМ ($ 353) должна быть а 
| плос. Р; такимъ образомъ вмЪяи бы изъ -: 
точки В два перпендикуляра ВА и ВМ О, 
къ плос. Р. "ме - 

Саъдетве. Дэ прямыя, параллельныя \ ь я 

третьей, параллельны между собою, ибо ——— 

плоскость, пернендикулярная къ третьей линш, будеть + и въ 
двумъ первымъ. 

357. Прямая линёя и плоскость пар аллельны, если онтъ пер- 

Чер. 415. 

пендикулярны кз 09- Чер. 415. 
#0й и той же прл- 

мой. Если (чер. 416) 
АС! АВ и плоскость 
РТАВ, то допустивъ, 
что АС пересЪкаетъ 
плос. Р въ точкЬ О, 
мы получимъ, что на 
лянНю АВ изь точки 
О опущены два перпевдикуляра ОСА и ОВ (ОСА | АВ по ус- 
ловю; ОВ[ АВ, ибо ОВ лежитъ въ плос. Ра Р! АВ). 

358. Есиь лимя АВ (чер. 1Т) параллельна плоскости Р, 
то всякая плоскость ©, проходящая Чер. 417. 

черезь АВ, пересъкаеть плоскость Рпо 

прямой СО, параллельной АВ. ДЪИ- а: 
ствительно, А4АВи СР лежать въ од- / 
ной плос. ©; притомь АВ не можетъ \ 
пересфчь СР (пбо въ такомъ случаЪ НН 
АВ должна бы пересфчь и плос. Р, |. | 
между т6мь АВ || Р); сяёд. СР] АВ. С 

359. Если лимя АВ (чер. 417) К МАЕ: 
ппразлельна прямой С), прозеденной 
#0 плос. Р, то она параллельна и самой влоскосты Р. Такъ какъ 
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АВ|| СО, то АВи СР жать въ одной плос. ©; поэтому ес- 
ан АВ можеть пересфчь влос. Р‚то ве выходя изъ плос. ©, и 

сяФк. точка перес®ченя лини АВ съ плос. Р должна находиться 

ва пересфчеши плоскостей Ри О,т. е. на ливш СД; иначе гово- 
ря— еслибы АВ пересфкла плос. Р, то она пересфкла бы и пря- 
иую СЛ; между твыъ по условю АВ|| СО. 

360. Если прямая линия параллельна двумь переськающим- 

ся млоскостямь, то она параллельна лини ить съчемя. ДЪИстви- 
тельно, если черезъ данную лин и черезъ какую вибудь точку 
сфчения плоскостей проведемъ плоскость, то сЪфченя ея съ дан- 
ными плоскостями будуть параллельны данной прямой и потому 
кояжны слиться съ сфчешемъ данныхъ плоскостей, такъ какъ 
зерезъ данную точку можно провести только одну параллель къ 
данной прямой. 

361. Де» плоскости, перпендикулярныя къ одной и той же 
прямой, параллельны между собою. Если предположимъ, что та- 

ия дв плоскости встрфчаютея, то должвы будемъ допустить, что 

черезъ точку, взятую на лини ихъ сЪчения, можно провести къ дан- 
ной прямой дьф перпендвкулярныя плоскости. 

362. Сьченя двухь параллельныхь плоскостей Ры © (че. 

Чер. 418. 418) третьей плоскостью Е таралаель- 
ны между собою. Лини АВ и СШ на- 
ходятся въ одной плоскости В; притоиъ 
эти линш не могутъ пересфчься, ибо для 
этого должны пересФкаться и плоскости 
Ри 0; между тЪмъ эти плоскости парал- 

чельны. 

СлЪдетвя. 1. Если какая либо прямая 
лиця КГ, (чер. 418) пересъкаеть одну изъ 
двуль параллельныть плоскостей Р, то она 
пересьчеть в друую плос. ©. Для дока- 
зательства вообразимъ плоскость Ё черезъ 
прамую КГ, ичерезъ какую нибуль точку [) 
плоскости (©. Плоскость А, имфя обиия 
точки съ каждой изъ плоскостей Ри (©, пере- 

сфчетъ ихъ по ливамъ АВ и СО, парал- 
лельвымъ между собою. Но КГ, по услов!ю 

пересфкаеть 1нвю АВ); поэтому оца пересфчеть и С), какъ па- 
разлельную АВ; а с1д. КГ, пересфчеть и плоскость (©), въ кото- 
рой лежить СЛ. 

2. Если кажая нибудь плоскость В (чер. 418) переськаеть 0д- 
му мзъ пораллельныхь плоскостей Р, то она пересъчеть % друую 
740с. ©. Проведемъ въ плос. ЕВ прамую КГ, такъ, чтобы КГ ве 
была вараллельна лини АВ, по которой пересфкаются плоскости В 

в Р. Прамая КГ, переефкая плоскость Р, пересфчетъ ва освовав:и 
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предъид. сафдетв1я и изос. ©; сяфх. и плоскоеть В, проходяща» 
черезъ КГ, также пересфчетъ плоскость ©. 

363. Если деъь плос. Ри О (чер. 419) паралаельны между 
<0бою, то всякая прямая АВ, перпендикулярмая къ одной мзь 
нить Р, будеть перпендикулярна и жъ Чер. 419. 
друюй плос. О. Въ самомъ ДЪлЬ, всякая 

прямая ВО, проведенная въ плоскости О 
черезъ точку В, будеть перпендикулярна 

о 

© 
къ АВ, ибо, проведя черезъ АВ ин ВО 
1106. В, мы найдемъ, что ВД || АС; а 
такъ какъ АС: АВ, тои ВОЕАВ. 

364. Черезь данную точки В (чер. 
419) можно къ данной плоскости Р иро- 
вести параллельную плоскость, и притомь 

только одну. Для этого нужно изъ точки 
В опустить на плос. Р пернендикулярь ВА и черезъ В провеств 
плос. О. ВА. Допустивъ, что кромф © можно черезъь В провести 
еще другую плоскость ||Р, мы на основаши предъид. теоремы 
придемъ къ недфпому заключению, что къ прямой АВ черезъ точ- 
ку В проведены дв перпендикулярныя плоскости. 

365. Ушы сь параллельными сторонами или равны между 

с0б0ю мли дополыяють друть друа до двухь прямыль; а плоско- 
Син этить узловь параллельны. Пусть (чер. 420) АВ || А, В, 
иАС || 4, С,; докажемъ1) что плос. ВАС || Чер 420 
п1ос. В, А, С, и2) что уг. ВАС=В, А, С,, 
полагая, что эти углы обращены отвер- г. 
спями въ одну сторову. вы 

1. Линя АВ || плос. В, А, С,, бо АВ || = в 
4,В,, которая лежить въ плос. В,4,С,; А: -С 
па томъ же основаши и лия АС || плос. 
В.А, С,. Поэтому если мы допустимъ, что 
0405. ВАС ве || плос. В, 4, С, и что сл%д. 
п:0`. ВАС пересъкаеть плос. В, А, С,, 
то это сфчеше должно быть параллельно 
ЕЪ ОДНО и тоже время двумъ лимямъ АВ ф 
и АС, которыя между собой переска- А, ° 
ются. Отсюда заключаемъ, что плос. ВАС || плос. В, А, С,. 

2. Соединимъ точки Аи А, прямой АА,; проведемъ черезъ 
точки Ви С, произвольно взятыя на сторонахъ угла ВАС, чинщ 
ВВ, || АА, и СС, || АА, до пересфчевия въ точкахъ В, и (', съ 
<торонами уг. В,.4,С,, и соединамъ точку В съ Си В, въ С, 
прямыми ВСи В,С,. Прямая ВС|| В, С, какъ сЪчения двухъ па- 
разлельныхъ плоскостей ВАС и В,А,С, третьей плоскостью 
ВБ, С,С, и фигуры Ал, В,В, АЛ, С,С и ВВ, С,С будуть парал- 
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челограммы; поэтому АС—А,(\, АВ-ЬА,В,, ВС=В,С,; слЪд. 
треуг. АВС—А, В, С,, а потому и уг. А=А.. 

На основаши доказавнаго легко доказать, что углы съ парал- 
дельными сторонами будутъ равны, если они обращены отверстиями 
въ прямо—противоположныя стороны, и будуть пополнять другъ 
друга до двухъ прямыхъ, если обращены отверстями въ разныя 
<тороны. 

366. Кажлая прямая АВ имфетъ два направлен!я—отъ А къ В 
и отъ В къ А. 

Угломъ двухъ прямыхъ, положен!е и направлене которыхъ въ иро- 
<транств% даво, ваз. уголъ, который образуется, если провести че- 

Чер. 421. резъ какую либо точку въ пространств8 

м кьБаждой изъ данныхъ лин! лин!ю параллель- 
НУЮ и ТОГО же напразлел!я. Напр. чтобъ 
образовать уг. межлу прямыми ММ№Ми РФ 
(чер. 421), надо изъ произвольной точки 

м А провести лрямую АВ|| ММ и того же 
ааа а направлен!я, какъ ММ, и прямую А('| 

и РО и того же направленя какъ РО уг. 
Ра т и будетъ угломъ между ММ№и РО. На 
Е основан!и предъид. теоремы можно сказать, 

что уголъ этотъ будетъ одинъ и тоть же, 
тд бы мы ни взяли точку А. Если уголъ межлу двумя прямыми в+ 
пространств будетъь прямой, то лин!! наз. взанино перпендикуляр- 
чыми. 

367. Если дв» параллельныя прямыя заключены между иря- 
мой и параллельной ей плоскостью или между двумя параллель- 

чыми плоскостями, то эти прямыя равны между собою. 1. Пусть 

(чер. 422) АВ || Ср и АС]] плов. Р; про- 

Чет. 422. ведемъ черезъ АВ и СЛ плоскость; она пе- 
ие ресфчетъ плос. Р по лини ВД || АС, сл. 

т фигура АВДШОС будетъ параллелограммъ, и 

{62 / АВ—=Ср. 

ри Аа 2. Если АВ|| СШ н плос. ©9|| илос. Р, 
то плоскость, проходящая черезъ АВи (ДО, 

| пересъчеть Ри О по лишяяъь АСи БО, 
а. паралдельныхь между собою; сл. АВОС 

Г) будетъ параллелограмыъ. 
Ре" 
и 

в СлЪдетве. Разстояния между прямой и 
параллельной сей плоскостью, а также меж- 

Эу дзимя параллельнями плоскостями, на всемъ иль протяже- 

ни одинаковы. 

368. Двъ ирямыя лин:и разськаются тремя параллельными 
. т 

илоскостями ма тропорцгональные отрьзкы. Пусть прямыя АВС 

и 4,В,С, (чер. 423) пересъчены тремя параллельными паоскостами 



Р,9,П. Проведешъ черезь А ди- 
ню ДЕ || 4,С,, а черезъ аини 
АСн АЕ проведемъ плоскость; 
тогда ВО || СЕ ($362); сафдоват. 

ав во 240 
А ОЕ АК’ 

Но по $ 367-му др = А.В, 
ОЕ=В,С,, АЕЕА, С,, слЪд. 

48 _ ВС 40 я АС р 
4,В, В,С, ^4,С,` 7 а Н.И 

СаъдствЕе. Двъ сходящеяся пря- | р 
мыя разськаются двумя парал- | \ 
Чбльмими плоскостями на про- / . | ` 
портональные отръзки. 

369. 0 ироеьщяхъ Проекщей | р 
точки 4 (чер. 424) на илос- 1 
костн Р ваз. основав!е а перлендикузяра Аа, опущевиаго изъ А ва 
лос. Р. Проекшей ливи АВ (чер. 424) на плос. Р наз. теомет- 
ричесвое иЪсто проекщй ея точекъ ва этой плоскости. 

Чер. 42}. Чер. 425. 

15] 

: В о #: „7 

: | д Е ке -2 

а о 
ЧЕ С 

В 
и с-- 4 

Проекция прямой АВ (чер. 425) на пе. Р будетъ также" пря- 
мал аб, потому что всЪ перпендикуляры 4а.... ВФ, и. ва 
\л0е. Р изъ развыхъ точекъ прямой АВ, параллельны между се обою, 
и сдфл. всф лежать въ одной плое. съ прямой АВ и съ периевди- 

кузаромь Аа; а потому всф основан:я ихъ лежать ы прямой аб, 

представляющей пересфчен:е этой плоскости съ плос. < | 

Если прямая | п10с. Р, нат. ЕЁ (чер. 425), то проекцля ‚ва 
Судеть одна тозка е. Когда прямая |! пзос. Р, напр СО (чер. 42:), 
то она паралдельва и своей проекщи СА. } 

370. Если зимиь АВи СШ (чер. 426) пареллельны между со- 
бою, то и проекции иль аб и с@ на одну и туже плос. Р также 
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параллельны между собою. Дъфйствительно, перпендикуляры Аа в Сс 

чараллельны, слфд. уг. аАВ — уг. сСО и плоскости ихъ паранхель- 

ны; поэтому 45 || с4 какъ сЪфчевзя этихъ двухъ параллельныхь п4о- 

‹костей третьей плоскостью Р. 

Чер. 426. Чер. 427. 

311. Прямаа СП (чер. 427), проведенная в% плоскости Р пер- 
‘пендикулярно хъ троекиы ВО наклонной къ этой плоскости АВ, 
будеть перпендикулярна и къ самой нак‹онной АВ. Въ самомъ дВаф, 
прямая СШ | ВО по условю; вмфстВ съ тфиъ СШ будетъ | Бъ 
перпендикуляру ВК, возставленному изъ точки В къ плос. Р; а 
потому СШ будеть | и къ илоскости, проходящей черезъ параллель- 
чыя лини ВК ни ОА; а въ эгой плоскости лежить и накловная АВ. 

Чер. 428. 373. Изь всъть узловь, образуемыхь 
наклонной ВА (чер. 428) къ плоскости Р 
съ лишвлми, проведенными по этой пло- 

й скости через основане наклонной А, на- 
| именьшимь будетъ острый улоль ВАФ, 
| образуемый наклонной съ ея проекшей. 

| Возьмемъ на плос. Р произвольную пря- 
/ | | мую А Си докаженъ, что уг. ВА (> ВАФ. 

{ | Даля этого отложимь АС—АЬ и соедн- 
| нимъ Всъ С. Тогда въ треугольникахъ 

НЙ ‚ ВАфи ВАСосторова АВ общая, 46— 
4 Ь / —АС; во ВЬ< ВС, ибо ВЬ есть пер- 
о / п:вдикуляръ; слфд. уг. ВАЬ < ВАС. 

в | / Острый уголъ, составляемый наклонной 
Р “с 9 ЕЪ плоскости съ ея проекщей на этой 

ле плоскости, наз. угломъ этой лини съ 

пзоскостью. 

313. Если даны двъ прямия лины АВя СШ (чер. 429), не 42- 
экаиия въ одной злоскостн, то Т) еседа можно найти прямую, 
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% притомь только одну, которая встрьтить объ данныя прямыя 

704% прямымь ушомь, и 2) этотъ обинё перпендижулярь представ- 
чяеть кратчийшее разстояще между данными прямыми. 

Проведемъ черезъ какую лабо точ- 
ку А прямой АВ аиню АЕ|| СО; 

ев плоскость Р, проходящая черезъ АВ 
и АЕ, будетъ || лини СД); поэтому, 
чтобъ найти проекцию лини СЛ ва 

плоскости Р, надо найти проекцию 
4 какой нибудь ея точки Ш) и за- 
тфмъ по плоскости Р провести пра- 
мую 4с || ОС. Пусть 4с перес%- 

Нкаетъ АВвъ точкф И; возставимъ 
изъ Ё перпендикуларъ РС’ къ плос. 
Р; ливня ЕС будетъ | къ АВ (ибо 
ЕС | плос Р) н къ СШ (ибо 
Ес |ар; вар | СО а лежать 
съ СД въ одной плоскости). Другой 

такой прямой дин!и, которая бы встрфчала 06$ прямыя А Ва СШ подъ 
прямыхъ угломъ, быть не можетъ, ибо для этого необходимо, чгобы 

она была | къ плос. Р, проходящей черезь лишю АВ и черезъ 
линю АЕ, параллельную СГ; кром того эта прямая должна про- 
ходить черезъ одну изъ точекъ лини с4—проекщи СД. Этотъ обиий 
пернендикуляръ СЁ меньше всякой хругой прямой ОМ, соединяю- 
шей одну изъ точекъ АВ съ одной изъ точекъ СДО; дЪйствительно, 
СР-= Па, а Ра < ПМ, вбо Па ! плоск. Р, а ОМ ваклонна къ 
Этой плоскости 

Чер. 429. 

ГЯАВА И. 

Углы, образуемые плоскостями. 

371. Двуграпные углы. ДвБ плоскостя Ри © (чер. 430), 
Чер. 430. сходящяся въ прямой лини АВ, образу- 

юТЪ дзуранный уюль. Плоскости эти наз. 
сторонами угла, а лия ихъ пересфчетя 
АВ наз. ребромь угла. Двугр. уголъ 06оз- 
начается четырьмя буквами, изъ которыхъ 
двЪ ставятся на сторонахъ, а дв$ на ребрЪ, 
и буквы, стояш1я на ребрё, произносятся 
между другими двумя буквами; такъ угожъ, 
представленный на чер 430, надо прочесть 
РАВО. Иногда также обозначають двугр. 
угожъ только двумя буквами, поставленными 

на ребрь его; напр. уг. АВ (чер. 430). 
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Чтобы узнать, равны ли два двугравныхь угла РАВО и раб 
(чер. 431) или нфтъ, вяложимъ уг. РАВО въ уг. раба, такъ что- 
бы ребро АВ совмфетилось съ аб и плоскость Р совпала съ р; 
если при этомъ плоскость © также совпадеть съ 4, то углы бу- 

Чер. 431. Чер. 432. 

и 
АС —Р 

Ак 
д 

ре Вы 
| ‹ 

р { ( 
у ` | о 

ы р м 
ь в 12 

куть равны. Если же (чер. 432) © пойдетъ ввутри уг. раба, то 
уг. РАВО<рафва. 

Вообразимъ, что сторона р (чер. 433) двугр. угла раба вра- 
щаетея около прямой аб, принимая послфдовательно положеня 
р.,Р......, Тогда двугранный уг. будетъ постепенно возрастать. 

Легко видфть, что двугр. углы можно складывать. вычитать и 
про,. Такъ уг. рзаба (чер. 433) =р.абр.+р.абр--раба; уголъ. 
р.вфр есть разность угловъ р,а64 и раб4. 

Чер. 433. Чер. 454. 

Два двугр. угла раЪЧ и раба, (чер. 434), имъюще одну сто- 
рону р общую, ин у которыхъ двЪ друпя сторовы 4 и 4, состав- 
даютъ одну плоскость, наз. смежными. Если смежные двугр. уг- 
лы равны между собою, то каждый пзъ нихъ наз. прямымь; сто- 
ропы прямаго двугр. угла наз. взапмно перпендихулярными. 

375. Возьмемъ на ребрЪ лвугр. угла (чер. 435) какую нибудь 
точку М и проведемъ по плоскости Р прамую МС! АВ, апо 
плоскости ©9 прямую МО| АВ; тогда полузимъ уг. т. Если та- 
кое же построеве сдфлать въ какихъ нибудь другихъ точкахъ лини 
АБ. напр. въ точкЪ №, то полузимъ углы. раввые т. ибо вс® этя 
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углы будуть иифть стороны параллельныя и отверстями будуть 
обращены въ одну сторону (МС|| №Е, ибо Чер. 435. 
06$ онф, находясь въ одной плоскости Р, нер- 
пендикулярны къ АВ; также и МД || МН); 
каждый изъ такихъ угловъ наз. линейнымь 

Умомь даннаго двугр. угла. Такъ какъ плю- 
скость, проходящая черезъь линш СМи МО, 
будеть перпендикулярна къ АВ, то сльд. 
линейный уг. двуграннаго угла можно полу- 
чить также, если въ какой нибудь точкЪ ре- 
бра провести плоскость, перпендикулярную 
къ ребру. 

376. Если два двур. узла равны между собою, то и лимей- 
ные лы ихь равны. Пусть (чер. Чер. 436. 
436) уг. РАВО= рад; докажемъ, Е 
чт0 2—г. Вообразямъ, что уг. РАВО А \ и 

| — ) | вложенъ въ раб такъ, что точка 

О совпала съ о, ребро ОВ пошао 
10 06 н плоскость Р совпала съ р; О | т 
тогда по равенству двугр. угловъ и ыы | | 
плоскость © совпадетъ съ 9; вмЪс- „- Вы 
ть съ тьмъ лишя ОМ пойдеть по В ^^) —ч 
оп по равенству прямыхъ угл. ВОМ о 
п 90п; такъжен 02 пойдетъь о от; слБд. уг. 2 совуфетитея съ 2. 

377. Обратно—если вз двужь дву. узлать аннейные улы рав- 
ны, 70 равны и дзузранные. Вложныъ опять двугр. уг. РАВО 
(чер. 436) въ уг. раба такъ же, какъ и въ иред. теоремб, т. е. 
чтобъ точка О совпала съ о, ребро ОВ пошло по оф и плоскость 
Р совпала еъ р; тогда плоскость линейнаго угла х совпадетъь съ 
плоскостью уг.=г (пначе къ ребру АВ въ одной точкф О можно 
было бы провести дв перпендикулярныя плоскости); по равен- 
‘тву прямыхъ уг. ВОМ иЪБот лишя ОМ пойдетъ по от; а велЪд- 
сгые равенства лннейныхъ угл. хи 2 лия ОМ нойдеть по оп; 
такимь образомь дзЪ прямыя АВ ц ОМ, находящияел на плос- 

гостн ©, совпадутъ сь линями плоскостя 49; а потому и плоскость 
 совпадеть съ 4. Итакъ стороны двугр. угла РАВО совиадутъ 
©ъ сторонами уг. ра64; слЪд. эти углы равны. 

378. Пзъ двухъ предъидущихъ теоремъ слЬдуеть: 
1) Если двузранный ув. будеть прямой, то и линейный ею 

Уюль также прямой— и обратно 
2) если линейный улоль двузраннаю есть прямой, то и 908у- 

зранный у. прямой. 

ДЪйствительно, если (чер. 437} двугр. уг. РАВО будетъ пря- 
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мой, то онъ равенъ своему смежному РАВО,, а потому и линейный 

его уг. МОМ=—евоему смежному МОМ,; слЪд. эти углы прямые. 
Наобороть, если уг. МОМ прямой, то онъ = МОМ, поэто- 

Чер. 437. му и двугр. уг. РАВО= своему 
смежному РАВ О, ; слЪд. эти двугр. 
углы прямые. | 

3. Такъ какъ всф прямые ли- 
нейные углы равны между собою, 
ТО и 66% прямые дзур. узлы рав- 

ны между собою; иначе говоря— 

прямой дву. узюль есть величи- 

на постоянная, и потому его при- 
нимаютъ за единицу для изм5реня 
двугр. угловъ. 

Двугранный уголъ, меньший 
прямаго, наз. острымь; а больший прямаго—тупымь. 

379. Деуранные улы пропоршональны своимь линейнымь 

умамь. 1. Положимъ (чер. 438), что АВС и афс суть линейные 
углы, соотвфтетвующе двуграннымь АВШОЕ и абае; пусть эти 

линейные углы соизифримы, и 
общая мЪра ихъ въ угль АВС 

а укладывается эп разъ, а въ угл® 
афс—п разъ; тогда отношене 
АВС _ т 
а Проведя плоскос- 

ти черезъ ребра ВЛ и Фа 0бо- 
ихъ двугр. уг. и черезъ лини, 
которыя получатся при отло- 
жеши по линейнымъ угламъ 
АВС и а$с ихъ общей иЪры, 
мы раздьлимъ двугр. углы — 

одинъ на 2, другой на ® рав- 
: т 

выхъ угловъ, ислЪд. отношене двугр. угловъ также Е от. е. 

равно отношеню линейныхъ. а ео 
АВС 

2. Дяя доказательства того, что (чер. 439) я а. 

случаЪ несоизмЪримости яинейныхъ угловъ АВС и афс, употребимъ 
АВОЕ_ АВС. 
— аБ4е ^ абс › 

тогда, чтобъ уравнять эти отношен1я, надо второе отношеше увелт- 
чить; для этого уменьшимъ его послфдующи членъ и положимъ, 

АВШОЕ АВС 
т =. ГдЪ ах есть уг., меньший уг. ас и лежащий 

ВЪ 

снособъ приведешя къ нелЪпости. Положимъ, что 
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въ одной съ нимъ пзоскости. Раздфяимъ уг. 4 ВС пополамъ, подо- 
вину его опять пополамъ и т. д. до тхъ поръ, пока ве получимъ 
уголъ, меньший х6с, и будемъ одну такую часть откладывать въ пао- 
<кости угла абс, начинал оть лини аб; тогда одна изъ лин! дЪле- 
ния непремЪнно упадетъь между 26 Чер. 439. 
н с6-— пусть эта лннйя будеть 52; А 
уг. АВС будеть тогда соизмфримъ 
съ уг. 62, и слЪД. если прове- зв = 
демъ плоскость черезъ 64 и 62, с 
то на основан доказаннаго въ 
первомъ случаф будемъ имфть 
АВОЕ _ АВС 

. Сравнивая эту 
аа а 
пропорщю съ допущенной нами р = 

пропорщей АВРВ АВЕ Вн- Е 
абае “аб ' 

димъ, что у нихъ предъидуще члены Е и послёдующ!е долж- 

ны быть пропорщюнальны, т. е. аа о . Но провфряя эту про- 

порщю по чертежу, видимъ, что она невфрна, ибо въ первомъ отио- 
шени аЪа/ < аб4е; во второмъ же отношеши предъид. членъ аз 

вс 
> послфдующаго абх. Итакъ ЭНА не можетъ быть больше р 

афае 

АВЕ 
Точно такъ же можно доказать, что —ъае`@ можеть быть меньше 

С ; для этого надо только взять вмЪсто абс большй уголъ и 

повторить предъидущия разсужденя. Итакъ отношене двугр. угловъ 
равно отношеню линейныхъ и въ случаф несоизм$римости этихъ 
послЪднихъ. 

Докажемъ туже теорему въ случа 
яесоизм$римости линейныхъ угловъ 

по способу предфловъ. Дзя этого В 

стбитъ только доказать, что отноше- 
в1е двугр. угловъ-отношен1ю линей- 

ныхъ угловъ при всякой степени точ- 
вости. Чтобъ опредфлить отношен!е 
нчесоизм$римыхъ линейныхъь угловъ 
АВС нафс (чер. 440) съ точвостью 

\с 

напр. до -я › вало уг. афс раздфзить 

[2 ма п равныхъ частей * и одну такую Е 

* Хотя мы и не можемъ раздфлить уголъ на п разныхъ. частей при всякой 
везичин$ я, тфмъ не менфе опредфлить отношен!е двухъ угловъ съ точвостью 

19* 
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чаеть уклакывать въ уг15 АВС, пока не получитс8 остатокь МВС, 
межьш!й 2-й части угла абс. Если эта часть уложилась 37 разъ въ 

В 
уг. АВС, то г. и будеть выражать отношен!е — съ точностью 

. Проведя черезъ лин ВДШи ВМ взоскость, получимъ двугр.- 
1 

до 
. м 

уг. АВШОМ, котораго ливейн. уг. АВМ соизм®римъ съ ас; слЪд. 
АВОМ _ т 
—--——=—_. Эта же величина бы будетъ выражать и отношев!е 
аъае п п 

АВ 1 
данныхъ двугр. угловъ РЕ съ точностью до о ДъЪйствитель- 

АВЕ АВОУ _ МВШЬЕ. 
но, разность между отношениями — 5 — 9 = у 

но уг. МВШОЕ < = уг. афае, ибо линейвый уг. перваго угла 

мврЕ 1 
< п-й части уг. абс; сах. < —. 

афае п 

380. Такииъ образомъ во всякомъ случаЪ, если Аи В пред- 
ставляють двугр. углы, аа и ® соотвфтетвующе имъ линейные, 

а 

0. 
за едниицу двугр. угловъ, то Ь будеть прямой линейный уголъ, 
принимаемый за единицу для изфреня угловъ, образуемыхъ пря- 
мыми линями, и полагая въ предъидущей пропориш В=1и 
$ —1, получимъь А — а; это выражеше показываетъ, что двузрин- 
ный уоль измтряется своимь линейнымь уломь. 

то . Если В будетъ прямой двугр. уголь, принимаемый 

Чер. 411. 381. Замфтимъ, что линейный 
у. АВС (чер 441) двуриннаао: 
у. РЕБО будеть больше всътъ 
у1л06%, которые образуютъ сътло- 

скостью © прямыя ливи, про- 
веденныя по плоскости Р черезь 
точку А. Дъйствительно, прове- 
демъ какую нибудь прямую АД; 
опустимъ изъ А перпендикуляръ 

Аа ва плоскость (); тогда & бу- 
ох деть проекшя А на плоскости 
\ 9; Ва — проекщя прямой ВА, 

С а— цроекщл прямой ДА на той 
же плоскости; докажемъ, что уг. АВа > уг. АШа. Такь какъ 

1 . 
—_ всегда возможно; положимиъ наир., что надо опредЪлить это отношене съ 
я 

точностью до 1/5; будемъ длить уг. пополамъ, потомъ опять пополамь и т. 
х., т. е. раздБлимъ его ва 2, 4, 5..... 123 равныхъ частей; тогда опред$- 
21вмъ отвошеве съ точностью до 18, а сл$д. и подавно сь точностью до 1, 119- 
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вВ ; 85, то аВ<в1; поэтому если оть а по аВ отложамъ 
Е — а), то тозка Е придется зв точкой В, и соединивъь 4 
съ Е, полузимъ треуг. АЕВ, для котораго уг. АВа будетъь внфш- 
нй; сл. уг. АВа>уг. АЕВ; но уг. АЕВ—1г. АШа по равен- 
<ству треуг. АЕа и АШДа; поэтому уг. АВа > уг. АДа. 

382. Еслм прямая АВ (чер. 442) перпендикулярна кь плос- 
кости О, то всякая плоскость Р, 
проходящая черезь АВ, или па- Чер. 442. 
Фаллельная ей (чер. 443), будеть Р 
также перпендикулярна кь 0. 

1. Путь ДЕ (чер. 442) будетъ 
лчиня пересЪчешя плоскостн © съ 
плоскостью Р. Проведемь въ пло- 

кости © изъ точки В лини ОЕ 
пряхуую ВС. ДЕ; эта прямая ВС 
будеть также ВА, ибо ВА по 
условю 1 къ плоскости ©, ся$д. 
ВА! ВС. Такиих образомъ уг. АВС 
есть прлмой; а такъ какъ АВ. ДЕ ин ВС. ОЕ, тоуг. АВС есть 
линейный уг. двуграннаго угла, образуемаго плоскостями Ри ©; 
поэтому и двугр. уг. прямой и слБд. Р! 0. 

2. Еели (чер. 443) плоскость Р||] АВ, то проведя изъ какой 
чибудь точки Р этой плоскости пря- 

мую ЕМ || АВ, найдемъ, что ЕМ 1 ©; 
‹аЪд. плоскость Р, проходящая чЧе- 
резъ линю ЕМ, перпендикулярную къ 
плоскоети ©, будеть по сейчасъ дока- 

занному и сама перпендикулярна къ ©. 

333. Если двъ плоскости Ри 0 
{чер. 442) взаимно перпендикулярны, 
то всякая прямая АВ, проведенная 

$» одной изь этихь плоскостей Рпер- 

птендикулярно кь ить сьченю ГЕ, будеть перпендикулярна къ 
„друюй плоскости ©. ДЪйствительно. если Ру ©, то двугр. уголъ 

РРЕФ будеть прямой, а слфд. и его линейный уголъ долженъ 

‘быть прямымъ. Чтобъ получить этотъ линейный уголь, надо изъ 
точки В, въ которой прямая АВ, перпендикулярная къ ДЕ и ле- 
жащая въ плоскости Р, пересЪкаеть ОЕ, возставить къ ОЕ пер- 
пендикуляръ ВС въ плоскости ©. Поэтому данная прямая АВ 
‚будеть перпендикулярна къ двумъ прямымь ДЕ и ВС, лежащимъ 
въ плоскости О, а потому АВ и къ самой плоскости ©. 

384. Если двъ плоскости Ри © (чер. 442) взаимно перпен- 
Эикулярны, то всякая прямая АВ, нерпендикулярная къ одной 
изъ нихь (©. лежить в. друшй т-люскости Р (чер. 442) или па- 
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Заллельна ей (чер. 443). Въ самомъ дЪдф, если бы прямая АВ 

(зер. 442) имфла съ плоскостью Р только одну общую точку В, 

то проведя изъ В въ плоскости Р перпендикуляръ къ пересфче- 

ню ДЕ плоскостей Ри ©, мы получили бы перпендикуляръ къ 

плоскости О, и тогда изъ точки В имфли бы два перпендикуляра 

къ плоскости О. Слфд. прямая АВ или не имфеть общихъ тозекъ 

съ плоскостью Р, т.е. параллельна ей (чер. 443), или же лежитъ 

въ плоскости Р. 

385. Черезь прямую ПЕ (чер. 442), лежащую въ плоскоств 
0, можно провести къ этой плоскости перпендикулярную плос- 

кость Р, м притомь только одну. ДЪйствительно, если мы изъ 
какой либо точки В линш ДЕ (чер. 442) возставимъ къ плос- 
кости © перпендикуляръ ВА и черезъ прямыя ДЕи ВА проведемъ 
изоскость Р, то по предъидущему Р.О. Если мы допустимъ, что кро- 
миф плоскости Р можно черезъ ДЕ провести еще другую плоскость 
Е ©, то возставивъ въ этой другой плоскости изъ точки В перпен- 
дикулярь ВМ кь лиши ШОЕ, мы получимъ два перпендикуляра къ 
плоскости ©, возставленные изъ точки В—одинъ ВА, другой ВМ- 

386. Черезь прямую АВ (чер. 444), наклонную къ плоскос- 
Чер. 444. ти О, можно кь этой плоскости про- 

вести перпендикулярную плоскость, 

и притомь только одну. дпустимъ изъ 
какой нибудь точки А данной прямой 
АВ перпендикулярь Аа кь плоскости 
Ф и проведемъ плоскость черезъ АВ 
и Аа; эта плоскость АВа |0. При- 

томъ такая плоскость только одна, ибо всякая плоскость, проходя- 
щая черезъ ЛВ и перпендикулярная къ ©, должна заключать в» 
себЪ перпендикулярь Аа и слЪд. должна соваадать съ плос- 
костью АВа. 

387. Если (чер. 445) плос- 
хость Р| плос. Е м плоскость 

ОЕ, то илишя АВ, вь которой 
пересъкаются плоскости Ри О, 

также перпендикулярна кь К. 
Дйствительно, еели изъ какой ни- 

будь точки премой АВ прове- 
демъ перпендикуляръ къ плоскости 
Е, то этотъ перпендикуляръ дол- 
женъ заключаться и въ плоскости 
Ри въ плоскости ©, слЪд. онъ 
долженъ сливаться съ лишей пе- 

ресфчешя этихъ плоскостей, т. е. съ АВ, и потому АВ будеть 
перпендикулярна къ плоскости В. 
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388. Иногогранные углы. Когда нЪсколько плоскостей (чер. 
446) А5В, В5С, С50.... пересЪкаются 
послфдовательно по прямымъ линяиъ 54,58, 

5С...., которыя въ свою очередь сходятся въ 
одной точкф 5, то эти плоскости образуютъ 
мноранный уголь. Плоскости этн наз. сто- 

‚ ронами илизранями многограннаго угла; точка 
$ —его вершиной; линш 5В, 5С,5)0....— 
ребрами; а углы АБВ, В$С,С5О..., обра- 
зуемые ребрами, наз. плоскими узами мно- 
гограннаго угла.  Обозначаютъ  иногогр. 
уголь или одной буквой, поставленной при вер- 

Чер. 446. 

5 

шнн®, или же буквами, стоящими пря вершин п при ребрахъ, 
причемъ буква при вершинЪ читается впереди другихъ буквъ; такъ 
пятигранный уголъ, изображенвый на чер. 446, надо прочесть уголъ 
5 или уг. ЗАВСОЕ. 

Простьйший изъ многогранныхъь угловъ есть уг. треранный 
(чер 447); въ немъ находятся 3 плоскихъ уг- 
ла: АБВ, ВБС, СБА и 3 угла двугранныхъ: 
одинЪъ образованъ плоскостями ВЗА и СА 
(уг. В5АС); другой образованъ плоскостями 
ВБА н В5С (уг. АВС); трей образованъ 
плоскостями 45Си В5С (уг. АБСВ). 

389. Во всякомь мномлранномь ул каж- 
дый изъ плоскиль уловь меньше суммы 0с- 

тальныхь. Если веЪ плоске углы равны между 
собою, то справедливость теоремы очевидна; по- 

Чер. 447. 

5 

В 

этому ее нужно доказать только для того случая, когда одинъ изъ 
угаовъ больше каждаго изъ прочихъ; если мы докажемъ, что этотъ 
наибольший уг. меньше суммы всфхъ прозихъ, 10 каждый изъ 0с- 
тальныхъ будетъ и подавно меньше суммы прочихъ. 

1. Возьмемъ сперва трегран. уг. ЗАВС (чер. 449) и пусть въ 
немъ уг. АБВ будетъ наибольшй; докажемъ, 

что уг. 458<45С--С5В. Для этого надо 
сравнить уг. 4А5В съ суммою угловъ А5С и 
С5В; но чтобы привести вопросъ къ сравнен!ю 
только двухъ угловъ, мы въ плоскости угла 
АБВ отложимъ уг. АБО=А5ЗС; если мы 
теперь докажемъ, что уг. 25В, оставнийся отъ 
уг. А5В, будетъ меньше уг. С5В, тои О5В-{- 
А5Д будетъь меньше С5В-- АБС исльд. АБВ 
<С5В-- АБС. Чтобы сравнить углы ДО5В и 

С5В. заключимъ ихъ въ треугольники; для этого отложимь 5 
—5С п соединимъ точки Си Д съ какой нибудь точкой В ди- 
ви УВ; тогда въ треуг. В5Р и В5$С сторона ЭВ будеть 0б- 
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щая, 50—50 по отложен; чтобы доказать, что уг. О5В< О5В, 

надо доказать, что сторона ВО<ВС. Для этого продолжимь ВД 
до пересфченя съ А (пересфчеше это непремфнно послЪдуеть, 
ябо лини В5$, Оби 45 находятся въ одной плоскости) и соедя- 
нимъ А съ С; тогда АД+-ОВ<АС+ СВ; но АД=АС по ра- 
венству треуг. АД п АЭС (сторона 45 общая, 5С=5Х и уг. 
АбС—=АБЗГ по отложенио); сл. ДВ<СВ; а потому 
уг. Р5В<уг. С5В и уг. А5В< А5С-{ С5В. 

2. Чтобы доказать теорему для многогр. угла, положимъ, что 
уг. В5С (чер. 449) есть наиболышй плосвй 
уг. многогр. уг. 5. Проведемъ черезъ ребра В5 
и $ плоскость В5Ш; тогда въ трегр. угаЪ 
5ВШС будешь имфть В50< В5О-- ОБС; авъ 
трегр угль 5 А ВЛ имфемь ВЗД<АБВ--АБО; 
сяЪд. и подавно 

В5С<^А5В-АЗО--О5С. 
з Слъдсетме. Если а,б,с суть плосюе углы 
—С треграпнаго, то «<=; вычитая изъ обфнхъ 

частей неравенства по с, получим «—с<Ь или 
ь>а—с: итакь каждый плоскй у. треран- 

назло ума больше разности двухтъ прочиль улов. 

390. Сумма плоскихь узловь при вершин всякаю мноюшран- 

Чер. 450. нло фла меньше четырель прямыль (44). 
Для доказательства проведемъ плоскость, ко- 
торая пересЪкла бы вс ребра многогранна- 

го угла 5 (чер. 450); тогда при точкахъ 
А,В,С.... получимъ трегранные углы, и по 
предъидущей теоремЪ будемь имЪфть 

ЕАВ<ЕАБ--ВАБ 
АВС<АВ5--СВ5 
ВСо<в05- 005 

Чер. 449. 

5 

Сложивъ эти неравенства, увидимъ, что сумма впутреннихъ уг- 
ловъ многоугольника АВС.... будеть меньше суммы угловъ при 
основашяхъ треуг—въ ВА, ЕБА..., которые имЪють общую вер- 
шину 5. Поэтому, означивъ черезь я число сторонъ мног—ка 
АВС.... и слЪд. число сторонъ многогр. угла, а черезъ $— сумму 
угловъ при точкь 5, получимъ 

24(п—2) <24п—$, или 24" —44 <24»—з, откуда з<44. 
391. Разсмотримъ сзучаи равенства трегравныхь угловъ. 
1. Треранные узлы равны, если они имъють по равному плос- 

хому 4149, заключенному между соотвьтственно равными двуран- 

чыми улами, и если плосые и двуранные улы одинаксво распо- 
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чожены въ обоиль трегр. уллжь. Пусть (чер. 451) двугр. уг. 9 Ах 
==5@а, двугр. уг. 5В=56 и июеый уг. ®—1, и подожамь произ 

Чер. 451. 

5 $ 

того, что всф эти углы одинаково расположены (т. е. если наблю- 
цатель, голова котораго въ 5 и который обращенъ спиною къ паос- 
кости АБВ, а лвцохъ къ прямой бС, будеть видёть ребро 54 

81480 отъ себл, а ребро 5В вправо, то и наблюдатель, располо- 
женный такихъ же образомъ въ уг. 5афс, увидитъ ребро за вяЪво, 
а 56 вправо отъ себя). Чтобы хоказать равенство трегр. угловъ, 
вообразныъ, что уг. $ вдоженъ въ уг. 5 такъ, чтобы уг. м совшаль 
<ъ т; тогда, по равенству двугр. уг. 54а и 5А, грань 45с пойдетъ 
00 45С л ребро $6 должно расположиться на грани 45С. По ра- 
венству двугр. угловъ 55 и БВ грань 5с пойдеть по В5С и реб- 
ро 5с должно расположиться на грани В5С; вслфдств1е этого ребро 
56 совпадетъь съ 5(; а потому и трегр. уг. $ совмфстится съ 5. 

2. Трер. узлы равны, если они имъють по равному двушр. уз- 
ду, заключенному между соотвьтственно равными плоскими узлами, 
4 если эти плосме и двур. уалы одичакозо расположены. Эготь 
случай легко, подобно предъидущему, доказать наложешемъ. 

3. Трефр. узлы рлвны, если вс плосме узаы одною равны то- 
рознь плоскимь уламь друзало и если эти узлы одинаково располо- 
жены. Пусть (чер. 452) уг. А5В1з6, уг. 45 О—азс, уг. В9С—= 

Чер. 452. 

$ 

А 

—5с, и положимъ сперва, что пзоск!е углы АЗВ и АЗС, которые 
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заключаютъ между собой двугр. уг. ЗА, суть острые. Въ какой ни- 

будь точкв ЁР ребра 5.А образуемъ лвнейный уг. ДРЕ дла двугр. 

угаа 5А; затёмъ отложимъ $/{—5Р н сдфлаемъ при точкЪ {[ такое 

же построев!е, какъ при ЕР. Тажъ вакъ углы АБВ и АБС острые, 

то прамыз ГЛ и ЕЕ перес®кутъ ребра Ви С въ Ди Е; в 
4 и [е пересфкутъ 56 и 5с въ 4 ие. Соедивимъ точки 0 и 

Е, 4 не прамыми ДЕ и 4е; тогда прамоуг. тр-ки Р5О и [54 

будуть равны, нбо 5Е—5/ нуг. ЕО); точно такъ же треуг.- 
ЕБЕ=—{5е. Изъ равенства этихъ треуг. слфдуеть, что 5)=54, 
ЗЕ—зе; в такъ какъ уг. В5(0=50, то и треуг. ОБЕА$е, 
с145д. ШЕ—ае. Такъ какъ )Е—аА[ по равенству тр—ковъ РБП 
и [34; ЕЕ—{е по равенству треуг. ЕЗЕ и [зе и РДЕ—4е по 
равенству трезг. ОБЕ и 45е, то треуг. ДЕЕ—а!е и уг. ОЕЕ= 
—а(е; слЪд. и лвугранвые углы ЗА и 54 равны; а потому по 2-му слу- 
чаю и трегр. углы раввы. 

Чер. 453. 

Есзи оба пзоеке угла 45Ви АБС, содержащее двугр. уг. 5.А, изю 
одинъ изъ этихъ угловъ, будуть не острые, то (чер. 453) отложимъ 

5А—5В—5 (—5а—56—5с; тогда трезг. АЗВ—а$, АБО—а5с, 
В50=65с, какъ выфюще по равному углу межлу равными сторонами. 
Изъ равенства этнхъ треуг. сзфдуетъ, что треуг. А ВО—афс, какъ 
имфющ:е вс сторовы равныя; ноэтому трегр. углы А и а имфютъ 
раввые плоск1е углы, и кромЪ того углы бАВи БАС, а сад. и 
равные имъ 5аб и 5ас, суть острые; сз$х. по предъидущему двугр. 
Угзы Аб ин а5 равны; а въ такомъ случаЪ и трегр. уг. 5=5. 

4. Треранные узлы равны, если въ ниль двутранные узлы порознь 
равны и одинаково расположены. Пусть (чер. 454) двугр. уг. ЗА= 
—54, уг. БВЕ=56, уг. 5 С==5с. Возьмемъ ввутри трегр. угла 5 точ- 
ву Ш) к проведемь изъ вея ПР | плосвостн АБВ, РЕ! АБС в 
ФС В5С; тогда уг. ЕЕ будеть служить дополнен1емъ до 180® дивей- 
ному углу двуграннаго угла А5. Въ самомъ дфлф (чер. 455), плос- 
кость, проведенвая чеезъ ДР и ПЕ, будлетьъ | къ плоскостямъ 
АБВ и 45С, а сафд. и къ сЪченю нхъ 54; поэтому и сфченя 
ея РК ни ЕК съ влескостами АЗВ и А5$С будуть перпендикуляр- 
вы къ 94; т. е. уг. ЕКР будетъ линейвымъ угломъ для двугр. уг- 
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5А. А такъ какъ въ четыреугольникё ОДЕРКЕ углы Е и РЕ пра- 
мые, то уг. РОЕ-- уг. ЕКЕ—?Эа. 

Чер. 454. 

Точно такъ же найдемъ, что уг. РОС (чер. 454) будеть допоз- 
вев1емъ дли лин. угла двугр. угла 5 В, 
а уг. ЕШДС будетъ дополвать лин. уг. Чер. 455. 
двугр. угла 5С. Если мы возьмемъ точ- $ 
ву 4 внутри угла $ и слфлзаемъ такое 
же построев!е, то углы /{4е, {49 и е49 
булутъ хополнен!ями лимейнымъ угламъ /| 

двугр. угловъ 54, $6 и 56. А такъ какъ Е 
по условю углы БЗА=за, 5В=36, ко 
5С=56, то ЕДЕ={!Ре, Ерб=!а9, 
ЕРС—49: поэтому, если мы проведемъ 
плоекоети черезъ ОК и ГЕ, черезъ 
ДЕк ОС ичерезь ДЕя ДС нсдфлаемь (о 
соотв тственное построевте въ угл 5, то 

третр. углы Ди 4 будуть равны, какъ вмЪ- 
ющге раввые плоские углы; а сл$д. будуть С 
равны и двугр. углы этихъ трегр. угловъ. Поэтому н наоборотъ пзоск1е 
углы трегр. угловъ 5 ни 5$ будутъ раввы какъ дополнительные дли- 
нейвымъ угламъ двугранвыхъ угловъ, образуемыхъ сторонами тре- 
гранныхъ угловъ 0) ин 4, нбо напр. АБ | къ плоскости ЕДЕ, закъ 
какъ эта плоскость | къ пзоскостямъ АЗВ м АБС. 

392. Задачи. 1. Опредфлить наибольшее чвсзо плоскостей, которыя 
можно провести черезъ ж точекъ, полагая, что каждыя 4 изъ этихъ. 
точекъ не лежатъ въ одной плоскости ? 

2. Скодьво ливЙ пересфчев1я могутъ дать ® плоскостей ? 
3. Разстояне точки М отъ точки №, лежащей на плоскостя Р, 

равно <; а разстояве М№ отъ основав!я первендикузяра, опущеннаго 
изъ М на Р, равно Ь; опредфлить разстояе М оть Р? 

4. Изъ точки М опущенъ ва плос. Р перпевдикузаярь МА и про- 
ведены дв наклонных МВ и МС: опредфдить клыву МА, если 
МВ—=ь, МС, ВА: СА—т: я? 

| 
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5. Разстоялня точекъ Ми М оть шос. Р равны аиф; разстозн!е 

между освовав:ями перпевдикуларовъ, опущевныхь изъ Мн У№нва Р, 

равно с; опредфлить разстояе ММ, если а—1'/,; 6—1,65; с—1? 

6. Имвемъ прямую АВЫ—а и || плос. Р; изъ точки М вн плос- 
кости Р опущенъ на АВ нерпендикуларъ —р; продолжен!е его хо 

пересфчен:я съ плоскостью =4. Опредфлить разстоян!е между основа- 

нами прямыхь, проведенныхъ изъ Л черезъ конечвыя точки прямой 

АВ, если а—3,9; р—5,2; 4=1,4? 
7. Стороны треуг. АВС параллельны плоскости Р; черезъ точку 

М и вершины треугольяика проведены прямыя МА, МВ,, МС, 
30 пересфченя съ плос. Р въ точкахь А., В,, С,. ОпредФлить 

площ. треуг. А, В, С:, если площ. АВСЕз в МА: МА,—т: п? 
8. Изъ точки, взятой на одной изъ двухъ пересфкающихся плос- 

жостей, опущены перпевднкуляры на другую плоскость и на линю 
пересфчен!я влоскостей; первый перпевдикуларъ вдвое меньше вто- 

‘раго. ОпредЪлать уголъ между плоскостами ? 
9. Дв плоскости пересфкаются; къ одной изъ вихъ возставлены 

ва перпендикуляра до пересфзен1я съ другой; разстояв!л основан! 

этихъ перпендикуляровь отъ 1ннйи пересфчен!я плоскостей равны со- 
отвфтственно ан а,; длинна перваго перпендикуляра—6. Опредфлить 
цлину втораго перпендикуляра, полагая а—7 ,91; а/—5,65; 6—1,28? 

10. Прямая пересфкаетъ дв взаимноперпендикулярныя плоскости; 
разстоян1я точекъ пересфчевня отъ ребра угла, образуемаго плоскос- 

тами, соотвфтственно равны а—16 и 2—12; а отр$зокъ ребра меж- 

ду этимн разстоявями—<—21. Опред®дить длину прямой ? 
11. Между двумя нараллельными плоскостями проведены дв пря- 

мыя— одна | кь плоскостамъ, другая наклонно; длина первой — 
1—=1,5: разстояв1е между основан1ями обфихъ прямыхъ на первой 

плоскости—6—32,3; а на второй равно с—32,5; проекщя наклон- 
ной лив1и ва первой плоскости перпендикулярна къ лнв!и 6, воеди- 
чяющей основан!я обфихъ прамыхъ. Опредфлить длину наклонной? 

12. Два прямые угза имфютъ параллельныя стороны и обращены 
отверст!ями въ одну сторону; ливня, соединающая нхъ вершивы, — 
—5<—165. На сторон одного угла отъ его вершины отложена часть 

48—48, а на непараллельной ей сторонф другаго угла отложена чаеть 

$—20; опредзлить длину прамой, соединяющей концы отрфзковъаиф? 
13. Опредлить предфлы для третьяго плоскаго угла треграчваго 

угла, есзи первый уг.—115°23'37”, а второй—69°57’3”? если пер- 
вый уг.—78°32'54”, а второй—63°27'’6”. 

14. Три прамыя, выходащ!я изъ одной точки, образуютъ между 
<обой посяФдовательно углы въ 110°, 113% и 137°; могутъ ди эти 
‘арамыя лежать въ одной нлоскости ? 

15. Опредфлить геометрическое мЪсто точекъ простраяства, рав- 
чоотстоащихъ отъ конечныхъ точекъ црямой АВ? 

16. Опредлить геометрическое место точекъ плоскости Р, рав- 
ноотстоящихъ отъ точекъ М и М, лежащихь вн этой изосрости ? 

17. ОпредВзить геометрическое м%сто точекъ пространсува, кото- 

рыхъ разстоавя отъ двухъ ланныхъ параллельныхъь плоскостей ва- 
ходатся въ отношеви т: п? 
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18. Изъ центра О круга, котораго радисъ —7—13, возставхень 
къ шлоскости круга перпеяликулярь ОР—а—17; къ кругу проведе- 
на касательная и на ней оть точки касава М отложена часть 
МУ—5—24; опредфлить разстоаве РМ съ тозвостью до 0,01? 

ГЛАВА 11. 

Уногограниники. 

393. Мноюзрамникомь наз. тЬло, ограниченное плоскостями. 
Эти плоскости наз. зранями; лини ихъ пересфченя наз. ребрамм: 

точки пересфчешя реберъ—вершинами; двугравные и многогран- 
ные углы, образуемые гранями — узлами мномьранника. Много- 
гранняки называются по числу граней: четырегранникъ, осьмигран- 
НиКЪ и т. ПОД. 

394. Правильные иногогранники. Если всЪ грани много- 
гранника суть равные между собою правильные многоугольники и 
если всЪ многогранные углы его равны между с0б0ю, то много- 
гранникъ наз. яравильнымь. 

Правильныхь мноюранниковь только пять. Въ самомъ ДЪлЪ, 

мы знаемъ, что сумма плоскихъ угловъ при вершивв многогран- 
наго угла меньше 4 прямыхъ; а такъ какъ уголъ правильнаго тре- 
угольника—60°, то сяЪд. изъ прав. треугольниковъ можно сос- 
тавить только трегранный, четырегранный и пятагранный углы; 
меститраннаго же составить нельзя, ибо сумма шести угловъ прав. 
тр—ка—=360°. Такимъ образомъ могутъ быть только 3 прав. тфла, 
отраниченныхт треугольниками; а именко прав. четыре’ранникь 
или тетраэдрь (чер. 456), осьмирамникь или октаэдрь (чер. 
457). двадцатиираннихь или икосаэдрь (чер. 458). 

Чер. 456. Чер. 457. Чер. +458. 

Изъ квалраторъ можно составить только трегранный уголт, ( пдб. 
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хумма Четырехъ угловъ-—44); поэтому можеть быть только одно 
правильное тЪ10, огравиченное квадратами, а именно прав. шес- 

чцизранныхь или зексаэдрь, иначе кубь (чер. 459). 
Изъ правильныхъ пятиугольниковъ можно составить только трегр. 

уголъ, ибо каждый уг. прав. 5—ка — 1089, слЪд. сумма трехъ 
угловъ = 324% < 360%; сумма же четырехъ такихъ угловъ будетъ 
больше 3600. Поэтому можеть быть только одинъ прав. многогран- 

Чер. 459. Чер. 460. 

никъ, ограниченный пятяугольниками, именно жрав. дэънадцати- 
зранникь илн додекаэдрь (чер. 460). 

Изъ прав. 6—ковъ нельзя составить многогр. угла, ибо уг. прав- 
б—ка—1209; слБд. сумма трехъ такнхъ угл.—360°. Съ увеличе- 
вемъ числа сторовъ прав. мног—ка внутреннйй уголъ его увеличи- 
вается, слЪд. изъ прав. 7—ковъ, 8—ковъ.... многограннаго угла 
составить нельзя. 

395. Призмы. Призмой (чер. 461) наз. многогранникъ, ограви- 
ченный двумя равными и параллель- 
ными  многоугольниками АВСОЕ и 
афсае (многоуг. эти наз. основамями 
призхы) и нЪсколькими параллелограм- 
мамин АБ, Вс.... (эти параллелогр. наз. 
боковыми ранями призхы); прямыя Аа, 
ВЬ... наз. боковыми ребрами призмы; 
всЪ они параллельны и раввы между со- 
бою. Прямыя АВ, ВС...., аб, 6е.... 
суть ребра при основаняхъ. Разстоя- 
не между основан!яии (т. е. перпен- 

дикуляръ Мт, возставленный къ пз0- 

скости одного изъ основан до встрф- 
зи съ плоскостью другаго основан!я) В С 

называется высотой призмы. 
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Есян боковыя ребра (чер. 462) перпендикулярны жъ осшованяиз, 

Чер. 462. 
то призма наз. прямою; въ противномъ слу - 
чаф (чер. 461) призма будетъ наклонная. 

Въ каждой прямой призы боковое ребро 
равно высот призмы; боковыя грави + 
основанию и суть прямоугольники. Въ наклон- 
ной призм высота меньше боковаго ребра. 

Если въ основанши прямой призмы будетъ 
прав. многоуг., то призма наз. яравильною. 
Призмы получаютъ названя по свониъ осно- 
завямъ, напр. треугольная, четыреуголь- 
чая, пятиугольная.... призмы. 

Чтобы показать возможность построеня призмы, вообразимъ 
многоуг. АВСШЕ (чер. 462) и проведемъ виф плоскости этого 
иногоуг. прямую Аа; черезъ какую нибудь точку а этой прямой 
зообразимъ плоскость || пло. АВСШОЕ; затмъ черезъ вершины 
В,С,О,Е проведемъ прямыя В6, Сс... || Аа до встрчи съ плос- 
костью а въ точкахъ 6,с,4,е. Вообразивъ плоскости черезъь Аа 

и В, Пи Сс..., получимъ призму, ибо фигуры 45, Вс, Са.... 
суть параллелограммы; сверхъ того и многоуг. АВСРЕафе4е, 
19 в6Ъ стороны и углы этихъ многоугольниковь соотвфтственно 
равны между собою. 

396. Призма, имфющая въ основанш параялелограммъ (чер. 463), 
наз. параллезипипедомь. Въ паралляелипипед® всф грани суть парах- 
лелограммы. Параллелипвпеды, какъ и вообще призмы, могутъ быть 
прямые и наклонные. Если прямой параллелипипедъ (чер. 464) имЪ- 

Чер. 463. Чер. 464. 

а 

В 

А 
С 

етъ въ основами прамоугольникъ, то онъ наз. прямоуюльнымз. 
Бс$ грани его суть прямоугольники. Прямоугольный параляелипипедъ, 
У котораго вс$ ребра равны между собою, иначе говоря, у котораго 
всф грани суть квадраты, есть хубь. Ребра Аа, АВ, АС прямоуг. 
пар— да (чер. 454), выходящ!я изъ одной вершины его, наз. изм»- 
фемзями параллелипипеда. 
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На чер. 465 изображенъ многогранникъ, ко- 
торый съ одной стороны ограниченъ- 

$ иногоугольникомь АВСШЕ; остальныя 
же его грани суть треугольникя 458, 
АБЕ..., имфюще общую вершвну $5, 
а основашями ихъ служать стороньй 
иногоуг. Такой многогранникъ наз. пи- 
рамидою. Многоуг. АВСОЕназ. осно- 
ванземь пирамиды; точка 9—ея верши- 
ною; перпендикуляръ опущенный изъ 
вершины 5 на плоскость основашя, 

наз. высотой пирамиды, прямыя 5А, 
5В, 5С... наз. боковыми ребрами; а 
треуг. АЕ, ЗАВ....— боковыми зра- 

няжи. Нирамнду можно образовать, взявъ многоуг. АВСШЕ и 
точку 5 внф п40с. этого многоуг., проведя прямыя 5, 5В.... в 
пяоскости черезъ 5А 

Чер. 466. 
$ 

398. Во асякомь 

Чер. 467. 

и 5В, 5В в 5С.... 

Правильной пирамидой (чер. 466) наз. та- 
кая, у которой основашемъ служить прав. 
многоуг., а высота упадаетъ въ центръ О это- 
го многоуг. Боковыя ребра прав. пирамиды 
всф равны между собой ($ 355); боковыя гра- 
нв ея суть равные между собой равнобедренные 
треуг. Высота $М каждаго изъ этихъ треуг- 
наз. аповемой пирамиды. Пирамиды получаютъ. 
названия по ихъ основашямъ, напр. шести- 
угольная, четыреугольная.... пирамиды. 

Раземотримъ нфкоторыя свойства призмъ и 
пирамиду. 

параллелипипедь противоположныя зрани 

равны и параллельны. ДЪйствительно, осно- 
вая ОВ и 4Ь (чер. 467) равны и парал- 
лельны, какъ основаня призмы; докажемъ. 
что напр. грань 44= ип || Вс. Такъ какъ АД» 
= || ВС какъ противоположныя стороны па- 

раллелограмма ДВ; Ра=и || Сс, вакъ сто- 
роны параллелогр. Пс, то уголь АДа = 
—уг. ВСе, и плоскости ихъ параллельны. А 
потому и параллелогр. А4=и || Вс. 

На основанш этой теоремы можно за 0с- 
воваше параллелипипеха принять какую угодно 
грань его. 

399. Всякая плоскость ТЕ (чер. 465), переськающая двъ про- 
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энивоположныя зрани паралделипипеда, переськаеть ео по парал- 

лелорамму. ДЪйствительно, МТ || ГК и МГ || ТК, какъ сЪчевня 
‚параллельныхъ плоскостей третьей. 

40. Прямая линия, соединяющая вершины двухъ противополож- 
выхъ угловъ параллелипкпеда, наз. дазональю. Д1агоналей въ парал- 
зезипипедЪ (чер. 469) можно провести четыре — НВ, ЕС, СА, ОЕ. 

Чер. 468. ЧЗер. 469. 

401. Ве» четыре длонали параллелилитеда пересъкаются вь 
одной точкть и дълятся пополамь. Прямая АЕ || СС (чер. 469), 
сл$д. АЕСОС есть параллелограммъ, а АС и СЕ магонали этого 
параллелогр.; поэтому АО—=О@. Четыреугольшшкъ 4ВСН есть так- 
же параллелограмыъ, ибо АВ=и|| @Н; слЪк. магонали его АС 
и ВН тоже дълятъ другъ друга пополамъ; а потомуи пересЪкают- 
сл въ точкЪ О, которая есть средана АС. Такъ же докажемъ 
теорему и относительно послфдней д!агонали ОР. 

02. Въ прямоуг, парал—д% (чер. 470) фиг. АВСН. АЕСС... 
будуть прямоугольниками, ибо тогда напр. въ 
АВСН прямая АВ! ВС, такъ какь АВ | Чер. 470. 
пл0с. ВЕС 0; иноэтому въ прямоуь. пар—дъ Н С 
всъ дтаюнали равны между ссбою. р 

Изъ прямоуг. треуг. НАВ иуемъ 
ВН: = АВ*-|- АН*; 

а изъ прямоуг. треуг. НА получимъ 
АН:—=А0?--ОН—=АО?--АЕ*; слЪд. 
ВН?—=А В*-- Ар? АЕ? Т. е.; квадрать 

делонали прямоуь. пар—да=еуммль квад- 

ратовь ею измъренмй. 

Въ кубь всБ измБревя равны между со- 
бою; поэтому квадрать датонали куба=ут- 
роенному квадрату его ребра. 
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403. Еслы призму пересъчемь плоскостями, параллельными 

между собою, то въ съченять помучимь равные между собою 

мноюуюльники. Въ симомъ ДЪяЪ (чер. 471), стороны сфчешй абса 

Чер. 471. и тпра соотвфтственно параалельны 
между собою какъ сВченя парадлель- 

выхъ плоскостей третьею; притомъ эти 
стороны соотвфтственно равны между 
собою, какъ параллели между парал- 
лелями; углы многоуг. абса и тпра 

также соотвфтетвенно равны, какъ им$- 

ющ!е параллельныя стороны. 
Точно такъь же можно доказать тео- 

рему ин въ томъ случаЪ, когда плос- 
кости пересЪкаютъ продолжения боко- 
выхъ граней призмы. 

СлЪдетвые. Если пересъчемь призму 
плоскостью, параллельной ея основаню, то получимь мноюуь., 

равный основанию. 

404. Если пересъчемь пирамиду плоскостью, параллельной 
ея основанию, то 

1) высота и боковыя ребра пирамиды дълятся на части 
пропорпональныя; 

2) въ съчени получится мноюуь., подобный основан.ю; 
3} площади съчення и основашя относятся между собой 

хакь квадриты ить разстоямий оть вершины. 

1. Пусть (чер. 472) плос. абса || плос. АВСШ; тогда (сл детве 
ь . - 29а №0 __ __ 80 $ 368) будемъ имбть ЗАЕ5В == 50. 

2. Такъ какъ стороны иног. АВСО 
Чер. 472. и аЪса соотвЪтственно параллельны 

$ ($ 362), то углы ихъ равны, и что- 
И сы доказать, что эти многоуг., по- 

И добны, надо доказать, что стороны 
А | ихъ пропорщональны. ВелЪдете!е па- 

в 8 1} раллельности сторонъ многоугольня- 
/, : | ковъ, треуг. бафсо БАВ, треуг. 

И \ \ 55е со бВС..., слёд. 

- ‚В в а6 __ 56 56 __ Бе и 

И. 8—7 АВ ВоВ во 
Е аб Ь 

`/ РУ. Во . Точно такъ же докажемъ 

пропорщональность и прочихъ сто- 
ронъ иногоугольниковъ. 
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площ. абе4 = в 
площ. АВСО — АБ 

о 98 ба 50 пл. 664 боз 

АВА 80 > \ шк АБОБ- 50 ° 
405. Плос. абеа (чер. 472) дъяитъ пи- 

рамиду надвЪ части: одна часть баба есть 
также гирамида; другая часть А В СДабса 

наз. усюченной пирамидой; иног-ки АВС 
Я аёса наз. ея основашями —- нижнимь и 
верхнимъ; боковыя грани ея суть трапещи. 

Если пирамила 5АВСР (чер. 473) 
бухетъ правильная, то и усфченная пира- 
мида наз. также правильною; оба ея осно- 

вания суть прав. одноименные многоуголь - 
ники, абоковыя грани суть равнобедренныя 
‘трапещи; высота тМ каждой изъ этихъ 

трапещй наз. аповемой прав. ус%ч. пирамиды. 

406, Если двъ пирамиды одной высоты пересъчемь п-лоскос- 
тями, параллельными основанямь и прозеденными 65 одина- 

кихь разстоящяхь 07% вершинъ, то площади полученныть съче- 

нй будуть пропоршональны Площадямь основацй пирамибь . 

Пусть двЪ пирамиды имЪютъ высоту Н; пересфчемъ ихъ плоскос- 
тямн, параллельными основавшямъ, въ разстояши № оть вер- 
минъ. Озназивъ площади сЪченй черезъ т и т;, а площади 

основанй черезъ М и М:, по и теорем получимъ 

3. Такъ какъ абс4 со АВСО, то ($ 289) 

т__ № и _ м ой 

У, МЕ, ЧМ. ИИ, 
Слльдстве. Если въ предъидущей пропорщи положимъ М=М!, 

ТО и ”—=71; Т. е. если двь пирамиды имъють равныя высоты 
и равновеликая основамя, то съчемя иль плоскостями, парал- 

лельными основанзямь и прозеденными вь одинакихь разстоян1- 
яхь оть вершинь, будуть равновелини. 

407. Поверхности многогранниковъ. Чтобы опредЪянть 
поверхность многогранника, нужно опредфлить сумму площадей еге 

граней. Вь призмахъ и пирамидахъ различаютъ боковую и полную 
поверхность. Боковой поверхностью наз. сумма однихъ только 60- 
ковыхъ граней призмы или пирамиды, не считая основан. 

40$. Боковая повер. призмы (чер. 474) состоить изъ парахжело- 
граммовъ 6, Вс....; основашями этихъ параллелогр. служать 
ребра Аа, БЬ...; а чтобы опредфлить ихъ высоты, пересфчемъ 
призиу плоскостью, перпендикулярною къ ребрамъ; стороны тп пр... 
этого сБчешя и будуть высотами параллелогр. АЪ, Ве.... Поэтому 

20* 
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бок. пов. приз.—Аа .ти-|-Вб. пр -|-....; во Аа— В6— ..., сяЪд- 
бок. пов. приз. = Аа. (ти-пр 

....-произведеню боковало ребра на пе- 
римвтрь перпендикулярнаю стчемя. 

409. Если призма будеть прямая, то 
сЪчеше, перпендикухярное къ ребру, бу- 
детъ равно основаню, а боковое ребро— 
выеотф призмы, и сльд. бок. пов. прямой 
призмы—произведеню периметра осмо- 
ванзя на высоту. 

Вся поверхность призмы = боков. по- 
верх. -|- удвоенная площадь основан/я. 

410. Боковая поверхность прав. пира- 
миды состоить изъ равныхъ равнобедр.- 
треуг., которыхъ основанями служатъ сто- 
роны основаня пирамиды, а высота ихъ 
есть апоеема пнрамизы; поэтому если число. 
боковыхъ граней означимъ черезъ в, сто- 

рону основашя — 6, апоеему — а, то бок. пов. прав. пирамиды 
—п./.1/, а—произведеню периметра ея основаня на 1! аповемы- 

Полная поверх. пирам. = бок.. повер. -- площадь основ. 
41|, Боковая повер. усфч. прав. пир. состоитъ изъ равныхъ равно- 

бедр. трапещй, параллельныя стороны которыхъ суть стороны верх- 
няго и нижняго основан, а высота—аповема пирамиды. Но площ. 
трап.— произведению полсуммы параллельныхъ сторонъ на высоту, 
или произведеню средней лини на высоту; поэтому бок. пов. прав. 
усъч. пир.—произведеню полсуммы периметровь ея оснований 

на апобему пли произведеню аповемы на периметрь съченля, 

параллельнаю основанямь и сдъланнаю въ равных оть нихь 

разстоянтять. 

Полная пов. прав. усЪч. пирам.— бок. повер. -- сумма плошадей 
основан. 

Для примбра опредфлимъ поверх. прав. усЪч. пирах., которая 
получится, если шестиугольную ппрамнду, имфющую высоту НМ, 
пересфчь плоскостью на разстояи # отъ вершины, полагая, что 
радусь круга, вписаннаго въ нижнее основан!е пирамиды, равенъ 4. 

Для опредфления поверхности надо опредфлять стороны верхняго и 
нижняго основав!я пирамиды и аповему ея. Назвавъ х сторону нижня- 
го основаши и замфтивъ, что рамусъ круга, описаннаго около это- 

. ха 24а 
го основашя, будеть—, получимъ а1—2— —_ ‚ откуда х = -=_; 

4 УЗ 

: ._# л 
сторону 2 верхняго основаншя опредфлимъ изъ пропорщи Е: 

Чер. 474. 
с 
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в ь 12а 
; сяБд. периметръ няжняго основашя — УЗ , 

24 

НУ 3’ 

а верхняго —= Вуз аповема ус%ч. пир. =У(И—®)+(а—ч), 

тд у есть радусъ круга, виисаннаго въ верхнее основаше, который 

откуда 2 

У Й 
опредфлится изъ пропорции ИЕН. оэтому 

ба Ее НЕЕ 
бок. пов. пир. = УЗ (Н-ь) У(Н— (ау) = 

= у (нп). Такъ какъ площ. 

‚ а нлощ. верх. основ.—=произве- ниж. основ. — 6х .1/. а= 
а 

УЗ 
Е Гы 

дению площ. ниж. осн. на ту, ($404), товся повер. усфч. пир.== 

= вузу - _ ь + 8 (. + 2) й 

412. Чтобы опредфлить поверх. прав. многогр., надо опредфлить 
члощ. одной его грани и умножить ее на число граней. Означая 
ребро прав. многогр. черезъ а, и замфтивъ, что площ. прав. треуг., 
жотораго сторона а, равна 1/а%У 3, найдемъ 

поверх. тетраэдра = а? 3; 
поверх. октаэдра= 2а*/ 3; 
поверх. икосаэдра==5а? 3. 

Поверхность куба состоить изъ 6 равныхъ квадратовъ и = ба. 
Для опредълешя поверхн. прав. додекаэдра, надо опредфяить 

члощадь прав. 5—ка, котораго сторона-=а. Въ $ 260-мъ выведе- 

#0, 9т0 а= г ЕЕ: гдЪ т есть радтусъ описан. круга; 

‘отсюда = а а потому аповема 5—ка = ай а = 
5-У5 | 4 

2/9 м/и бимуБ —/ 3+У5— 
у & 455) 2 < 

=“ (3-УБЕУ5) _ т. (ЗНИ5)0-НУ5 _ 
95—5 4 5 м 

— г И Б-РИБ; сел5д. площ. прав. 5—ва= 
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— ыы ЕЕ = ба. И Зинин = Е 

=/:13/ 25 10У 5= 1/48 5(5--2У5); а потому 

поверхн. додекаэдра = 3аз/5(5--2У5). 
413. Объемы мнотогранниковъ. Объемомъ многогранвика 

наз. величина части пространства, заключенной между его гранями. 
Если два многогр. могутъ быть совифщены, то они равны меж- 

Ау собою. Чтобы доказать, что два многогр. совм щаются, доста- 
точно доказать совпадене всфхъ вершинъ ихъ. 

Когда иногогранники не совмфщаются, во объемы ихъ равяы, то 
они наз. равновеликими. 

Что дёйствительно могутъ быть тБла не равныя, но равновели- 
я, видно изъ того, что если взять напр. двЪ равныя треуг. 
приз. аи (чер. 475), то ихъ можно сложить въ одно тЪло с—тре- 
угольн. призму, и въ тЪло 4—четыреуг. призму. Очевидно, что приз- 
мы си 4 не могутъ совыфетиться и слЪд. не равны между с050ю; 
между тЪмъ онЪ равновелики, ибо объемъ ихъ одинаковъ. 

Чер. 475. 

Ь 

ЕЯ 2 | я | | 
Е "ОЕ Е АХ ВА В ВИ 

] ; | | | у | | | 

а! | В, Га | а! 14 
! | | р | | й } | | | 

О и 
Ре р р и 

о Е у 

РН 
! ь | | ва 

е, 

414. Измьрать объемъ какого нибудь тЪла значить найти его 
етношеше къ объему другаго тБла, принятому за единицу. За та- 
кую единину принимаютъ объемъ куба, котораго ребро равно ка- 
кой лнбо аинейной единиц, напр. 1 футу, 1 саж., 1 дюйму.; са- 
мый же кубъ наз. кубическимъ фут., куб. саж. ит. под. 

Опредфяене объемовъ призиъ основывается ва сяфдующихъ те- 
Фремахъ. - 

415. Прямыя призмы, имъюния равныя оснозанмя м высо- 
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ты, равны между собою. Дъйствительно, если мы совм стимъ 
нижн!я осчовашя такихъ призмъ, то всЪ боковыя ребра ихъ со- 
визстятся, ибо онн перпендикузярны къ основашямъ и равны меж- 
ду собою; слЪд. и веБ вершины призмъ совпадуть. 

416. Всякая нахлонная призма разнозелика такой прямой 

призм, которой высота—=боковому ребру наклонной призмы, а 

основан. служить съченме наклонной призмы плоскостью, перпен- 

дикулярной кь боковому ребру ея. Возьмемъ (чер. 476) наклон. призму 
Ас и проведемъ перпендикулярное сЪчене тр; 
продолжимъ 2А на разстояше АМ —= ат Чер. 476. 
и черезъ точку М проведемъ плоскость 
т аА до пересфчения съ продолжешями всфхъ 
боковыхъ граней призмы; эти пересфченя 
составять мпогоуг. № РЕ=тр; поэтому много- 
гран. Мр будетъ прямая призма. и высота Мт 
этой призмы будетъ равна ребру накл. призмы 
Аа (ибо ат— АМ по отложеню, слЪфдоват. 
ат--тА—=АМ--тА), а о°нов. прамой при- 
змы служить сфчеше наклонной призиы плоз- 
костью | ребру ея Чтобъ доказать, что накл. 
призма Ас равновелика прям. приз. М№Мр, за- 
ыфтимъ, что оба эти тфла имфють общую 
часть, именно многогр. Ар; чтобъ получить 
прямую призму, нужно къ Ар придать мно- 
гогр. МС; а чтобы получить накл. призму, 
надо къ Ар придать многогр. тс; поэтому 
надо доказать, что МС—яес. Если вложить МС въ тс, такъ чт0- 
бы грани МР и тр совыЪетились (эти грани равны), то ребра МА, 
МБ... пойдуть по та, пб .., ибо они перпендикулярны къ 1п40с- 
костям МРи тр; но МА=та, №МВ=тф ... (ибо М№М№=Мт, 
В— Аа, слёд. М№п=Вь, пли МВ-|- Ви= Вл--пЪ, сл5д. МВ==иб); 
поэтому точки А, В, 0.... упадутъ въ а, 6, с... и вс вер- 
шины многогр. МС совпадуть съ вершивами многогр. тс. 

417. Плоскость, проходящая через два несмежных ребра мно- 
гогранника, наз. д’азюнальною. 
В-яй параллелитинедь разсъкается дюнальной плоскостью 

на 0въ равновелимя треуюльныя призмы. Проведемъ плоскость 

(чер. 477) черезъ ребра Аа и Сс; тогда получимъ дв\ф треуг. призмы 
АВСаёс и АДСа4с; чтобы доказать, что эти призмы равнове- 
лики, пересфчемъ параллелипипедъ Ас плоскостью  перпендикуляр- 
ною къ его ребрамъ; тогда получимъ въ сфчеши параллелограммъ 
пра; этоть паразяелогр. пересфчется съ дагональной плоскостью: 
АаСс по своей щагонали тр и слЪя. раздфлится на два равныхъ 
треуг. тир и тар. По предъид. теоремЪ призма АВ Сафе равно- 



— 312 

велика такой прямой призм®, у которой основашемъ служить треуг. 

тпр, а высотой ребро Сс; а призма АСЛас@ равновелика такой 

5 

Е —- 
М 
и“ \ 

\ 

\ 

х 

Чер. 477. 

К 

В 

В 

расположиться такъ, что двф стороны одного основашя будуть 
находиться на продолжеши сторонъ другаго, такъ что (чер. 478) 
оба параллелипипеда будуть заключены между параллельными пло- 
скостяяи РВСМ и ЕАЛМ, или 2) верхшя основашя не будуть 
заключаться между параллельными ляшями (чер. 479). 

Чер. 478. 

—— —-Н. Е 

И, 

прямой призиз, у которой 
основане есть тар, а вы- 

сота также Сс. Но эти пря- 
мыя призмы равны между со- 
бою (\ 415), а потому на- 
клонвыя призмы АВСаси 
АСФаса равновелики. 

418. —Параллелипитеды 
сз равными основанями и 

высотами равновелики. Если 
совыфетить ниже!я основаня 
такихъ параллелипипедовъ, 
то верхшя лхъ основашя 
помфетятся въ одной плоско- 

стя, и при этомъ могуть 1) 

С 

1. Треуг. призмы ЕВЕЕАК и НСМСОМ равны между ©0- 
бою; дьйствительно, у нихъ грань 4АВРЕ=ФДОСНС, грань АВЕК= 
—РСММ и заключенные между этими гранями двугр. углы АВи 
ТС также равны, ибо стороны этихъ двугранныхъ угловъ взаимно 
параллельны ни сл$д. линейные ихъ углы будутъ также имфть взанмно- 

параляельныя стороны и будуть равны между собою. Поэтому ес- 
ли мы призму НСМСОМ вложимъ въ призму ЕВГЕАК, тавъ 
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чтобы равныя граня АВЕЕ и ОСНС совпали, то плоскости АД 
н ОМ совмфстятся по равенству двугран. угловъ АВ и ШОС, и 
<амые параллелограммы АВЬК п ОСММ совмЪстятся, такъ какъ 
дВЪ стороны ихъ АВ и ШОС совуяъстились и притомъ параляело- 
трамиы эти равны; а въ такомъ случав вс вершины призмъ 
<овпадутъ. 

Но если отъ всего многогр. АМ отнять я%вую призму, то по- 
„лузимъ правый параляелипииедъь ВМ; а отнявъ правую призму, 
получимъ лвый параллелил. АН; елЪд. эти пар—ды равновелики. 

2. Если верхн!я основашя парал—довь Ри О (чер. 479) ве 

Чер. 419. 

находятся между одними параллельными линями, то продолжимъ 
стороны ЕР и СН, ГК и ММ; лани эти пересЪфкутся (ибо вер- 
хня основаня вельдетв!е равенства высоть пар—довъ лежатъ въ 
®дной плоскости) и образуютъ параллелограяиъ тира; построимъ 
теперь пар--дъ В, котораго основаше т”ра будетъ находиться 
между параллельными лишями съ основанями пар—довъ Р ин ©; 
по предъидущему Ё равновеликъ параллелипипедань Ри 9; ся$д. 

Ри О равновелики между с0бою. 
Прямые (а слЪд. и прямоуюльные) параллелипипеды съ разнымы 

основанями и высотами равны между собою ($ 415). 

419. Объемы прямоуюльныхь параллелипипедовь, имъющихь 

Фавныя основаня, относятся какь ихь высоты. 

1. Позожимъ (чер. 480), что высоты АВ и аб пар довъ Р 
и р соизыримы, и пусть общая мЪра повторяется т разъ въ АВ 

АВ т 
ип разъ въ аб; тогда а Проведя черезъ точки, которыя 

получатся при отложени общей мфры по лимямъ АВ и аб, пао- 
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скости, параляельныя основав!ямъ, мы раздЪлимъ Р на т, а р на 
Чер. 480. п равныхъ пар—довъ; слЪд. 

Р_ т Р_ АВ 
—— —. Итакъ —— —— 
7.) п р аь 

2. Положимъ, что высоты А.В 
п аф (чер. 481) не сопзыфримы. 
Для доказательства, что и Въ 
этомъ случаЪ отношене объе- 
мовъ пар-довъ равно отноше- 
вю ихъ высотъ, употребимъ 
способъ приведения къ нелЪпо- 

Р АВ 
сти. Положимъ, что — >-*; 

р аб 

тогда, чтобъ уравнять эти от- 
ношения, надо второе отношене увеличить, взявъ вмЪсто аф мевь- 

шую лин, напр. ах; пусть 
Чер. 481. Р АВ 

— —=-—- . Раздфлимъ высоту 
В р ах 

оС АВ на равныя части, которыя 
были бы меньше 26, и будемъ 

одну такую часть откладывать 
по аб, начиная оть @; тогда 

одна изъ точекъ дфлешя упа- 
деть между хиЪ, напр. въ 
2. Проведя черезъ 2 плоскость || 
основан!ю, получимъ пар-дъ ас, 
котораго высота 42 соизмфрима 

въ АВ; слЪд. по предъидущему будемъ имЪть = 2 . Сравнивая 

‚ 

. В 
эту пропорщю съ допущенной нами пропорщей а замЪча- 

емъ, что у нихъ предъидуще члены равны; слфд. послЪдующе 
. ас а2 

члены должны быть пропорщональны, т. е. =. Но эта 
р 
) . 7: 

пропоршя не вЪрна, ибо ас<р, аа2>ах; поэтому — не можетъ быть 

А Р АВ. 
больше ——. Легко доказать, что — не можетъ быть и меньше — ; 

[:1/) р аб 

для этого надо только взять вмЪсто аб линю, большую аб, и по- 

: : В 
вторить предъидущ!я разсужденя. Такимъ образомъ т и въ 

случаЪ несоизмримости высоть. 
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Приведемъ еще доказательство теоремы въ случа несоизифримостя 
высотъ. Покажемъ, что отно- 
шен1е объемовъ пар—довъ 
Рир (чер. 482) равно от- 
ношен!ю ихъ высоть В наф 
при всякой степени точности 

1 
я Раздфлимъ аб на # рав- 

выхъ частей и положимъ, что 

одпа такая часть въ лини А В 
оть А до С удожится т разъ 
и отъ С до Ш) еще одивъ 

АВ т 
разъ; тогда —— ——— съточ- 

п аб 

1 
востью до —. 

п 
Вообразивъ черезъ точки Он 0) нлоскости, парахзельныя основанию „ 

АЕ_ т 
мы получимь пар-дь АЁХР ин АСЪР, и тавъ какъ и —,а 

®" 

Ат! РР т 1 
—'-—, то — = — съ точностью хо —, вакъ бы мала ни была. 

р п п 

эта дробь. А потому на основан и способа предфловъ заключаемъ,. 

что отношен!е -— — —— и въ случа несоизмфримости высотъ. 
Р аб 

420. Объемы прямоут. параллелипиптедовь, имъющихь равная 
высоты, относятся какъ основантя. Означимъ (чер. 483) объемьу 

Чер. 483. 

нар—довъ черезъ фи ‹:, высоту ихъ—й, стороны основашй — а, 
$ на,, В. Построимъ трет парЫ—лъ хз, который имЪлъ бы ту- 
же высоту А, а основашемъ его служихъ бы прямоугольникъ, у 
котораго одна сторона а, а другая 6:. Пары о и т», если при- 



— 316 — 

чять за основашя ихъ передыя грани, будуть имЪфть равныя осно- 
ван!я; высотами же ихъ будуть Би 6,. Пар—ды же 9з ит: бу- 

дуть нмфть равныя основашя, если принять за основания боковыя 

грани; высотами же ихъ будуть а и а:. Поэтому, на основами 

предъид. теоремы, будемъ нмЪть 

1; ь г, в . й 
—=--; —*= —. Перемноживъ эти пропорщи, получимъ 
© 61 $1 а: 

р) а . 
РН, гдЪ пронзведешя аб и а;. выражають площади осно- 

1 "171 

ван пар—довъ. 

421. Объемы всякиль прямоуюльныхь пар—90вь относятся 

какь произведеня ить высоть на основаная. 

Пусть г и о, будуть объемы двухъ прямоуг. пар-довъ, которыхъ 
основан!я суть Ви В,, а высоты # и 1,. Построимъ такой третий 
нар—дъ *., котораго основаше было бы 6,, а высота №; тогда 

т. №, Поремношивь эти пропорцуи, похучииъ-" о у =. е |: ш, получимъ —==—. 
сз 5, , 11 №, р р у 9 

Если напр. 6—8 кв. фут., 1 =12 фут., 6, =3 кв. фут., /,=16 

т 8.12 р фут. 10 = 36 =2; т. ©. объемь перваго параллелипяпеда 
1 . 

вдвое больше втораго. 

и ИД 429. Если въ пропорщи --==`рр ПОдожимь, что г, == кубичес- 
т 11 

кой единицЪ, то 6, будетъ = соотвЪтствующей квадр. единицЪ, а 
11 = соотвЪтствующей линейной единиц (если напр. $: =—1 куб. 
фут., то 6, =1 кв. ф., й, =1 ф.), и тогда пропоршя приметъ 
ВиДЪ г—6/. Это выражене показываетъ, что для того, чтобы уз- 

нать, сколько кубич. единицъ заключается въ объемЪ какого ни- 
будь прямоуг. пар—да, надо число квадр. единицъ, заключающихся 
въ площади его основаня, умножить на число соотвЪтетвующихъ 
линейныхь единицъ, заключающихся въ его высотЪ. Короче эта те- 
орема выражается такъ: 

0бъемь прямо). пар-да — произведению площади ею основания 
на высоту. 

Если напр. площ. основания —17 кв. фут., а высота —=5 фут., 
то объеиъ нар-да — 17.5 — 35 куб. фут, 

Если стороны основаня пар-да означимъ а и с, то площ. основ. 
—= ас, саЪД. г — ас; т. е. 

объемь прямоу'. пар-да—произведентю ею измъренй. 

Положимъ, что лин!я я (чер. 484) есть какая нибудь линейная 
единица, иапр. футь, и что ти повторяется 4 раза въ АВ, 3 ра- 
за въ АСиб разъ въ АД; тогда площ. основания параллелипяпеа—=12 
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кв. фут., ежЪд. на эту паощадь можно поете вить 12 кубовъ, изъ кото- 
рыхъ каждый — 1 куб. футу; но какъ 
высота пар-да — 6 фут., то постав- 
ленный слой кубовъ займетъ только ав 
1/5 часть объема пар-да; а чтобъ на- | 
полнить весь пар-дъ, надо 6 такихъ 
слоевъ; такимъ образомъ объемъ 
пар-да —= 12.6 —72 куб. фут. 

Есла. ведичина измфренй пар-да 
будеть выражена числами развыхъ 
наименованй, то для опредЪленя его 
объема, надо всЪ числа привести въ 
одно наименоваше и затфмъ пере- 
множить. Пусть напр. измфрешя 
пар-да будуть 15 дюйм., 3 вершка 
и 11/, фута; если хотимъ опредф- ть 

лить объемъ пар-да въ куб. дюйм., то обращаемъ данныя числа въ. 
дюймы; 3 верш. ==3/15 арш. —=3/1в. 28 дюйм.; 11/, фут. = 11/». 12 
дюЮйм., и объемъ пар-да = 15. 3/1в. 28. 11/». 12 = 14171/. куб. дюйм. 

423. Въ кубъ весь изыбрешя равны между собою, и называя 
ребро куба а, а объемь ©, получимъь 2—3, т. е. 

объемь куба —«убу ею ребра. 

Такъ если ребро куба = 3 фут., то объемъ его —= 33 — 97 куб. 
ф.; точно также 1 куб. саж. = 173 —343 куб. ф.; 1 куб. арш. == 
163 куб. верш. и т. п.; вообще, если едивичное отношеше двухъ 
линейных ыЪръ есть я, то еданичное отношен!е соотв тствующихъ 
кубичесвихь мфръ будетъ 3. 

424. Въ планиметри мы видфли, какимъ образомъ можно уве- 
личивать или уменьшать квадратъ въ нЪеколько разъ. т. е какъ, 
имя квадратъ, когораго сторона а, и сад. плошадь «®. опредфлить 
сторону такого квадрата, котораго плозадь была бы па*. дзначивъ 

Эту сторону черезъ х, будемъ имфть 2? — ма?, откуда 2==а И»; 

если число ® есть точный квадратъ, то величину х можно вычис- 
лить точно. Но каково бы ни было », лишь бы оно было числомъ 
ращональнымъ, всегда можно построить х, ибо изъ урав. 2? — на* 
Находимъ на; х=х : а; т.е. х есть средняя пропорц. между 
а п па. 

Совершенно другое представаяетъ задача объ увеличении пли умень- 
шени куба. Пусть имфемъ кубъ, котораго ребро — а, и слфд. объ. 
емъ—а3, и требуотся опредфлить ребро куба, котораго объелъ былъ. 

бы паз. Означивъ это ребро черезъ х, получамь 23 — паз, откуда 

Чер. 484. 

3 

1=а У п. Если п будеть точный кубъ, то величину х можно 
опредфлить точно; напр. если п — 8,64,27/.1..... то х— 24, 4а. 
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З/ла .. Если же п не есть точный кубъ, то ведизина х можеть 
быть вычислена только приблизительно. По способемъ начальной 
геометрии, т. е. съ помощью циркуля и линейки, нельзя также и 
построить 2. Еще древн!е Греки занимались ршешемъ задачи 00% 
Зудвоензи куба; изъ предъидущаго видно, чго геометрическое рёше- 
не этой задачи невозможно. 

425. Чтобъ показать, какъ опредфзяется объемъ ирямаго пара2- 
челипипеда, возьмемъ (чер. 485) прямой пар-дъ АС и изъ точекъ 
Аи В проведенъь АЕ | СХ и ВЕ! СО; затьмъ построимъ пря- 
моуг. паразлелипипедъь АМ, который съ пар-домъ АС’ будетъ имЪть 
дну высоту — АМ, а основашемъ его будетъ прямоугольникь АР. 

Но если у пар-довъ АС и АМ при- 
нять за основан!е переднюю грань АК’, 
то они будуть также имЪть и общую 
высоту АЕ и саЪ\. они равнове- 
зики. Но объемз прямоуг. пар-да 
АМ = АВ. АЕ.АМ; слЪц. и 0бЪ- 
емъ пар-да АС — АВ. АЕ. АМ; 

а такъ какъ АВ. АЕ выражаетъ 
площадь основаня прямаго пар-ка 
АС, а АМ есть его высота, то сл$д. 
объемь прямаю параллелипипеда —= 

площади ею основаня, умноженной 
на высоту. 

426. Пусть имфемъ наклонный па- 
раллелипипедъ Р, котораго основан!» 

есть ©, а высота №. Построимъ на основ ши 6 прямой пар-дъ 7 
такой же высоты №. Тогда Р, будегъ равновеликъ Р; а Р, =, 
с1%. и РОЙ; Т. ©. объемь всякаю пар-да=-произведеню пло- 
зцади ео основамя на высоту. 

427. Возьмемъ треуг. призму АВСЕЕС (чер. 486); продояжихъ 
Чер. 486. плоскости обоихъ основанй приз- 

мы и проведемъ черезъ точку А 
плоскость || грани ВЕСС приз- 
мы, а черезъ С паоскость || грани 

Е  АЕРВ; эти плоскости пересфк\т- 
ся съ плоскостями основанй приз- 
мы, и мы подучимъ пар —дъ АС, 
для котораго грань призмы 4ЕС С 
будеть дагональной плоскостью; 

поэтому (3 417) треугольн. призмы 
: АВСЕЕРС и АСШЕСН будуть 
А В равновелики;  слЪфдовательно 05. 

ВСЕРС—\|‹ об. пар—да АС—!/, площ. АВСШ.Ь, гдВ Ъ воть 

Чер. 455. 
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высота пар—да и высота призмы. Но 1, АВСО—АВС; слфковат. 
06. приз. АВСЕЕСЬ—. АВС.Ь; т.е. объемь треуъ. призмы = 
произведению площ. ея основамя на высатц. 

428. Многоуг. призму Р(зер. 487) можно 
плоскостями, проведенными черезъ ребре 
АЕ в ребра СН, ГС’ раздБаить на треуг. 
призмы р, р:, 2, которыя будуть имЪть 
высотой высоту № призмы Р, а основан- 
ами треуг. Е, &1, $. Таквмъ обравомъ объемъ 

—(#н--)^=— МЬ, гдф М есть основаве 
призмы Р. Итакъ объемь всякой призмы 
произведению площади ея основашя на 

зысоту. 

Слъдствзя. 1. Призмы, имфющия равныя 
высоты и равновеликя основавя, равно- 
велики. 

2. Объемы призмъ относятся какъ про- 
изведеня основан на высоты. 

3. Объемы призмъ съ равными основа- 

Чер. 487. 

Е 

з1ями относятся какъ высоты; & съ равными высотами—какъ пло- 

ацади оснований. 

423. Опредфленте объема пирамиды основывается на сяФд. теорем: 
зпреуюльныя пирамиды, имъюийя равныя высоты % равновели- 
кая основашя, равновелики. Положимъ (чер. 488), что пирамады 

Чер. 483. 

$ 

И 7 

/ | 

Г 
м во 

Ри Р, пиБють равныя высоты щ равновелиыя осмованя; прехста- 
вимъ себЪ, что основашя ихъ помфщены въ одной нлоскости, тогка 
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вхъ вершины би 5; будуть находиться въ одинакомъ разетояви 

оть этой плоскости. Раздфлимъ ребро 5.А на п раввыхъ частей 

и проведемъ черезъ точки дЪлев!я плоскости || плоскости осно- 
ван! пирамидъ; тогда эти параллельныя илоскости пересфкутъ пи- 
рамиды по треугольникамъ, соотвфтственно равновеливимъ (\ 406). 

Построимъ въ пирамид Р рядъ внутреннихъ призм АД, ЕН..- 

маи м, т|... и рядъ внюшнихь призмь АС, ЕЁ.. или т--п, 

т.-- я... Тоже построен!е сдЪлаемъ и въ пирамидЪ Р;. Тогда каждая 

призма пирамиды Р будетъ равновеяика соотвфтствующей ей призу® 
другой пирамиды, ибо эти призмы имфютъ равновеликя основан!я 
и ревныя высоты. Такимъ образомъ сумма объемовъ вофхъ вну- 
тренвихъ призмъ пирамиды Р будетъ равна суммф объемовъ вну- 
треннихъ призмъ пирамиды Р;; также и суммы объемовъ внЪшнихъ. 
призмъ въ обфихъ пирамидахъ будуть равны между собою. Съ 

увеличенемъ числа дЬлешй ребра 5А, суммы объемовъ внутрен- 
нихъ и внфшнихъ призмъ будутъ приближаться къ объему пира- 
миды — первая увеличиваясь, а вторая — уменьшаясь, и если мы 
докажемъ, что разность между обфими суммами можетъ быть сдЪ- 
лана менфе всякой данной величины, то разность между пирамидой 

и каждой изъ суммъ будеть п подавно безконечно мала; а потому 

пирамида будетъ служить предфломъ для обфихъ суммъ, и такъ какъ. 
суммы внутреннихъ и внфшпихъ призмъ въ обфихъ пирамидахъ со- 
отвфтетвенно равны; то 10 способу предьловъ (теор. 25 310) за-- 
ключимъ, что и предфлы ихъ, т. е. пирамиды, равновелики. 

Сумма внЪшнихъ призмъ пирамиды Р—=ия-- ии. из; 
сумма внутреннихъ призмъ той же пирамиды=т-- т. тэ; разность. 
между этими суммами из и--я, я. Но из=—ть; сл. дэ = 
п-т —та; из и=пт.-Р =; нтакъ разность = призуЪ 
т--п; объемъ этой призмы=илощ. АВС. 1, гдЪ й, т. е. высота 
призмы, есть я—я часть высоты пнрамиды; такъ какъ Ф можно 
сдфлать меньше всякой, произвольно взятой, величины, то и произве- 
деше площ. АВС па 1 есть также величина безконечно малая, что 
и требовалось доказать. 

430. Объемь треуюльной пирамиды есть одна треть объема 
призмы, имъющей сь ней одно основание и одну высоту. Возьмемъ 

пирамеду ЕАВС (чер. 439) и построимъ на ея основани призму 

АВСОЕЕ (для чего проведемъ черезь Е илоскость || АВС, а 
изъ 4 и В проведемъ пряныя АД и ВЕ|| СЕ до встрфчи съ про- 
ведениой плоскостью; затфмъ черезъ прямыя СЕ и АД, СЕ и 
ВЕ, ВЕ и АД проведемъ плоскости). Если проведемь теперь пло- 

скость черезъ А, Е и ЁР, то призма разобьется на три пирамиды: 
данную ЕАВС и двЪ новыхъь ЕАДЕ и ЕАВЕ. (Пирамиды эти 

представлены отдЪфльно на чер. 490—492). Для доказательства тео- 
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ремы нако доказать равновеликость всЪхъ этихъ пирамидъ. Дв® 
новыя пирамиды ЕАОЕн ЕАВЕ Чер. 489. 
равновелики, ибо основан!я ихъ 
АР и АЕВ равны какъ поло- 
вины параллелограмма АДЕВ, и 
высоты равны, такъ какъ основа- 
ня пирампдъ лежать въ одной 
плоскости, вершина жеу нихъ 0б- 
щая. Но если въ пирамид ВАДЕ 
примемъ за вершину точку 4, то 
основаше ея ЕДЕ будеть—осно- 
ванНю АВС данной пирамиды, и 
высоты этихъ пирамидъ будуть 

одинаковы; стало быть пирамида 
АРЕЕ равновелика ЕАВС. И 
такъ всЪ пирамиды равновелики, и слБд. объемъ каждой изъ нихъ 
—1/; объема призмы. Но объемъ призиы==произведеню основаня 

Чер. 490. Чер. 491. 

на высоту; слд. обземь инрамиды==плотади основаня, умножен- 
ной ни 1/; высоты. 

431. Веякую многоугольную пи- 
рамиду можно дагональными плоеко- 
стями раздфлить на треугольныя пи- 
рамиды, которыя будуть имЪть съ 
ней одну высоту; сумма же осно- 
ван! { этихь пирамидъ будеть==оено- 

вашю многоугольной пирамиды; по- 
Этому 0бьемь всякой пирамиды ра- 

вень площади ея основамя, умно- 
женной на !/; высоты. 

Слъдствзя. 1. Велкая пирамнда д 
есть треть призмы, имфющей съ ней ы 
равновеликое основаше и равную высоту. 

Чер. 492. 
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9. Пирамиды съ равиовеликими основашями и равными высотами 

равповелики. 

3. Объемы пирамидъ относятся какъ произведеня площадей ихъ 

основанй на высоты. 

4. Объемы пирамидъ съ равиовеликимя основанями относятся 

какъ высоты; а съ равнымя высотами относятся какъ площади 

оспованй. 

439. Опредълимъ объемъ правильнаго тетраэдра, котораго ребро-=а. 

Площ. основашя тетраэдра=!/з а УЗ; высота же тетраэдра —= 

1—=Уа?—э9, гдЪ г есть рамусъ круга, описаннаго около основаня 
са ее 

У; саб. тетраэдра; такъ какъ =: то 1 — и ей 

объемъ тетраэдра = 1/; .1/4 а? УЗ. аУ*/3=1 89. 

433. Опредълимъ объехъ усЪченной треуг. пирамиды АЕ (чер 493)- 
Провел плоскоети черезъь А,Е,С и черезъ А, Е, Е, разобьемъ дан- 
ную пирамлду ва три треуг. пирамиды—ЕАВС, ЕАШЕин ЕАСЕ. 

Пирамида ЕАВС имъетъ основа- 
Чер. 499. шемъ нижнее основан!е данной ли- 

рамиды, а высоту общую съ дан- 
ной; если въ пирамид ЕАДЕ 
возьмемъ за вершину точку 4, то 
основашемъ ея будеть ДЕР, т. е. 
верхнее основан!е данной пирами- 
ды, а высота ея будетъ общая съ 
данной. Разсмотримъ теперь третью 
пирамиду ЕАСЕ. Проведемъ по 
плоскости ЕС прямую ЕМ || ЕС 
до пересЪчешя съ СВ и постро- 
имъ пирамилу МАСХР; эта пирз- 
мида будеть равповелика пирам. 
ЕАСЕ, ибо онЪ ичЪютъ общее 

основаШе АСР ивысоты ихъ рав- 
ны, такъ какъ вершины ихъ Ми Е лежатъ на прямой ЕМ || оспова- 
ню пирамиды (ЕМ || плос. АСЕ, потому что ЕМ || прямой ЕС, лежа- 
щей въ этой плоскостя). Если же въ пирамид МАСР примемъ за вер- 
шину точку Р, то пирамида будетъ имфть такую же высоту, какъ и дан- 
ная, а освовашемъ треуг, А СМ. Чтобы опредълить этотъ треуг., зам$- 
тямъ, что тр ки АСВи АСМ иивють общ уг. С; атр-ки АСМ 
я ЕЕ ниЪють равные углы Си; но площади тр—ковъ, имю- 
щихь 0бн@ уголь или по равному углу, относятся какъ произве- 

АСВ __ АС. СВ 
АСМ 2А0.СМ—- 

дешя сторонъ, содержащихъ эти углы; слЪд. 
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СВ 
= рр) ибо СМ=РЕЕ какъ параллельныя иежду параллельными; 

АСМ _АС.СМ АС : АС _ ФЕЕЕОР БЕРОЕ: Но треуг. АСВ о ШЕЕ, елЪд. Е 

и р р АСВ _ АСМ . к 
= Е › 10910иу и = рун; Т. ©. основаше третьей пи- 

рамиды РАСМ есть ереднее пропорщюнальное между основаями 
данной пирамиды. Итакъ объемь усъченной треуюльной пира- 

миды — суммъь объемозь трель пирамидь, которыя имъють вы- 
<оту общую съ Уусъченной пирамидой, а основаня—0дна нижнее 
основанле устченной пирамиды, друмя—зерхнее, третья—сред- 
нее пропорциональное между вертнимь и нижнимъ. 

434. Возьчемъ многоуг. усЪч. пирамиду Ас (чер. 494); продол- 
живъ ея ребра до пересфченя въ 5, получимъ пирамиды бАВСР 
и бабса; усЪч. пирамида будетъ представлять разность этихъ пи- 
фамидъ. Построимъ теперь въ плоскости основашя АВСЛ треуг. 
ИУМР, равновеликй АВС; возьмемъ точку О въ такомъ же раз- 

Чер. 494. 

о 

стояши отъ плоскости АВС, какъ н 5, я построимъ пирамиху 
ОММР); продолживъ плоскость афса, пересфченъ пярамнду ОМ УР 
и получимъ въ сЪченш треур. тир, равновеликюй абса ($ 406). 
бъемь БАВСО=об. ОМХР: об. Бафс4=0б. Отпр; слВд. и 
%б. 46—00. М». Но 06. треуг. уефч. пир. Ми==уммь объеховъ 
трехъ пирамидъ, инфющихъ высоту общую съ Мю, а основашя— 
одна нижнее осповаше, другая— верхнее, третья— среднее пропор- 
щональное между ними; слфд. тому же равенъ и объемъ усЪч. мно- 
гоуг. пир. 4с; а такъ какъ основашя этой послЪдней соотвьтствен- 
но равновелики основашямъ усфч. треуг. пир. и высоты обфихъ пя- 
рамидъ равны, то объем» всякой усъч. пирр—суммль объемовь трель 
пирамидь, имьющить высоту, общую съ данной, а основамя— 
одна нижнее основане данной пирамиды, друлая верхнее, третьз 
— среднее пропоригональное между ними. 

21* 
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Назвавъ © объемъ усЪч. пир., 2—высоту ея, В и Ь — площади 
ея основан, х— площадь, среднюю пропорц. между нимн, и зам$- 
тивъ, что изъ пропорщи В: х=<: 6 имфемъ 2% — ВФ или 2— 

—=У В, получимъ == 1/3 ВА -Н 1: ВВ 1/3 ИУВЬ. № —= 

—=1/,(В-+Ь-+УВЬ. 
435. Для прамфра опредфанмъ объемъ правильной усЪченной ше- 

стнугольной пирамиды, которой боковое ребро $, сторона нижняго 
основан!я — а, а отношене площадей нижняго и верхняго осно- 
ванй—п. 

® а 

Пяощ. нижняго основан!я— ба. чу = — “4 —3/. а*У3; площ. 

ИЗ 
верхняго основ.— У — р ; площадь, средпяя пропорщональвая меж- 

у За* УЗ. За?Уз _ За и УЗ. 
[) ями. — Е а ; | ду основанями, о от === высота пира 

мидъ есть катетъ треугольника, котораго гипотенузой служитъ реб- 
ро 6, а другимъ катетомъ разность радтусовъ круговъ, описанныхъ 
около нажняго и около верхняго основаншя. Первый радусъ = а; 
радтусъ же верхняго основан!я опредфлимъ на основани того, что 

площади правильныхъ подобныхъ мног—ковъ относятся какъ квад- 
раты радгусовъ; такъ какъ отношенше площ. верхняго основан!я 

х 1 : з 
въ площ. инжияго по условшо-— -—, то отношеше ихъ радусовъ=- 

а . - 
=У ;. и слтд. рад. верх. осн.= ух —. Такимъ образомъ высота 

Уп 

р 

пирамиды = И »- (‹- 5 — (* — ва ‚ а объемь пирампды = 
Ун 

= (1+, — УЕ) Ив-« (1-7; 
436. Выражен!е объема я нирамиды можно вывести также пу- 

темъ алгебраическимъ. 

Пусть будетъ ТУ объемъ пирамиды, которой высота=Н, а нлощ. 
основан1я— В; пересфчемъ эту пирамиду плоскостью на разетояп!и 
Й отъ вершины; площ. сфчен!я означиыъ 6; а объемъ пирамиды, ко- 
торой основ.0, а высота №, назовемъ ©; объемъ полученной усфчев- 
вой пир. назовемъ $1, высоту ея означимъ 1. Такъ какъ = 

—1/3ВН, "=, то += —и—1,ВН — ту. Но Н= 1, 
саЪд. в. [В )— БВ --ЫВ--Ь)... ана (1). 

р? ь 
П = о $404 ныфемъ в = ИСИ : 

фз -- 26, -- 6,2 ВА?—0, ила #3 ВВ) — 204—610, 

откуда 
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му ЕСваыви я откуда Й = 2 1 

изн — А -ЕУ 86 _11(6-5У ВЬ) . 
ВФ в. == 

Въ этой формул надо передъ УВЬ удержать только знавъ --, 

№60 взявъ УВ съ знакомъ—, получили бы для № величину отрица- 

тельную, такъ какъ В>6, сдд. У ВФ? >65; между тёмъ й не 
можетъ быть отрицательнымъ. Вставивъ величину й въ урав. (1), 
молучимъ об. усфч. пирам. 

> [ в» чи у кв $1—1/ 
В 

или #1 = 1/32, (В ЕЬ-- У ВЬ. 

437. Опредълимъ объемъ усЪченной треугольной призмы (т. е. 
‘такой призмы, которой основашя непараллельны между собою). 

Проведя (чер. 495) плоскости черезъ А, Еи С, атакже черезъ А, 
Ен РЕ. разефчемь призму на три пирамиды: ЕАВС, ЕАСЕ и 
ЕАШЕ. Первая пирамида имфетъ осно- Чер. 495. 
вашемъ основаше АВС призмы, а вер- 
шину пъ одной изъ вершинъ Е друга- 
го основашя призмы. Пирамилу ЕАСЕ 
можно замфнить равновеликой ей пира- 
мной ВАСЕ (у этихъ пирамидъ оено- 
ваше общее, именно треуг, АСК; вер- 
шины ихъ лежатъ на ланш ВЕ || плос- 
кости основашя АСР, слЪд. и высоты 
пирамидъь равны); въ пир. ВАСЕ мож- 
по принять за вершину точку Е; тотда 
ея основашемъ будеть АВС, а верши- 
на ея будеть въ другой вершин Е 
верхняго основашя призмы. 

Третью пирамнду ЕАДЕ можно за- 
иБнить такой, которая, какъ и первыя 
дВЪ, будегь пиьть основашемъ также треуг. АВС, вершину же 
ВЪ точкь Ш третьей вершниЪ другаго основашя призмы. ДЬйствл- 
тельно. ппр. ЕАДЕ равновелика пир. ЕАХ С (основашя их АДЕ 
и АДС равновелики какъ треугольники, имфюще общее оспова- 
не АД, а вершины на лини РС\| АД; высоты пирамидъ раввы, 
1бо у нихъ общая вершина Е, а оспованя въ одной плоскости; за- 

ТЪмъ пирамиду ЕАДС можно замфиить равновеликой ей ВАДС 

(У этихъ пирамидь основаше общее—АДС; а высоты равны, вбо 
вершины Е и В лежать на прямой ВЕ || плоскости основан!я); въ 
пирамид$ же ВАОС можно за вершину принять Д— тогда осно- 
вашехъ будеть треуг. АВС. Мтакъ обземь усъченной треуь. приз- 
ми—суммъ объемовь трель пирамидь, имъющихь основанлемъ одно 
мзъ оснований призмы, а вершимы— вь вершинать друзю основаня 
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438. Если усфч. призма (чер. 496) будеть прямая, то ребра ея 
а, 6, сбулуть высотами пирамидъ, и назвавъ о объемъ призмы, а 
3 площ. ея осповашя, перпендякулярнаго къ ребрамъ, получимъ 

а-Ны-с 2 
о - т. е. объемь прямой усъч. призмы=—площ. ея ос- 

нованзя, перпендикулярнаю къ ребрамъ, умноженной на ариеме- 

эпическое среднее изъ ея боковыть реберъ. 

439. Возьмемъ наклонную усЪч. треуг. призму АС (чер. 497); пе- 
Чер, 496. Чер. 497. 

р 

В 

ресфчемъ ее плоскостью, перпендикулярною въ ребрамъ; тогда призма 
раздфлитея на 2 прямыхъ усЪч. призмы 216 и МС. По предъидущ- 

., МО--РЕЖМС ‘ 
объемъ МС—=площ. мкр МО 5 Е : 

МА+РВ-МС. о} 

х С 06. Аб — пл. ММР. РЕНО. 
Итакъ объемь наклон. усъч. треуь. призмы—площ. съченля, пер- 

пендикулярнало кь ребру, умноженной на ариеметическое среднее 

боковыть ея реберъ. 

410. Для опредълешя объема какого бы то вы было многогран- 
ника надо разбить его на пирамиды или вообще на тамя тФла, 
объемы которыхъ мы умфемъ опредфлять, и затЪмъ взять сумму 

веЪхъ этихъ объемовъ. 
Чтобы разложить многогранникъ на пирамиды, можно взять т0ч- 

ку внутри ето и провести плоскости черезъ эту точку и черезъ каж- 
дое ребро; основанями пирамндъ будузтъ грани многогранвика, а 
высотами— перпевдикуляры, опущенные изъ взятой точви на грани 
многогранника. 

06. ИС=ил. ЛИМР. слЪд. 
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441. Подобе иногогранниковъ. Подобвымн ивогогравниками 
наз. таке, у которыхъ многогранные углы соотвфтственно раввы и 
воторые огравичевы одинакимъ числомъ подобвыхъ и одинаково рас- 
пеложенныхъ иногоугольниковъ. Вслфлств1е равенства многогр. уг- 
ловъ, и двугранвые углы тавже булутъ равны между собою. 

Сс$ одноименные правильные мяогогранники подобны между собою. 

442. Бь подобныхь мношлранникалъь стодственныя ребра протор- 
\3ональны. Въ самомъ д$л$, такъ вкакъ сходствевныя грани подобны 

межлу собою, то отвошеше ихъ площадей ( $ 289)=квадрату отво- 
шен1я реберъ; но каждое ребро привадлежитъ двумъ гранямтф; по- 

этому отвошен!е площадей каждыхъ двухъ сходственныхъ граней== 

отвошен!ю площадей каждыхь двухъ другихъ сходствеиныхъ граней, 

н стало быть квадраты отвошен! сходствевныхъ реберъ равны меж- 
д] собою, а потому ребра пропорщовальны. 

443. Плоскость, паразаельная основавю пирамиды, отсъкаетъ 
пирамнду, подобную данной. Пусть (чер. 498) излос. абса || АВСХ. 
Такъ вакъ ($ 404) абса со АВСДи 5аб — Чер. 498 
соб АВ, 5% со 5ВС...., то веф грани пи- и Г 
рамиды 0афс@ подобны транямъ пир. 
БАВСШ. Кром того обь пирамиды им%- 
ютъ обнЙ многогр. уг. 5; а трегр. уг. 
а=уг. А, ибо они нифютъ по равному 

двугр. углу (уг. ба=бА), заключенному 
межлу равными плоскими углами (За — 
бАВ, ба4а=5АГШ); по такой же причи- 
вЪ равны и остальные трегр. углы. Стало 
быть 546са со бАВСО. 

444. Треуюольниыя пирамиды подобны, 
если имъють по равному двузринному у- р 
4У, заключенному между соотвътственно АС 
70добными и одинаково расположенными 
зранями. Пусть (чер. 499) двугр. уг. 5.А 
= уг. 5а, бАВоо 5аь, 5.А Сосо 5ас. Вложнмъ пирамиду а, БбАВС, 

Чер. 499. тавъ чтобы 5 упала въ 5 и чтобы 
грань 5аб пошла по ЗАВ; тогда по 
равенству двугр. уг. 5. и 54а и грань 
5ас пойдеть по 5АС. Велфдстме подо- 
б1я треуг. ЗАВ и заб точка а упа- 
детъ въ какую нибуль точку Ш ребра 
БА, а точка Ь упадетъ въ такую точ- 
ку Е ребра БВ, что прямая ДЕ 6у- 
деть || АВ. Подобвыхъ образомъ и 
треуг. зас займетъ въ трезг. АС та- 
вое положене БОК, что ОЕ будетъ 
НАС. Нввовець основаше афс при- 
метъ положене ШЕЕ, и плоскость ето 
булеть || плос. АВС, вс2фдстые чего 
пирамида ОДЕЕ будетъ со АВС, & 
слЪд.в за6с со бАВС. 
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445. Два мнозоранника, составленные изъ одинакало числа соот- 

вътственно подобныть и одинаково расположенныхь четыреранни- 

*0вз (т. е. треугольныхъ пирамидъ), подобны между собою. Пусть 

(чер. 500) ОА ВШсооафа, ОВ СШософса...Соотвфтственныя гранн мно- 
гогранниковь ОАВСЬЕ 

Чеу. 560. и оафе4е будуть подобвы 
0 или какъ  сходственвыя 

грани подобныхъ четыре- 
гранннковъ изи какъ со- 
ставлепныя изъ одинака- 
го числа подобныхъ и оди- 

наково  расположенпыхъ 
треугольвиковъ. Напр. 
грань 4 ВСШ со афса, пбо 
преуг. АВО со аб какъ 
сходственныя грани но- 
добныхъ четырегранниковъ 

ОАВДШ и оа Ба, зтреуг. ВОС осоЪас какъ сходственныя грани по- 
добныхь четыре! раньниковъ ОВОС и 046; и кромЪ тоге, если 
треуг. АВЬ и ВОС ваходатся въ одной плоскости, то двугр. уг- 
лы ОВША и ОВОС четнреграввиковь ОАВЬ и ОВС состав- 
ляютъ два прямыхъ; а потому и двугр. углы оба и офас подобныхъ 
имь четырегранниковь 0а04 и обс@ также должны составлять два 
прямыхъ, и сад. треуг. а4. и Бас должны также быть въ одвой 
плоскости. 

Мвогогранные углы обонхъ многогравниковъ будуть соотвЪтствев- 
но равны, ибо всф ихъ плосюе и двугранвые углы соотвфтственно 

раввы и одинаково расположены. ДЪйствительно, такъ какъ грави 
многогранниковъ соотвфтетвенно подобны и одинаково расцоложены, 
то слЪд. веЪ илоске углы обонхъ многогранниковь соотв®тствевно 
равны и одиназово расположены. 

Двугранные же углы будутъ раввы или какъ сходственные двугр. 
углы подобныхъ четырегранянковъ или какъ суммы такихъ угловъ. 
Напр. двугр. уг. ВСОЕ, образованный гранями ВСО и СЬЕ, 
есть сумма дву'р. угл. ВСДО и ЕСШОО, принадлежащихъ четыре- 

гранникамь ВСР и ОСРЕ; а двугр. уг. Ве4е, образованвый 
гранями 6с@ и с@е, есть сумма скодствеввыхъ двугр. уг. 0640 н 
сс40, приналлежащихь четырегравникамь 0с4 и 074е: а эти четы- 
регранники соотвфтствепно подобвы ОВСО и ОСБЕ. 

446. Обратно: эпдобные мноотранники млуть быть раздълены на 
Одинакое число подобныхь ч одинаково расположенныхь четыреран- 
нихковъ. Возьмемъ ввутри перваго многогравника точку О (на чер. 501 
представлены только части обоихъ мвогогранниковъ) и разложвмь 
ето на четырегранники, принявъ О за общую вершину этихъ тр+- 
угольныхъ иирамидъ; пусть ОАВС будетъ одна изъ такихь пира- 
михъ. Точкамь А,В,С... перваго многогр. соотвЪтствуютъ точки 

а,ф,с втораго; проведемъ плоскость оаб такъ, чтобы онасъ гравью 
афс по верхнюю сторону этоВ грани составила двугр. уг. оа6с—=ОАВС, 
й въ этой изоскости оаб постронмъ ва аб треуг. оф со ОАВ. 
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Потомъ, принявъ точку о за общую вершину, разложныъ второй 
многогранникъ на четырегранники, соствфтствуюцие четыреграван- 
вамъ перваго мпогогран- 
ника, п докажемъ, что они Чер. 501. 

соотвфтствевно — подобны 0 
четыреграниикамъ перваго. й 

Четыр. ОАВСоо оабс, и \ 
ибо двугр. уг. ОАВО—= \ 
`—9афс, грань ОА Воо 0а\ 
и АВСооафс (грани эти 
подобны или вакъ сход- 
ственныя грани подобныхъ 
многогранниковъ или какъ 
«ходственныя части этвхъ 
траней). 

Пусть Д будетъ четвер- 
тая вершияа перваго мно- 
тогравника, притомъ та- 
кая, что треугольники АВС и АВШ имфють общую сторону 
АВ и расположены или въ одной плоскости или въ дзухь смеж- 
чыхь плоскосгяхъ. Разсмотримъ четырегранвики ОАВО и оаёа. 
Грань ОАВ сооаЪ какъ сходственныя грани подобныхъ четырегран- 
инковь ОАВС и 09465; гравь АВДОосо аб@ какъ сходственные тре- 
угольники подобныхъ граней данныхъ многограаниковъ. Кром того, 
если треуг. АВОи АВШО расположены въ одной плоскости, то 
хвугр. уг. ОАВО=уг. оаф@, какъ дополнев!я до двухъ прямыхъ Бъ 
равнымъ углаыъ ОАДВС и 0а6с. Если же треуг. АВС и АВО 
лежать въ разныхь плоскостяхъ, то двугр. уг. ОАВО=уг. очБа 
какъ разности равныхъ двугр. угловъ; именво ОАВО=РАВСЬ-— 
ОАВОС, а 0164—=4афс-—оабс. Въ обонхъ случаяхъ четырегравнивъ 
ОЭАВОсооа0 Ц. 

Подобнымъ образомъ докажемъ лосл‹овательно подоб1е и сл$ду- 

ющихь четырегранниковъ. 
447. Поверхности подобныхь мноилракниковь относятся между 

собою кахь квадраты сгодственныхь реберь. ДЪйствительно, такъ 

какъ грани цодобныхъ многограннаковъ соотв®тстяенно подобны, то 
отношен!е каждыхь двухъ сходсгвеввыхъ граней—отношев!ю квадра- 
товъ сходствентыхъ реберъ; но сходственвыя ребра пропорщопаль- 

ны: поэтому, означивь М, Л[,, М... . грани одного мвогогр., Ё— 
какое вибудь ребро его; т, 71, 1Из.... и [ сходетвенныя ямъ гра- 
ни и ребро другаго, получимъ 

м 1 м“ М, № 
Неа а = откуда 

т [в т") : т В 

М--аИ-М,-+.... _ 1% 

тт Е т,--.... № 

443. Объемы подобныть многоранниковь относятся между собою 
жакъ кубы сгодственныхь реберз. 1. Возьмемъ сперва два подобныхъ 
четырегранника и расооложимь ихъ какь указано ма чергежфё 0502, 

\ \ 
\ 

\ 

у 

\ 
\ 

| 
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т. е. одивъ ваожамъ въ другой. Объемьъ БАВС-—1АВС. 650; 
06.5 АВС _ АВС.50 

забе ^— ;—. Норлоскость абс 
об.бабс афс . 80 о плоскость 0б. ба—/34Ьс. 50, сад. 

АВС 5 0% 
Чер. 502. | АВС, са$д. ($ 404) а — 50 

50 БА _ АВ 
—— = — — ; поэтому 
бо 54 58 
065АВС _ 503 АВЗ 

0б.бабс `° 503  а6з ° 
2. Возьмемъ теперь два подобвыхъ  много-. 

гранника Рир, и вусть Г, и { будутъ ихъ 
сходственныя ребра. Разложимъ ихъ на по- 
добные и одинакоко расположенные четыре- 
гранники— первый ва 2, 11,, Л[....., второй 
ва т, т;. т....; тогда 

М _ 13 М, _ 18 М. 13 

ИЕ ИО" ОСБ: 

М.-|.... 3 3 а И 
и В 

449. Задачи. 1. Опредфлить дтатональ прамоугольнаго параллели- 
пипеда, котораго измфревя 96, 28 и 75? 

2. Ребра прямоуг. паралделипипеда суть а—5; 6—9; с—12; опре- 
АЪлить площади сфчевй, образуемыхъ д!атональными плоскостями? 

3. Опредфлить измфрен!я прямоуг. пар—да, если перимстръ его 
основав1я—2р, площ. основ.—5, д1агональ—а ? 

4. Въ прав. треуг. призм, площ. освов. которей = $ =/50, сд%- 
заво сфчев!е, проходящее черезъ одно изъ реберъ основан1я подъ 
уг2. 45° къ освовав!ю; опредфлить площ. этого сфчен1я? 

5. Прямо]г. пар—дъ, котораго освован!е есть квадратъ перимет- 
ра и, пересфзенъ плоскостью, проходящей черезъ одно изъ реберъ 
внаняго освовав1я и перес$кающей лив1ю, соединяющую центры осно- 
вавй, въ разстояи р отъ нажвяго освовав1я. ОпредЪлить площадь 
с$чен!я, если 1) и—=12, р—=2; 2) и—2, р—0,6? 

6. Черезъ конечныя точки реберъ куба, выхолящихъ изъ одной 
ъершивь, проведена плоскость; то же сдфлано съ ребрами, выходя- 
щими изъ прямопротивоположной ве ршивы. Какую фигуру будетъ имфть. 
третье сфчен!е куба, параллельное двумъ первымъ и находящееся отъ. 
вихъ въ одинакихъ разстоянтяхт, и какъ будетъ относиться его п.0- 
щаль къ площади перваго сЪчевя? 

7. По высотф й —5,7 и ребру а освовав1я прав. треуг. пирами- 
хы. равному 17,1 вычисзигь боковое ребро? 

8. По высотё }#—0,17 и боковому ребру прав. треуг. пирами- 

ды $—0,33 вычислить ребро освовав!а? 
9. По боковому ребру Ь и ребру а освовав!я прев. треуг. пира- 

миды вычислить высоту, есзи $—3,17; а—0,75? 
10. Прав. шестнуг. пирамвда, ребро оенованя которой—а, пере- 



— 331 — 

сфчена плоскостью || основазю и дфлащей высоту понозамъ. Опред-— 
лить пло. сфчен1я? 

11. Въ какомъ разстоав1и отъ мевьшаго основав: вадо разевчь. 
усфчевную пирамиду плоскостью |] основав!ямъ, чтобы площ. с$ченая. 

была средней ариеметической илощ. освовзай, если площ. бобльша. 
то основ. — В — 10,24; площ. мевьшаго осв. =6—5,76; высота. 

й—13,566 ? 

12. Рёшить предъид. зад., полагая, что площ. сфчев1я есть сред.. 

тсометр. между площадями освовашй, и что В —32,08; 6 — 2,005; 
в — 24/1. 

13. Въ прэв. четыреуг. пнрамидф, которой ребро основаня есть. 

1=41/;, а высота А —53/;, вписавъ вубъ такъ, что четыре его вер- 
шины лежать ввутри освоваи1я пирамиды, а другя зетыре соотв%т-- 
ственно на четырехъ боковыхъ ребрахъ. Вычислить ребро вуба? 

14. Вычислить ребро куба (см. зал. 13), если его верхн!я вер- 
шивы лежать на апоеемахъ пирамиды? 

15. На равностороннемъ треугольник построены прав. призма и 
прав. пирамида одинакой высоты, и отношея?е площадей боковой гра-- 

ви призмы и пирамиды-—т. Онредфлихь отношене высоты къ ребру. 
основания, если #—1? 

16. Оцредфлить въ предъил. задач величину т, если боковое реб- 
ро пирамидь=—ребру основан1я? 

17. Стороны основан прав. усфч. четыреуг. пирамады суть а=—2,5. 
и 6—7,5; опредфлить высоту ел, если сумма площадей основав1й —- 
сумм$ площадей боковыхъ граней? 

18. Площади основан усфз. перамиды суть В—32,4 и 6—14,4;: 
высота ел двумя, параллельными основанаиъ, плоскостями разсфчена 
ва 3 равчыя части. Опредфлить площади сфзев!й? 

Примъч. Въ задачахъ 19—26 включительно означено черезъ № 

ребро основашя прав. треуе. призмы, № — высота ея, В — изощ, 
основ., б—боковая поверхность, б-—-поавая поверхность. 

19. Дано а==27; #—32; найти В, 5:, 5? 
20. Дано а—=84 и 5\—13608;: вайты #, Ви 5? 
21. Дано а=3 и 5—800; найги д, Ви 5? 
22. Дано #—15 и В=06; найти а, бу н 5? 
23. Дано 4—7 и 5, —168; найта а, Би В? 
24. Дано #—=9 и 5—270; вайти а, Ви 5? 
25. Дано В=—42 и 5, —378; вайти а, Ён ©? 
26. Дано 5\=2880 и б—=3480; найти а, Ви В? 

27. Въ прямой призмЪ, основав!е которой есть равнобедр. треуг. › 
давы: сторона освовавзя с—-6,5; площадь освовав:я В—20,28 и 

полная поверхность 5=269,36; опредфльть высоту призмы №, осно-. 

ване ( равнобедр. тр—ка и боковую поверх. 5,? 
28. Стороны освовап!я прямой треуг. призмы суть а=13; 6—19: 

<—24; боков. поверх. иризны—5;,—=1950; опредфзить высоту № приз- 
мы, площ. В освован!я и полную поверх. 5? 

29. ДяЪ сторовы основан1я прямой треуг. призмы суть а — 11; 
$—14; площ. В освован1я=77; позная поверх. 5—954; опредЪанть 
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“третью сторояу с основав!я, высоту Й призмы и боковую позерх. 

$5, ея? 
30. Высота прямоуг. паралаелипипеда—}—16; бок. поверх. ег‘ — 

—8:—=768; освован!емъ его служитъ квадратъ; опредфлить площ. В 

освован!я, полную поверх. 5 и ребро а основав!я? 
31. Сторона основ. прамоуг. пар—да — а =8; высота пар—да 

—й—9; полная поверх.—5=—314; опредфлить другую сторону 6 осво- 
вав!я, плош. В его и боков. поверхн. 5,? 

32. Высота прямоуг. пар—да—==—=20,4; площ. основ.-—=В=600; 
бок. поверх.—=5, —=2040; опредфлить стороны а инф основан!я и пол- 

чую поверх. 5? 
33. Прамой цар-—дъ имфетъ основан1емъ ромбъ, котораго сторона 

а—13, а мевьшая д!агональ 4—10; бок. поверх. пар—да—5\=128; 
опредфзить высоту А пар—да, площ. основ. В, площ. сфченя ДО, 

образуемаго д1аговальной плоскостью, проходящей черезъ @, и по4- 

ную поверх. 5? 
34. По даннымъ (см. предъяд. задачу) а—20, В=348, )=618 

опред$лить 4, №, 5 и 5? 

35. Стороны основ. прямаго пар—да суть а—24 и 6—10; мепь- 

ая д1агональ основаю!я (—26; бок. поверх. пар—да 5! —=1224; опре- 
дЪзлить высоту пар—да №, площ. основ. В, площ. сфзевя Г), обра- 
зуемаго д!агональвой плоскостью, проходащей черезъ 4? 

36. По даннымъ (см. предъид. задачу) а—=10,8; 6—4,5; й= 3; 
—48,6 опредфаить а, О, 51 и 5? 

37. Основавемъ прямой призмы служитъ разнобедр. трапещя, ко- 
торой параллельныя стороны а—34 и 6—16, а ненараллельная сго- 
рона с—15;. высота призмы #—36. Опредфлить разстояне К межу 
параллельными сторовами оснозав!я, площ. В основ., бок. поверх. 

51 и полную поверх. 5? 

38. По даннымъ (см. предъил. задачу) а—=13,2; 6—9; #—2,3; 
$3=266,56 опредфлить с, р, Ви 512 

39. Прав. иризма нифетъ въ основан шестнугольникъ, котораго 

сторона а—0,56; высота призмы Л =3,21; опредфлить бок. поверх. 
Кб: и полную поверх. 5 призмы? 

40. Опредфлить полвую поверх. прямоуг. пар—ла съ квадратвыхь 

основанемъ, если периметръ сфчен!я д!агональной плоскости—=и=21, 
а магональ этого сфченя—9=—71/5? 

41. Опредфлить полную поверх. прямоуг. нар—ла, ребра котораго 

относятся какъ а: 6: с—3:4:5, если дагональ его основан!я 4—15, 
а ребра основан!я относятся какъ @ : Б? 

42. Прямоуг. пар—лъ имфетъ въ основан!и квадратъ, котораго 
-<<торона а —5; высота # пар—да— 12; пар—дь пересфченъ плос- 
хостью, проходящей черезъ одно изъ реберъ верхняго основаня и 
образующей съ этимъ основан!емъ уголь 45°. Опредфлить полаую по- 
зерхиость усфченчой призмы, полученной отъ этого? 

43. Полная поверх. прав. десятиуг. призмы, которой всЪ ребра 
равны между собою, есть 5; опредфлить длину а ребра призмы? 

44. Въ прав. четыреуг. призиу, которой высота Д, а ребро основ- 
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а, вписана другая призма такъ, что ея вершины д%латъ пополамъ- 
ребра основан!йЙ первой призмы. ОвредФлить поверх. второй призмы?- 

Примъч Въ задачахъь 45—59 включительно означено черезъ Г- 
боковое ребро прав. пирамиды, й— высота ея, $—апоеема, В—площ. 
основ., С-— площ. боковой грани, 5: —— бок. поверхи., 5 — полная 

поверх.; притомъ задази 45—5-41 вкаючительно относатся къ четы- 

реуюльной пирамидЪ. 

45. По даннымъ а—58 и Х^—64 найти №, В, В, 51 я 5? 
46. По ханвымъ 4=—14 и /—12 найти К, $, В, 5: и 5? 
47. По давнымъ а==16 и С=-96 найти К, Л, 6, В. в и 5? 
48. По давнымъ 1=18 и 5—900 найти К, 4, В, В, 5? 
49. По ханвымъ К—9 и 4—6 вайти а, 6, В. ВБ и 5? 
50. По данвымъ #=20 и В=576 найти а, Д, 6, Буи 5? 
51. Цо давнымъ {—30 и 6=3024 вайти а, д, $, Ви 5;? 
59. По даннымъ #—15 и В=196 вайтн а, К, $, 5: и 5? 
53. По давнымъ 65—35 и 5—4704 найти а, К, й, В, 5,? 
54. По давнымь В=324 в С=180 вайти а, К, №, 6, 6: и 5? 
55. Въ пятиуг. нирамидв дано а—12; 6—17,5; найти Л, В, В, 

51 И 5? 

56. Въ пятиуг. пирам. дано }—39; 2—36; найти 61, би № 
57. Въ шестиуг. пирамидв дапо а—24; #й—32; найти А, 6, 5. и 5? 
58. Въ шестиуг. пирам. давно #—17; С—120; вайтв 4,й, 6, 5: и 5? 
59. Въ шестиуг. пирамвд® даны № и 6; ваёти 6? 
60. Въ прав. усфч. треуг. пирамидЪ даны: сторона нижвяго осно- 
ван{л —= а==18, сторона верхвяго оенов.—а==12, апоезиа=—/=14; 
высота — д = 10. Опредфлить боковое ребро №, бок. поверхв. 5; и 

всею поверх. 5? 
61. Прав. четыреуг. пирамида разсфчена плоскостью || основан!ю; 

опредлить полвую поверх. усфч. пирамиды, если площ. сфчен!я— 
2625, высота полной пир.=100, высота усфченной—663/,2 

62. Трегранный уголъ, вс$ плосюе углы котораго прямые, пере- 

‹5зенъ плоскостью такъ, что въ сфчеши получился иравильный треуг. ‚ 
котораго сторова —@; вычислить бок. поверх. пирамиды? 

63. Грани трегранниаго угла, вс плосме углы котораго прямые, 
перес$чевы двумя параллельвыми плокостями такъ, что каждое сфче- 
н1е есть прав. треуг. Опредфлить бок. поверх. усфченной пирамиды, 

если сторона нижнаго треуг.—6:; а сторона верхняго — а? 

Иримъч. Въ задачахъь 64—68 включительно означена черезъ 5, 
боковая поверх. прямоуг. гар—да, иыфющаго основашемъ квадратъ; 
б— полная повер. пар—да, Г—-объемь его, а— сторона основана, 
?—площ. его, д—внысота пар—ла. 

64. По давнымъь а==6, 4; 5/—512 найти У? 

65. По данныхъ а=9 и 7—1053 найти 51 и 5? 
66. По давнымъ д—16, ©; =768 найти 7? 
67. По данвымъ /—17 и Г/—2873 найти 51 и 5? 
68. По данныхь В—112,36 и 7—1460,68 найти 5? 
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Иримъч. Въ задачахъь 69—15 включительно означены черезъ аи 
4% стороны освован:а прямоуг. нар—ла, А— высота его, 5:—бок. 
яюверх., б— полная поверх., /—объемъ, В— изощ. основ. 

69. а—=5; 6—8; 5: —156. Найтн У? 
70. а—14; 65—12; 7У—3192. Найти 91? 
71. а—=13,4; #—=10,5; 7=1772,82 Найти 5? 
712. “14,5: В=369.15; 5:,—1464. Найта У? 
73. а=19; 5=2238; 7—7182. Найти 5: ? 
74. #=25; 5: =3000; У—=22275. Найти а и Ъ? 
75. 5.=72$; 6=1112; 7=2496. Найти а, 6, й? 

Примъч. Въ задачахъ 76— 81 включительно означены черезъ К: 
и 5 боковая и полная поверхн., Г — объемъ, №— высота ярямаго 
-параллелинипеда, основаше которало есть ромбъ; а—сторона осво- 
вавя, 4—меньшая д1агональ освоРашя, Г)— площ. сЪчен1я, образуе- 
маго длагональной плоскостью, проходящей черезъ 4. 

76. а=10, 412, А—15; найтя У? 
77. а=15, 4=18, О—216; найти Ук в? 
78. а=5, 4—6, Г—216; найти 5? 
79. а=12,5; 42—10; Д=88. Найти Уиб? 
80. а=11,6; 0=288; У—2419,2. Найти а, 5? 
81. 4=10, }2—9, 5,—468; найти У, 6? 
82. Въ прямомъ пар—дВ стороны основ. а и 6 равны 21 и 28; 

‘меньшая д1аг. оспой. 41—35; площ. сЪчензя, образованнаго д1атоваль- 
ной плоскостью, проходящей чсрезъ 4, равная О=700. Опредфлить 
об. Уи пол. пов. 5? 

83. а—=45, 65—28, 4=53, 732760 (см. зад. 82); найти 5? 
84. а—17,6; 65—5,1; 5—159,84; высота #—12 (см. зад. 82); 

найти Ги)? 

85. Въ прав. треуг. призм сторона основ. —а==10; объемъ 7= 
—720; опредфлить полн. поверх. 5? 

86. 06. У прав. треуг. призмы=1152; бок. поверх. 5,=576; 
найти стор. основ. а, площ. его В и высоту призмы й? 

87. Въ прямой призм, которой освован1е есть равнобедр. треуголь., 

основан!е В этого треуг.=48; сторона с треуг.=26; об. приз. Г= 
4080; найти пов. 5 призмы? 

88. Основ. прям. призмы естъ равнобелр. треуг., котораго основ. 
—1—12; высота призны—=№—1$; об. еа— 7==864; опредфлить по- 

верхн. 5? 
89. Освов. прям. призмы есть равнобедр. треуг., котораго площ. 

В—192, а основ. 6—32; полн. поверхн. 5=—3552 найти; об. 7? 
90. Прямая призиа иметь основ. треуг., котораго стороны @а=— 

—18, 65—14, с—28; об. ея 7—2560; опредфлить нов. 5? 

91. Площ. основ. В прамой треуг. призны—77; стороны и п \ 

освован1я равны 11 и 14; поли. поверхн. 6—954; найти об. Г? 
92. Высота прям. треуг. призмы—=А—15; бок. поверх. &:=—570; 

об. У—120; сторона а основан1я=11. Опредфлить стороны ф ис 
основан1я и площ. В его? 

93, Основ. прам. призмы есть равпобелр. трапешя, которой ва- 
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ралзельныя сторовы а и Б равны 48 и 18, а непарал. сторона с— 
—25: боков. поверхн. призмы-=5,=2784; опредфлить об. У? 

94. а—46, 65—22, ‹—37, 7=93800 (см. зад. 93); найтя поверх. 5? 
95. а—51, 6—19, #^—13, 5, —1794 (си. зад. 93): опредвлить У? 
96. и—=13,2; 65=9; 5—266,56 (см. зад. 93); разстозше между 

аи Бр: вно 2,8; опредФлить Г? 
Примъч. Въ задачахъь 917—111 включительво означены: а—сто- 

рона основ. прав. пирамиды, к—боков. ребро ея, Б—апоеема, &— 
высота, 51 и б— бок. и полная новерх., У—0объемъ, В — площ. основ. 

Въ прав. треуг. пирамидф дано: 
97. а=18, К—=15; найти би У? 
98. а—=12, #—18; вайти би 7? 

99. —=36, 65—24; найти би У? 
100. а=9, 5—480; найти 7? 
101. #—18, ^—15; вайти би 7? 
102. 4—5, 565—360; вайти 7? 
103. В—=72, У—432; найти 51 и К? 
Въ прав. четыреуг. пирамидЪ дано: 

104. „84, /—188160; вайти 5; ий? 
105. ^—15, 65—12; найти би 7? 
106. 41—16, 5—1536; найти Ги? 
107. Въ прав. пятиугол. пирамидВ дано & и р; найти би У? 
Въ прав. шестиуг. пирамидв дано: 
108. а—=18, ^—30; найти би 7? 
169. и—20, 65—24; найти 5: и У? 
110. «а10, 7—900; найти 9? 
111. #2—18, 7—3072; найти би К? 

112. Сторова нижнаго основ. прав. усфч. треуг. пирамихы-—а=— 
—=24; стор. верх. основ.= 9 —12, апоеема [—=20, высота #—15; оире- 

дЪаить об. пир. 7? 
113. Сторона а нижняго оснсв. прав. усфч. четыреуг. пирам.— 

—17; сторова а верх. основ.=13; аповема 1—20; высота А—18; 
юпредфлить нолную роверхн. би 06. У? 

114. Опредфлить полную поверхи. 5 и 06. Г кубз, котораго д!а- 
гональ 4 основан!я—22 ? 

115. Опредфлить поверх. 5 н 06. 7 куба, если площ. к1агоналжь- 
наго сфченя— О— 480 ? 

116. Опредфлить об. 7 куба, котораго поверх. 5—2166? 
117. Очредфлить поверх. 5 куба, котораго об. 7=4096? 
118. Въ прав. тетраэдр$ ребро а=24; опредфаить поверх. биоб. 7? 
119. Опредвлить поверх. 5 и объемь У прав. тетраэдра, если ра- 

д1усъ круга, описаннаго около грани, —7 ? 

120. Опредфанть поверх. би 06. У прав. тетраэдра, котораго 
высота —#? 

121. Опредфлить поверх. прав. тетраэдра, котораго 0б.— 7? 
122. Опредфлить объемъ Г прямой усфт. треуг. призмы, хоторой 

бокувыя ребра суть #—28, #—32, 1=36; а стороны освовашя а— 
=6, 6—8, с 10? 
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123. Овредфлить ребро куба, равновеликато сумкЪф трехъ вубовъ„ 
которыхъ ребра а—0,3; 6—0,4; с—0,5? 

124. Отвошене объемовъ двухъ кубовт—а3 : Ь3; а сумма их— 
объему куба, котораго поверх.—5. Опредфлить вхъ ребра? 

125. Ребра х, у, 2 прамоуг. пар—да отвосатся какъ 2:3: 4; если 
ихъ увеличить соотвфтствевно на 4, Зи 2, то объемъ пар—да уве-- 
зачится на 2544. Опредфлить х, у, 2? 

126. Три призмы имфютъ общую высоту; а оспован!я ихъ суть прав.. 

6—къ, 4—въ я 1О0—къ, вписавные въ одивъ кругъ. Опредфлить. 
отвошев1е объемовъ призмъ? 

127. Прямая треуг. призма съ раввыми ребрами вписана въ прав. 
тетраэдръ, котораго ребро а“, такъ, что одно ея основан1е лежитъ 
эъ грани тетраэдра, а другое представляетъ сЪчеве этого тетраэдра. 
О 'редФлить объемъ призмы? 

128. Основан!е пирамиды есть прямоуг. треуг., котораго катеть 
а и 6; боковое ребро, идущее черезъ вершину прямаго угла, пер- 
пездикуларно къ основанию; боковое ребро, идущее черезъ другую» 
конечную точку катета @, равно с. ОпредЪлить об. У пирамиды? 

129. Въ кубЪ, котораго ребро—@а, проведены плоскости черезъ. 

средины каждыхъ трехъ реберъ, выходящихъ изъ общей вершины. 
Оцрехфлить объемъ иолученнаго тфла? 

130. Пврамида, которой илощ. основ.— В=1,089, пересфчена пхос- 
костью || освованю въ разстояни р—=0,5 оть вершины; площ. сфче- 
ня 6—0,9. Опредфлить об. У усфченвой пирамиды? 

131. 06. У уч. ипрам.—375; влом. В одного осяов.=192; вы- 
сота 1—5; опредфлить площ. © другаго оснвов.? 

132. Усфч. пирамида имфетъ основанями прямоугольники, и пере- 
сЪъчен1я д1агоналей освован!Й находятся на лини | въ основан1ямъ; 

06. пар. 7=630; высота 41—15; периметры основ. вижнаго и ъерх- 
нлго—40 и 10. Опредфлить ребра? 

133. 0б. усфч. пир. /=9,52; площадь большаго освов.— В=1,8; 
высота 4—2,4. Опредфдить объемъ У; пирамиды, дополняющей дан- 
ную до полной? 

134. Опредфлить объемъ полвой пирамиды, 6сли об. усфч. пир.=Т, 
& площ. ея освовавй суть В и 6? 

135. Пирамида пересфчена плоскостью || основашю, и отношев!е 
площ. сфчен1я къ площ. основ.—7? : 92. Опредфаить отвошене объ- 

емовъ частей, на которыя раздЪфлена пирамида ‘2 

136. Въ какомъ отвошев1т надо раздфлить высоту пирамиды вло- 
скостью || освованю, чтобы объемъ полученной усфз. пирамиды — 
—Й части 0б. полной пирамиды 2 

137. Пирампда имфетъ въ основан!и прямоугольникъ, котораго сто- 

роны а ц 6; боковое ребро е&—[; высота пересфкаетъ основаше 
въ точкЪ пересфчев1я его д1агоналей. Въ какомъ разстоян!и отъ вер- 
шивы надо провести плоскость || основаню, чтобы раздфлить пнра- 

миду на двф равновелик!я части ? 
138. Пирамида, которой высота /—7, раздЪлена двумя плоскоста- 

мя, параллельными основан!ю, на равновелик!я части. Опредфлить вы- 
соты ихъ? 
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139. Прав. усфз. пирамида имфетъ основ. в@—ки, которыхъ сто- 
ровы а=4 и 6—5; она разсфчена || основанию плоскостью, дБлящей 
высоту попозамъ. Опредфлить отвошен!е объемовъ ея часгей? 

140. Прав. тетраэхръ раздВленъ дьумя плоскоетямн, параллезьны- 

ми одной нзъ его гравей, на 3 равновелик!я частя. Опредфанть отно- 

шев!е ихъ поверхностей ? 

141. Прав. тетргэдръ, котораго р‹бро—а, раздфлевъ ва лв ча- 

сти плоскостью, проведенной черезъ его вершиву перпенхивулярно 
къ одной изъ граней м притомъ такъ, что зив!я сфчен!я плоскости 
съ этой гранью параллельва одной изъ сторонъ грави. Онредфлить 
объемы обФфихь частей? 

142. Кусонъ льда, имфюпий форму прямоуг. пар—ха, илаваетъ въ 
морф. Вертикальное ребро пар—ха—10,5 метр.; зруми лва изыфре- 

ия 15,75 и 20,45 метр.; плотность льда—0,93; илотность морекой 

воды— 1,026. Насколько вусокъ льда погружевъ въ вод:? 

143. На вод$ изаваетъ брусъ, имфюнЙ форму прямоуг. пар—да; 
ужл. вфсъ бруса—0; горизонтальвыя его измфрен1я сутьан 6; дли- 
на часты вертыкальваго ребра, погруженной въ воду, —с; вЪсъ куб. 

единицы воды= 0. Окредфлить хзиму вертникальнаго ребра? 

144. Воздухь содержнтъ 219/, кислорода; сколько куб. метр. ки- 
слорода содержитен въ прямоугольной комнат, которой длина 9, ши- 
ряна 6%/3, высота 4,5 метр.? 

145. Что будетъ стоить пнрамида, отлитая изъ золота, если высота 
пирамиды—4 центяметр., а освоваше ея есть треуг., котораго высота 
1,5 цевтым., а основаве 0,4 центим.; удёл. вфсъ золота — 19,325; 
кихограмиъ золота (съ работой) стоить 900 руб.? 

146. Пирамила изъ чугуна (удфл. вЪсъ 7.5) весить 1012,5 кизотр.; 
освован1е ся есть квадрагь, котораго сторона—45 центиметр. Опре- 

делить высоту пнраиндн? 
147. Ппрамнда, вь которой одна изъ сторонъ осноташя — @, раз- 

яЬяена на п равноволнкихь частей пзоскостаин || оспован!ю. Опред%- 
лить стороны сфчешй, сходственныя а? 

148. Высота прав. инрамиды-=8 фут : пирамида лвумя плоскостя- 
ми, || основав! ю, раз“Вчена на части, отвосящинся каБъ 8: 19: 37. 

ОпредБлить разстолн1я этихъ плоскостей отъ вершины пирамиды? 

149. Разность сторонъ квадратовъ, служащихь основанями прав. 

ус$ч. пирахнды,=- 6 ф.; высота пир.—4 фут.; поверхность ея=168 

кв. фут.; опредфлить объемъ ел? 

150. По высоть Л усфченной пирамиды и плотадямъ Ви В ея 
основан! опредфлить объемъ полной пирамиды и объемъ дозолвитель- 

вой части ел? 
151. Въ сосудъ. нуБюций видъ прямоуг. пар— ха. котораго длина—3 

вершв., ширина==7 дюй., вышина==3”, арш., положено т520 и по- 

томъ валито столько воды, что тфло все погрузилось въ нее; высо- 
та воды—1 вершк.; когда вынули тЪло, то высота воды стала—5 
вершк.; опредбалить въ куб. вершё. объемъ та? 

152. Вырытъ прязой горчзонтальный ровъ длиной 24 саж., глу- 
биной 1 саж.; верхняя ширина рвз—1,35 саж.. а нижияя—0,05 саж 

Что стоить работа, если за 1 куб. саж. платили 11, руб. ? 

9 -- 
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153. Освоване пар—да есть прямоугольникъ, периметръ которз- 
го—14 фут., а разность сторонъ=3 фут.; высота пар—ха—0,8 фут.; 
опред®лить поверхность куба, равнозеликаго этому пар— ду? 

154. Ввсъ желфзнаго прямоуг. пар 1а—=2 пуд. 2919/; фун.; осно- 
ван!емъ его служить ввадратъ-—49 кв. дюй.; вЪсъ 1 куб. дюй. во- 
КЫ—!/.; фун., ужЬк. вЪсъ желфза—8. Опредфлить измфрен!я пар—да? 

155. Опредфлить ребро куба, равновеликаго прамоуг. пар—ду, ко- 

тораго измфреня 6, 4, 9 дюйм.? 
156. Пирамиха изъ мфди стоить 241 руб. 92 коп.; ея основаше 

есть прамоуг. треуг., котораго катеть—1 футу, а уголь—45°; мВдь 
въ 9 разъ тяжеле воды; вЪсъ 1 куб. фута воды—69, 12 фув.; фунтъ 

м$ди (съ работой) стоятъ 50 коп. Опредфлить высоту пирамиды? 
157. Поверхность прямоуг. пар—да-—90 кв. вершк. и на 18 вв. 

вершк. больше боковой его поверх.; въ основан пар—да находит- 
ся квалратъ. Опредфлать измфрен!я пар— да? 

158. Въ больниц®.на каждаго больнаго полагается 1,666... куб. 
саж. воздуха; сколько больныхъ можно помфстить въ прямоугольной 
комнатЪ, которой длина 12, ширина 6, вышина 5 арш.? 

159. Черезъ средину высоты пирамиды проведеча плоскость || осно- 
ван!ю; воско4ьво разъ отрфзанная пирамида меньше ц%лой пирамиды? 

160. Сарай покрытъ двускатвой крышею, ограниченной съ боковъ 
равными и параллельными треугольниками; на черхакф сарая устро- 
енъ сфновалъ. (Сколько пудовъ сЪна помфстится на сфвовалф, если 
длина его—12 саж., основан{е каждаго треуг.—3 саж., высота—11/а 

арш., и каждый пудъ сфна замимаеть 14 куб. фут.? 
161. Сколько нужно телфгъ для перевозки 200 желфзныхъ полосъ 

въ 2 саж. 2%/, фута длины, 2 верш. ширивы и 3 дюй. толщины, 

если на каждую телфгу положить 311/» пудъ? ВЪфсъ | куб. дюй. во- 
дыЫ—3,84 золотника; удфл. вфсъ желфза—7,8. 

162. Сколько нужно кирпичей для клалки 18 столбовъ въ 5 арш. 
вышины, 14 вершк. хаины и 14 вершк. ширины, если кирчичи имЪ- 

ють по б вершк. въ длину, 3 верш. въ ширину и 2 верш. въ тол- 

щину и если на изломъ полагается 504? 
163. Основаяе пар—да есть ромбъ, котораго д!агонази 5 вершк 

я 14 дюйм.; объемъ его—315 куб. вершк ; вайти выесту его? 
164. Основан!е пирамиды есть прямоугольникъ, котораго пери- 

метръ — 26 дюйм., а разность сторонъ —5 дюйм.; объемъ пирами- 
ды—81 куб. люй. Опредфзигь высоту ея? 

165. Опредфлить поверхность и объемь праямоуг. пар— да, имфю- 
Щаго вь основан!н квадратъ — 12] кв. дюй., а высоту вдвое болфе 

ребра основан!я? 
166. У м$лника было три кубическхъ куска мфли: объемъ одно- 

го—27 куб. дюйм., ребро другаго—4 дюйм., трет вфсилъ 45 фун.; 
ему нужно вылить изъ всфхъ этихъ кусковъ одинъ кубъ; какой вели- 
чины форму онъ долженъ взять для этого? ВЪсъ 1 куб. дюй. воды=1/а5 
фун.; удфл. вЪсъ мфди—9. 

167. Опредфлять объемъ призмы, которой высота — 3,7 арш., & 
основан1емъь служить прямоуг. треуг., котораго одннь катетъ — 8 

вершк., а уголъ—45% 2 
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163. Поверхность куба—384; вайти объемъ ето? 
169. Въ ящакъ съ водою, котораго длина 3, а ширина 21/. фута, 

тогрузили камень, вслфдетв1е чего вода въ ящик стала на высотв 
4 дюйм. и совершенво покрыла камень. Опредфлить въ куб. фут. 
объемъ камня? 

170. Опредфльвть вфсъ призмы, сдфланной изъ желЪза, если высо- 
та ея — 16 децим., а основаве есть прав. треуг., котораго сторо- 

#8—25,36 центим.; удл. в$съ—7,8. 
171. Ребро прав. октаэдра—а; опредфлить объемъ Г его? 

ГЛАВА 1\. 

Тв ла круглыя. 

450. Изъ тьлъ, огравиченныхъ кривыми поверхностями, въ на- 
чальной геометрм разематриваютъ только три: прямой цилиндрь, 
прямой конусь и шарз. Вс эти тфла могуть быть образованы 
вращенемъ фигуръ около неподвижныхъ прямыхъ лин; поэтому 
они наз. также тълами вращемля. 

451. Возьмемъ прямоугольникъ АВСР (чер. 503); если вооб- 
разимъ, что онъ вращается около стороны ДС, 

Чер. 508. такъ чтобы ОС оставалась неподвижной, то 
образуется тьло 4 ВЕС, наз. прямымь цилинд- 

@ ромь. При этомъ стороны РА и СВ прямо- 
угольника опишутъ круги АС и ВЕ, пл0ско- 
сти которыхъ будутъ параллельны между со- 
бою, ибо лишя ДА во все время вращен!я 
остается параллельной лини СВ; конечныя 
точки Аи В сторнь ДАн СВ опищуть 
окружности; а сторона АВ опишеть кривую 
поверхность. Неподвижная сторона ДС наз. осью 
пилиндра; круги ВЕ и АС — его основаная- 
ми; поверхность, образованная вращенемъ пря- 

мой АВ, наз. боковой поверхностью цилиндра; а лишя АВ — об- 

разующей цилиндра. 0еь ФС 1 къ обоймъ основанямъ циаиндра, 
60 она | кь лишямь СВ и ДА, оть вращевя которыхъ обра- 
зуются основан!я; поэтому длина осн выражаеть также разстояше 
между основашями цилиндра и ось наз. также высотой цилиндра. 
Образующая цилиндра также-высоть его. Каждая точка М обра- 
зующей АВ цилиндра описываетъь окружность, ибо во все время 
вращеня ‚перпевдикуляръ ММ, опущенный изъ М ва ось СХ, 
остается г къ оси и слЬд. остается въ плоскости, перпендикуляр- 

22* 
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ной къ СШ, притомъ сохраняетъ одну и туже длину. Вев окруж- 
ности, описанныя разнымн точками образующей, равны между со- 
бою, ибо рамусы ихъ равны разстояню между осью и образующей. 

452. Если неограниченная пряшая АВ (чер. 504) будеть вра- 
щаться окодо параллельной ей прячой СО, такъ чтобы во все вре- 
мя вращешя АВ оставалась параллельно9ой СО и находилась оть 
нея въ одномъ и томъ же разстоянш, то АВ образуеть веогра- 
ниченную циливдрическую поверхность. 

453. Въ болфе общемъ смыслЪ цилиндрической поверхностью 
наз. такая, которая происходить отъ движешя прямой Аа (чер. 505), 

Чер. 504. Чер. 505. 

ы 
х 

неремьщающейся параллельно первоначальному своему положеню, 
прятомъ такъ, что одна изъ точекъ ея все время движется по нЪ- 
которой кривой яиши АСВ. Прямая Аа наз. образующей, а лин! 
АСВ—напразляющей. 

454. Оть обращешя прамоугольнаго треуг. ВАС (чер. 506) 
Чер. 506. около одного изъ своихъ катетовъ ВС 06- 

разуетея тфло ВАО, наз. прямым» кону- 
сомз. При этомъ другой катеть АС опи- 
щеть кругъ, наз. основанемъ конуса; ги- 
потенуза АВ онишетъ кривую боковую 
поверхность конуса; а точка А опишеть 

окружность, разграничивающую боковую 
поверхность конуса оть его основашя. Ва- 

теть ВС, около котораго происходить гра- 
щенте, наз. осью конуса: гипотенуза ВАЫ— 

о’разующей, а точка В—вершиной кону- 
са. Ось конуса во все время вращеня ос- 
тается + кь катету АС, слБд. ола в 

къ основанию конуса и потому представаяеть высоту коцуса. Каж- 
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дая точка М образующей конуса опишеть во время вращеня ок- 
ружность, ибо перпендикулярь ММ, опущенный изъ М па ось ВС, 
во все время вращеня будеть | къ осн, слФд. будетъ находиться 
постоянно въ плоскости, пернендикулярной къ оси, и притомъ бу- 
деть сохранять одну и туже длину. 

455. Окружности, описанныя разными точками образующей, умевь- 
шаются по ифрф приближеня къ вершинф конуса, ибо изъ подобя 

ММ _ ВМ ‚ АС 
треуг. ВММ и ВАС имЪемъ яа= во’ наи МХ—=ВМ. ВС’ 

гдЪ отношене р остается безъ перемфвы, а ВМ уменьшается 
вс 

съ приближешемь къ вершинЪ конуса. 

456. Если двъ прямыя 4В и СШ (чер. 507) пересъкаются 
вЪ точкЬ 5 и одна изъ нихъ, напр. АВ, будетъ вращаться около 
С), такъ чтобы уголь между этиии прямыми неизмфнялся и чтобы 
точка © оставалась неподвижной, то АВ опишетъ неограниченную 
воническую поверхность. Поверхность эта состоить изъ двухъ ча- 
стей (изи изъ двухъ яолюстей), имБющихь общую точБу 5. 

Чер. :07. Чер. 508. 

18) 

457. Въ болъе общемъ смысяБ конической поверхностью наз. 
такая, которая образуется (чер. 508) оть двяжевя прямой АВ, пе- 
ремъщающейся такъ, что точка 5 ея остается неподвижной, а одва 
изъ другихъ ея точекъ находится во все время вращения на н$- 
которой кривой лини АДЕ. Прямая АВ наз. образующей, а лин! 
АДЕ— направляющей. 
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458. Оть вращеня полукруга АВА, (чер. 509) около его ма- 
Ч метра 4.4, образуется тЬло, наз. ша- 
ер. 509. 

ром». При этомъ полуокружность 4 ВА; 
опишетъ шаровую или сферическую по- 
верхность. Очевидно, что вс$ точки ша- 
ровой поверхности находятся въ рав- 
выхъ разстояшяхъь отъ центра О 
полукруга; точка О наз. центромь 
шара. Прямая лин!я, соединяющая 
какую нибудь точку поверхности ша- 
ра съ центромъ, наз. радёусомь ша- 
ра; а прямая лишя, соединяющая 
дВЪ точки поверхности шара и про- 
ходящая черезъ цезтръ (какъ напр- 

, АА,) наз. даметромь шара. Каж- 
дая точка М полуокружности АВА, описываетъ окружность. ДФй- 
ствительно, если изъ М опустимъ перпендякуляръ МС на д!аметре 
АА,, то этоть перпендикуляръ во все время вращеня будетъ ос- 
таваться въ одной плоскости, перпендикулярной къ АД,, и будетъ 

сохранять одну и туже длину. Окружности, опясанпыя различными 
точками полуокружности АВА,, будуть увеличиваться по мЬрь 
приближеня къ центру шара. Дъйствительно, проведя рамусь ша- 

ра ОМ, изъ прямоуг. треуг. МСО пиъемь МС=У МО’— С0*= 
—=УЕ:—С0*. Такъ какъ В для каждаго шара есть величина по- 
стоянная, а СО съ приближешемъ къ центру уменьшается, то МС 
при этомъ увеличивается. 

459. Если пересъчь цилиндрь плоскостью, перпендикулярною 
хз 0си, то получимь вь съчени круь, равный основанию. Пусть 

плоскость Р (чер. 510) | къ осн 0О0,;; такъ какъ эта илоскость 
пересЪкаетъ цилиндръ, то она перееЪчеть и прямоугольникъ 4.4,0:0, 
оть вращеня котораго происходитъ цилиндръ; сЪчен!е этой плоскостя 
съ прямоугольником 44,0,0О будеть прямая ДС! ОО; и равная 
АО. При вращени прямоугольника точка Ш образующей будетъ все 
время оставаться въ плоскости Р, ибо и лия СД, периендику- 
лярная къ оси, будетъ оставаться въ этой плоскости; точка Л опи- 
шеть окружность ОО1, и такъ какъ эта окружность принадлежитьъ 
въ одно время м плоскости Ри боковой поверхности цилиндра, то 
она и будеть лишей яхъ пересфченя; стало быть кругь РО, 6у- 
деть сфчеше цилиндра плоскостью Р; этотъ кругь—основаню ци- 
линдра, ибо ОС=АО. 

Слъдстивле. Боковая поверхность цилиндра есть геометрическое 

исто точекъ, находящихся въ одинакомъ разстоянш отъ оси ци- 
чиндра; разстояв!е это=радтусу основания. 

А 
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460. Если пересъчь цилиндрь плоскостью, параллельной оси, 

то 65 спчени получимь прямоутольникь. Пусть ОО; (чер. 511) 

Чер. 510. Чер. 511. 

будетъ ось целивдра, а Р- плоскость || ОО! и ваходащаяся отъ ОО, 

въ разстоянш ОЕ, которое меньше 
радлусл основаншя цилендра. Прове- 
демъ черезъ ОО, плоскость + Р; эта 
плоскость пересЪчется съ Р по лини 
ЕЕ|| 00, и находящейся оть ОО, 
въ разстоянш ОЕ. Проведемъ изъ О 
къ плоскости Рнаклонныл ОСиОС;, 
равныя радгусу основашя цилиндра; 
тогда точки Си С, будуть лежать 
и на плоскости Ри на боковой по- 
верхности цилиндра. Если изъ Си С, 

проведемь СО и С.Ш, параллельно 
ОО:, то веЪ точки лншй СДи С.Ш, 
будуть общими точками плоскости Р : Я 

и боковой поверхности цилиндра. ! и. 
Дъйствительно, взявъ вапр. на СД 
точку ЛГ, проведемъ черезт нее плос- 
кость + О0;; эта плоскость пересЪ- 
четъ прямую ОО, въ точкф К, а 
прямую ЕЁ въ Г; соединивъ точки 
К,Г,,М, получимъ треуг. КЁМ, въ 
хоторомъ уг. Г прямой, ибо плос. : 
КЕМ у 00,, слЪд. эта плос. ри къ ЕР, которла (| О0,. 

Чер. 512. 
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Треуг. КМ =ОЕС, ибо катеть КГ—=ОЕ какъ разстоянёя между 
параллелями ОО; и ЕГ; катеть МГ—=СЕ какъ разстояня между 
параллелями СО н ЕЁ; сл5д. и КМ= О С= ращусу основав!я пи- 
линдра; т. е. точка М находится на боковой поверхности цилиндра. 

Очевидно, что всЪ точки, не лежащия на лашяхъь СО и С.Ду, не 
находятся на боковой поверхности цилиндра. Такимъ образомъ плос- 
кость Р пересЪкаеть боковую поверхность цилиндра (чер. 511 и 512) 
по линямъ СО и С,О,:, которыя параллельны оси я слЪфд. перпен- 
дикулярны къ основащямъ цилиндра. Съ основащями же цилиндра 
плосвость Р пересЪкается по прямымь СС; и ОО,, которыя пе] - 
пендикулярны къ СД и С,Д.. Ноэтому сЪчеше цилиндра съ плос- 
костью Р есть прямоугольникъь СС.О.Д. 

Если разстолше ОЕ сЪкущей плоскостя отъ оси циливдра бу- 

деть—рад1усу основанйя цилиндра, то линия СДХи С,ДО, сольются 
въ одну—и плоскость Р въ этомъ случаЪ будетъ касаться боковой 
поверхности цилиндра. 

Если разстояше ОЕ=нулю, т. е. плоскость Р проходить черезъ 
ось, то въ сфченя полузчитея прямоугольникъ, вдвое больший того 
прямоуг., оть вращеня которагм происходить цилиндръ. 

61. Если пересъчь конусъ плоскостью, перпендикулярной къ 
06и, то въ съчеши подучимь круз. Пусть (чер. 513) В будетъ 
точка пересфчен!я образующей 5.4 съ плоскостью Р, перпендику- 
лярной къ оси 50. Опустихь изъ В перпендакуляръь ВС на 50: 

Чер. 513. этоть перпендикуляръ будетъ заклю- 
5 чаться въ плоскости Р и во все время 
я вращеня не выйдетъ изъ этой плоско- 

И! \ сти; поэтому точка В опишетьъ на этой 
ЕВ плоскости огружиость ВЗ:, которая я 

ВЕ ОВ т будеть а съчеше плоскости 
и Р съ боковой поверхностью конуса; а ААВ р уса; 

\' потому кругь ВВ, будетъ сфченемъ 
————_^/ конуса плоскостью Р. 

ь 462. Площади круговъ относятся 
И кавъ квадраты радгусовъ;слЪд. (чер.513) 

А ? к т аа оз ав подобятрот. 

в 80 90. площ. ВВ: _ 5С*. 
5ВСи 5АО пУЪемЪ = 50, са5. о 44: — 50 . в. 

плошадь съчення отмосится кь площади основанья кажъ квадра - 

ты ит разстоянй оть вершины. Такое Же отношение мы вывези 

и длл порамиды. 
463. Съчеше ВВ, (чер. 513) дЪлить конусъ на двЪ части: одна 

изъ нихъ бВВ, есть конусъ; другая ВВ, А: А, заключенная между 

двуия параллельнымя кругами АЛ, и ВВ, и частью коничесвой по- 

©, 
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зерхности, наз. усъченнымь конусомъ. Круги АА, и ВВ, наз. его 
основамями— нижнимъ и верхнимъ; прямая ОС—осью (а также 
высотою), прямая АВ— образующей. Усфченный конусъ можеть 
произойти оть вращешя трапеши ВСОА, которой одна изъ сто- 
ронъ ОСткъ основащямъ, около этой перпендикулярной стороны. 

464. Если пересъчь конусь плоскостью, проходящей черезь ео 
вершину, то получимь равнобедренный треугольника. Пусть 

(чер. 514) плоскость Р, проходящая черезъ вершину конуса 5, пе- 
реефкаетъ его основаше по прямой СС:. Соединивь Си С, съ &, 
мы получниъ двЪ образующия конуса 5С 
и 5С,; этя образующия, находясь и на 
плоскости Р ина конической поверхности, 
представять пересЪчене пилос. Реъ 09- 
ковой поверхностью конуса. Такъ какъ 
5С=5С:, то треуг. 5СС\, предетавля- 
ющ сЪчене конуса плоскостью Р, бу- 
детъ равнобедренный. 

Если мы будемъ вращать плос. Роколо 
образующей $С вправо, то 5С; будетъ 
‘приближаться къ 5С и точка С; къ С. 
Когда 5С; сольется съ 5С и точка С, 
съ (С, то плос. Р будетъ касаться къ 
боковой поверхности конуса. 

Сльдствте. СЪзеше конуса плоскостью, 
‘проходящей черезъ его ось, есть равно- 
бедренный треугольникъ, вдвое болышй 
того прямоуг. треуг., отъ вращеня котораго получается конусъ. 

Сфченя конуса пдоскостямн въ другихъ направлен!яхъ мы разсмо- 

тримъ ниже. 

465. Вслкое съчеше зиара плоскостью есть круз. Пусть АДВЕ 
{чер. 515) есть съчеше шара плоскостью Р. Опустимъ изъ центра 
О шара перпендикуляръ ОС на Чер. 515. 
‘плоскость Р и соедивимъ точ- 
ки А, ДО, В, Е... съ цент- 
ромъ; тогда прямыя 04, ОД, 

ОВ... будуть равны между со- 
бою какъ радусы шара; слЪд. 
ВС этн лин, наклонныя КЪ 
плоскости Р, должны равно от- 
стоять отъ основания С’перпен- 
дикуляра ОС; т. е. прямыя 
АС, ОС, ВС... должны быть 
равны между собою; стало быть 
АЛВЕ есть кругъ, котораго 
щентръ въ С. 

Чер. 514. 
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466. Означивъ радусъь щара В, радрусъ сфчевя х, разстояне 
СО (чер. 515) сБкущей плоскости Р оть центра шара—@, изъ 
прямоуг. треуг. ОСА или ОСШ.... получимъ 7*—=*— а. 

Эта формула показываетъ, что 
1) радусъ съчевя вообще меньше радуса шара; 
2) радусъ сфчешя обратится въ нуль и сфчеше обратится въ. 

точку, когда разстояне 4 сЪкущей плоскости отъ центра шара. 
сдфлается равнымъ рад!усу шара; плоскость Р будеть тогда ка- 
саться шара; 

3) ращусъ сБчешя сдЪлается равнымъ радусу шара, когда 4=0, 
т. е. плоскость будеть проходить черезъ центрь шара; сЪчешя,. 
проходяция черезъ центръ, наз. большими крузами; вст большие 
хрузи равны между собою и дълять шарь на двъ равныть ча- 
сти (на два полушаря), въ чемъ легко удостовриться, предста- 
вивъ, что одна половина шара вложена въ другую; сЪчешя, не 
проходящ!я череуъ центръ шара, наз. малыми кругами; 

4) малые круги, находящеся въ равныхъ разстоявяхъ оть цен- 
тра шара, равны между собою. 

467. Плоскость, перпендикулярная къ радгусу шара въ ето ко- 
нечной точкъ, касается шара вь этой точкъ — и обратно пло- 

скость, касаллельная кь шару, перпендикулярна къ. радууеу, про- 
веденному въ точку прикосновенля. 

1. Пусть (чер. 516) плос. Р| радуеу ОЛА въ конечной его точ- 
Чер. 516. кЪ А. Точка А лежитъ и на 

поверхности шара н на плос- 
кости Р; веЪ же прочя точки 
плоскости Р, напр. В, С..., не 
лежать па поверхности шара, 
нбо ОВ, ОС... суть лини, 
наклонныя къ 0106. Р, и Шо- 
тому всБ эти лини больше ра- 
д1уса ОА, который по условю 
+Р. 

2. Обратно — если плос. Р’ 
касается щара въ точкЪ А, то. 
только одна точка А этой плос- 

кости хежитъ на поверхности шара; всЪ же прочя точки плоскости 
Р находятся внф поверхности шара и потому отстоятъ олъ центра 
дальше, чФмъ точка А; поэтому рашусъ О есть кратчайшее раз- 
стояше между точкой О и плоск. Р, и слЪд. ОА: Р. 

Сльдстве. Через» точку, взятую на поверхности шара, мож- 
м0 провести къ нему только одну хасательную ялоскостъ, 

Веф прямыя, проведенныя въ плоскости Р (чер. 516) черезъ точку- 
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А, имфютъ съ поверхностью шара только одну общую точку и наз. 
хасательными къ шару. 

468. Возьмемь шаръ О (чер. 517) и Чер. 517. 
точку 5 внф его. Черезъ прямую О5 и 
черезъ какую нибудь точку А поверх- 
ности шара проведемъ плоскость ОБА, 
которая пересфчеть шаръ по большому 
кругу РАР,, и черезъ точку 5 прове- 
демъ къ этому кругу касательную 54, 
которая будетъ также касательная и къ 
шару. Въ то время, какъ полукругъ 
РАР,, вращаясь около 5 О, опишетъ по- 
перхность шара, лия 5.4, оставаясь 
касательной къ шару. опишетъ ковиче- 
скую поверхность, которая съ поверх- 
ностью шара будетъ имфть общую окруж- 
ность АВ, которую опишеть точка А. 
КромЪ того въ каждой точкь 2М этой окружности и коническая и: 
сферическая поверхности будуть имфть общую касательную плос- 
кость МЕ (плоскость эта проходить черезь линшо 5 М, касатель- 
ную къ шару, м черезь линию МР, касательную къ окружности 
АВ). Такой конусъ наз. описаннымь около шара. 

Узь вышеизложеннаго слфдуетъ, что 1) изь точки, данной внъ. 
щара, можно провести къ нему безчисленное множество касатель- 

ныхь плоскостей и касательныхь линй, п 2) зсъ касательныя. 
лини, проведенных кь шару изь одной внъшней точки, равны 

между собою. 

469. Опредфлеше поверхностей и объемовъ цилиндра, конуса и 
шара основывается на слособЪ предъловъ. Если мы въ основаше ци- 
линдра впишемъ прав. многоуг. и на этомъ иногоуг. построимъ приз- 
ху такой же высоты, какь цилиндръ, то такая призма наз. впи- 
санною въ цилиндръ; точно также, описавъ прав. мног. около осно- 
вавшя цилиндра, можемъ получить правильную описанную призму. 
Если будемъ увеличивать число сторонъ мног., вписаннаго въ оено- 
ваше цилиндра, то периметръ его будетъ приближаться къ своему 
предфлу, именно къ окружности основаня; а такъ какъ боковая по- 
верхность ирямой призмы=периметру ея основашя; умноженному на 
высоту, то слд. и боковая пов. виисан. прязмы будетъ также при- 
ближаться къ нфкоторому предфлу. Тоже самое можно оказать и от-- 
носительно бок. новерх. описанной нризмы. Притомъ предфлъ этихъ. 
поверхностей будетъ одинъ и тотъ же, ибо, какъ сейчасъ докажемъ, 
разность между боковыми поверхностями описанной я вписанной 
призмъ можетъ быть одфлана менфе всякой, произвольно взятой, ве- 

личины. ДЪйствительно, если черезъ р означимъ периметръ вписан. 
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‘многоугольника, р, —перим. опис. ипогоугольника, # —общую высо- 
ту призмъ н цилиндра, то бок. пов. опис. призны=р1й, а вписан- 
н0й— р, и сд. разность между поверхностями—=(71—Р)*, гдЪ #1—Р 
($ 315) есть величина безконечно малая. Этоть общей предъль бо- 
хозыть поверхностей вписанной и описанной зризмы и прини- 

мають за боковую позерхность цьлиндра. 

470. Подобнымъ образомъ, если въ основаше конуса впишемъ и 

-0около него опашемъ прав. иногоугольникъ, то можемъ построить впи- 
‘санную и описанную пярамнды, которыя будутъ имЪть вершину въ 
вершинЪ конуса н слЪд. высоту, общую съ конусожь. Общей пре- 
Эъль, къ которому стремятся боковыя позерх ности правимныхъ 

-впис. ци опис. пирамидз, принимають за бокозую »овертность 

конуса. 

Легко вилЪфть, что боковая товерх. усъченнаю конуса будеть 

предъломь боковыть поверхностей прав. впис. в опис. усъч. пи- 

рамидь. 

471. Разность между объемаин описанной и вписанной призиъ, 
пря увеличел!ч числа ихъ грапей, иожетъ быть сдЪлана мене всякой, 
произвольно взятой, величины. ДЪйствительно, если площадь основания 
описанной призмы означимъ В,, вписанной 6, а общую высоту ихъ, 
равную высотЬ цилиндра, назовемъ №, то объемъ опис. призмы=Ь:й, 
а винсанной=64; едьх. разность ихъ=(5,—6), гдв Ь,-—Ь, кавъ 
доказано въ $ 323, можеть быть произвольно мало. Но объехъ ци- 
линдра, очевидно, меньше объема опис. иризмы и больше объема 
внисанной; поэтому разность между объемомъ какой нибудь изъ этихъ 
призиъ и объемомъ цилиндра и подавно можетъ быть сдьлана про- 
извольно малою; слЪд. объемь цилиндра есть предъль объемовь пра- 

вильныхь вписанныть в описанныть призмъ. 

Точно также объем» конуса (полнаго или усЪчепиаго) есть пре- 
Эль объемовь правильныхь вписанныть ин описанныхь пирами% 

(полныхъ или усфченныхъ). 

Предъидущя теоремы выражаютъ короче, говоря, что цизиндръ 
есть правильная призма, а конусь— правильная пирамида еь без- 

численнымь множествомъ араней. 

412. Боковая поверхность прямой призмы, какъ мы видЪан, =пе- 
риметру основашя, умноженному на высоту; боковая поверхность пра- 
вильшой пирамиды = периметру основашя, умноженноху на !/, апо- 
‚оемы; боковая поверхность прав. усЪч. пирамиды = полсумыЪ перн- 
метровъ ея основан, умноженной на аповему, изи — периметру сред- 
няго сЪчешя, умноженному на апоеему. Но предфломъ для перимет- 
ровъ основав!й служитъ окружность цилиндра или конуса; предъломт, 
„для апоеемы прав. пирамиды служить образующая конуса; поэтому 
на осноааши способа предфловъ () 310, теор. 2) заключаемъ: 
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1. Боковая яоз. цизиндра-окружности основаная, умноженной 
на высоту. 

2. Бок. поз. конуса — окружности основанея, умноженной на 
1) образующей. 

3. Бок. тов. усъченнаю конуса — позсуммю окружностей ос- 
нова, умноженной на образующую, или = окружность средняю- 

съченя (т. е. сдЪааннаго въ равныхъ разстояшяхъ оть обоихъ осно- 
ван), умноженмой на образующую. 

Означивъ черезъ г радтусъ основаня цилиндра, а выеоту его че- 
резъ №, найдемъ, что бок. пов. ция. = 2лтй; 

вся пов. цид. — бок. пов. 2 площ. основ. = 2174 -{- 31е8 —: 
= 2" ("+ №. 

Если г будетъ рамусъ основав!я конува, а Г образующая, то 
бок. пов. кон. = Эх. 1/9 [= п7Ё 
вся пов. кон. = бок. пов. площ. основ. =: пу - пя? = пи(ЕЬи). 
Означивъ черезъ х ях, радусы основан уефч. конуса, а черевъ. 

1 его образующую, похучимъ 

бок. пов. усвч. кон. = 57299, ЕтКи- я); 

вея пов. уеЪч. вон. = )-ти®-лг (Кии, г." 
ии” аи. 

473. Зная, какъ выражаются объемы призмы и пирамиды, пол- 
ной ы усЪченной, на основаши способа предфловъ заключаемъ: 

1) объемь цилиндра = площади ею основамя, умноженной на 
высоту; 

2) объемь комуса —= паощеди ею остованяя, умноженной на 17. 

высот; 
3) объемь устченнаю конуса = сумму объемовь трель конусовь, 

имъющихь высоту, общую сь усъченнымь конусомь, а основаня— 

6дикь нижнее основате усъч. конуса, друюй—верхнее, третий— 

среднее пропоритональное между ними. ` 
Означивъ радусъ основаня ‘цчанидра х, а высоту—й, найдемъ, 

то объемъ цилиндра = си3й. 
Если рад. основ. конуса будеть к, а высота й. те объемъ ко- 

нуса = м 
у 3 

Означимь черсзъ хи ›, рад1усы основашй усфченнаго конуса, а. 
черезъ й высоту его; называя площадь, среднюю прогорщюнальную. 

р ь р пг? т 
между 090ими основанями зерезъ д. охдемъ нить — ——, отку-- ) . р пу 

Ла 24 — 1% Зу)?, а ЖЕЕТиИ,. И СЛЬД. 

г. тд о пк о пкий ть 
и0. У653 кон. = ео +— На = я Р-Р). р: | 1 
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494. Изъ выражен! поверхностей и объемовъ цилиндра и ко- 
нуса слЪдуетъ: 

1. Бововыя поверхностя всякихъ цилиндровъ относятся какъ про- 
изведеня радусовъ основавй на высоты. 

2. Боковыя поверхности пилиндровъ съ равными высотами отно- 
-сятея какъ радтусы основан!й, а съ равными основан! ями— относят- 
<я какъ высоты. 

3. Боковыя поверхности всякихъ конусовъ относятся какъ произ- 
веден!я радтусовъ основав на образующя. 

4. Боковыя поверхности конусовъ съ равныии образующими отно- 
сятся какъ радусы основан; а съ равными основанями—какъ 06. 
разующяя. 

5. Объемы цилиндровъ (а также и полныхъ конусовъ) относятся 
какъ произведен!я ихъ высотъ на квадраты радйусовъ. 

6. Объемы цилиндровъ (а также полныхъ конусовъ) съ равными 
основашями относятся какъ высоты; а съ равными высотами—какъ 
квадраты радгусовъ основан. 

475. Боковую поверхность цилиндра можно развернуть в% плос- 

кость, причемъь получится прямоуюдьникь, котораю одна сто- 
рона — выпрямленной окружности цилиндра, адруая — высотль 

цилиндра. Чтобы показать это, возьмемъ сперва правильную призму 
Чер. 518. АН (чер. 518); вообразимъ, что грань ЕЁ 

С повертывается влЪво около прямой ЕЁ, пока 
плоскость ея совпадетъ съ плоскостью граня 

Е Н ЕК; потомъ посредствомъ вращеня около | 
к ребра К.Л) приведемъ двЪ грани, уже совмЪ- 

щенныя въ одну плоскость, въ плоскость сл$- 
дующей грани ОН ит. д. до тьхъ поръ, пока 
всЪ боковыя грапи призмы будутъ приведены 
вь плоскость послфдней грани АС. Во время 
вращения около ребра ЕТ, сторона А Е остает- 
ся перпендикулярной къ этому ребру; слЪл. 

А Гоа Сс при совиъщеши грани АД съ ЕК сторона АЕ 
| пойдеть по продолженю ЕД; точво тавъ же 
Е о сторона А ЕД, образовавшаяся отъ сложешя 

АЕн ЕП, пойдеть по продолженио ДС ит. д. 

Такимъ образомъ въ плоскости послЪдней гранн АС мы полу- 

чимъ (чер. 519) прямоуг. А.Е», котораго высота 4. Е. =высотЪ приз- 
мы, а основаше А,.А, — периметру основаня призмы. Положим» 
теперь, что призма АН (чер. 518) винсана въ цилиндръ, и что 
число граней ея постепенно увеличивается; тогда высота прямо- 
угольника А.Р, будетъ оставаться безъ перемфны, а основаше бу- 
детъ увеличиваться, приближаясь къ длин окружности основавя 
цилиндра, м сяфд. боковая поверхность цилиндра можеть быть раз- 
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вернута въ прямоугольникъ, котораго высота = образующей, а 06- 
нован!е — выпрямленной окружностя основан!я цилиндра. 

Чер. 519. 

Е | С. к. н. Е 

| | 

А. Е в в С А, . О О ‘ 

476. Боковую поверхность конуса можно развернуть вэ сек- 

-торь, котораю ра усь—образующей конусд, а длина дуи—окруж- 
ности основаня конуса. 

Для доказательства этого возьмемъ прав. пирамиду З5АВСОЕ 
«чер. 520) и посредствомъ вращевя около ребра 5В приведемъ 

Чер. 520. Чер. 521. 

$ 

й 
и 

В 7 8 С, 

трань $АВ въ плоскость грани $ВС, такъ чтобы она расположи- 
лась на продолжен граня бВС; за тЪмъ вращенемъ около ребра 
$С эти двЪ грави приведемъ въ плоскость грани 5СД и т. д. до 
тБхъ поръ, пока всЪ боковыя грани пирамиды будуту соединены въ 
плоскости послфдней изъ нихъ 5ЕА. Тогда мы получимъ фигуру 
54,8, С.Р. Е, А. (чер. 521), иифющую видъ части прав. многоуголь- 
ника, котораго радусъ есть 5.4. Если вообразямъ, что пирамида 
ЗАВСРЕ вписана въ конусъ и что число граней ея увеличивает- 
‘ся, то фигура 54,8, С, О.Е, будетъь сохранять свой радлусъ, а 
ломаная лишя А.В, С,.... будетъ приближаться къ дуг, которой ра- 
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д1уеъ — образующей конуса, а клина — окружности ето основания.. 
Тавимъ образомъ боновая поверхность понуса можеть быть развер- 
нута въ круговой секторъ 5:.4,.Аз (чер. 522), котораго радусъ 
8: А, = образующей конуса, а длина дуги А, 4, — окружности осно- 
ваня конуса. 

Чер. 522. Зная величину образую- 
щей конуса и рад1уса его 5 

х основаня, легко вычи- 
\ слить угодъ 5 этого сек- 

— тора. Этотъ угоаъ будеть 

р ох во столько разъ меньше’ 
360%, во сколько длина 

и — хуги 4,4, меньше длины 

и С цфлой окружности, кото- 
о А рой радусъ 5, Аи, т. е. 

в з образующая конуса; по- 

А этому, означивъ число гра- 
кусовъ угла 5, черезъ ®, 

рамусъ основаня конуса —, образующую—1, и замЪтивъ, что дли- 
на дуги 4,4, = длин окружности основаня конуса = ти, изъ. 

мы найдемъ я» — 360, --. 

Такъ если образующая вдвое больше радуса основашя, что бу- 
геть въ томъ случаЪ, когда конусъ происходить оть обращен!я 
прямоуг. треуг., имвющаго углы въ 30% и 60%, около большаго’ 
катета, то я = 180%. 

СЪчене такого конуса плоскостью, проходящею черезъ ось, есть 
равностороншй треуг., н самый конусъ наз. поэтому разносторон- 

нимъ; такимъ образомъ равностор. конусъ развертывается въ полу- 
КоуГЪ. 

477. Подобными цилиндрами или подобными конусами наз. таке, 
хоторые проистодять отъ врашемя подобныть прямоутольниковь или 
подобныхь прямоуюльныхь треузольниховь около сходственныхь сто- 

ронь. Пусть $ и $1 будуть боковыя поверхностн, Ё и НВ пол- 
ня поверхности, 9 ин т; объемы, хи г| радлусы основав, а й и. 

7 $ 7 | 
; высоты двухъ подобвыхъ цилиндровъ; тогда —- — — ; = 

$1 71й1 ь ме 

В) 9 9% 

аи и 

пропорщи 

. Но по опредфленю подобныхъ цилиндровъ. 

: - я у в 
ражмусы ихъ основав! пропорщональны высотамъ, т. е. — — г 98 

71 1 
т Г у № 5 7 г ® 

н ©1535. ыы — — = —; 10этому — = = —. = 
71 - и 71 1 $1 71й1 71 № 

ОА о а а г А 1%. 
Я: = ое: Е сл АЕ ИИ >= = = ха 

г” 1? |1 71 (г: -- 1) 71 71 - Г 7 №1 
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я Рой 83 

“; я А, мг А м №? 

вертности подобныть цилинеровь относятся кажъ квадраты, а 06- 
емы клкь кубы высотъ или рад усовь основа. 

Оставивъ предъпдуш!я обозначен!я д1я конуса п цазвавъ еще [и | 

образующ!я лвухь подобныхъ конусовъ, наЙдемъ, что боковыя м пол- 
ныя поверхности подобныть полныхь конусовъ относятся какъ квад- 
Фаты, 4 объемы какъ кубы высотъ, образующиль и радусовь осно- 
вами. 

т. е. боковыя п дозныя по- 

478. Опяшелъ (чер. 523) около полукр. половину прав. многоуг. 
абса.., пиъющаго четное число сторонъ; при обращени полукруга вм$- 
ств съ многоуг. около д1аметра эи/, полукругъ опишетъ шаръ, а нолу- 
многоугольникь опишетъ тфло, поверх- 
ость котораго будетъ состоять 1) изъ Чер. 523. 
боковыхъ поверхностей двухъ полныхъ 
конусовъ, образовавныхь лин!ямя аб и 
е/; 2) изъ бок. поверхн. усфченныхъ 
копусовъ, образованныхъ ланями 6с и 
че, и 3) изъ (ок. повер. цилиндра, об- 
‘разованнаго линей с4. Докажемъ, что 
бок. пов. кзждаго изъ этихъ ТЬлЛЪ = 
окружности большаго круга (т.е. круга 
юр), умноженной на высоту тфла. 

Опустижь изъ точекъ 6, а, с, &... пер- 
‘пендикуляры 6и, 42, с2... на даметръ 
т[; тогда 

бок. пов. конуса 16=2. 6п.1/, а) — 
— 9 лд.и. ар... (1). 

СоединивЪ точку р съ центромъ шара с, 
получимъ подобные треуг. аби иарю (уг. 

Е „ бп ор 
а общ, рип прямые), слЪд. ЕТ 9 

откуда Фи. ар = ор. ап =. ап, тдъ В есть ращусъ шара. Под- 
ставивъ въ выражене (1) А. ап вуЪето 6п.ар, найдемъ 

бок. пов. кон. еб = 25А. ап — окружности большаго круга, умно- 
женной на высоту конуса. 

Бок. пов. усЪч. кон. 06==25.24.6с (см. 8 472). 
Проведя 54162 и соединавъ 4 съ о, получимъ треуг. отсос 

{стороны этихъ треугольниковъ взаимно перпендикулярны); саЪд. 

В ‚ отвуда 24. 5е==04. 5% =. п2; слЪд. 
© с 

бок. пов. 66 =25А . пд. 
Бок. пов. с(==2х . Ё4. 2 ==95 .0.2к = .2К. 
Подобнымъ образомъ выразятея бок. поверх. 4е, ед, и слЪд. 

23 
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поверхность афс4...= 218. (ап -|-пг-|-2#--...)=25В. а9 == 
— овружНостя большаго круга, умноженной на ось вращеня. 

Есви въ полукругь трое... (чер. 523) впишемъ прав. полумно- 
тоуг. того же числа сторонъ, какъ афс..., и вообразямъ, что этоть 
многоуг. будеть обращаться около а9, то овъ опяшеть т%10 вра- 

щеня, котораго поверхность по предъидущему будезтъ равна окруж- 
ности такого круга, котораго радгусъ есть аповема многоугольника, 
умноженной на ось т/, т. е. на д1аметръ круга ира... или на 28. 
Назвавъ эту поверхность 5:, аповему а, получимъ 5, =2а. 2А; 
поверхность же ©, образованная полупериметромъ описаннаго ино- 
гоуг. а5с... =218В. а9; поэтому 5 — 5, =28. ад —2:а.28== 
—жА. 20а—2к1. 2В=4к В (оа—а). Съ увеличешемъ числа сторонъ 
многоугольника разность В—а, какъ доказано въ & 315, можетъ быть 
сдфлана менфе всякой, произвольно взятой, геличины; но разность. 

между оа и А также можеть уменьшаться произвольно, слЪд. и 
разность между оа и я можеть быть сдфлана пронзвольно малою, а 
такъ какъ 4тС есть величина конечная, то произведен!е 4 (0а—а} 
кли разность 5—5: можеть быть сдфлана меньше всякой данной 
величины; т. е. съ увеличешенъ числа сторонь 00% поверхнобти, 
вписанная въ шаръ и описаннал около пего, сближаются между с0- 
бою и стремятся къ общему предфлу. Если мы иримемъ, что по- 
верхность шара больше вписанной поверхности и меньше описан- 
ной, то она и будеть предфломъ обфихъ поверхностей, такь какъ 
разность между каждой изъ этихъ поверхностей и поверхностью 
шара можеть быть сдфлана произвольно малою. 

479. Такъ какъ (чер. 523) поверх. афе4... =2=1. ад, а пред- 
ломъ для а9 служитъ даметрь шара, то на основаши способа пре- 
ДЪловъ заключаемъ, что поверхность шара -= окружности бодъ- 

щшоло круза, умноженной на /аметрь — ж8В. 2 — 4тП2 — уч2- 
этверенной площади большею круза. 

Сльдстве. Поверхности шаровь относятся между собою какь 
хвадраты радиусовь или дзаметровъ. 

480. Если пересЪчь шаръ плоскостью, то часть АД В (чер. 524) ша- 
ра наз. сферичеекимь сеоментомь. Проведемъ рамусъ. перпендикуляр- 
ный къ плоскости круга АВ; часть ДЕ этого рамуса, заключенная 

между поверхностью шара и площадью круга АВ. иаз. высотой сег- 
мента. Такъ какъ поверхность сегмента АО В есть предьль поверх- 
иости конуса аб (чер. 523), то поверхность семента — окружно- 
сти большало круа, Уумноженной ча высоту сегмента = 25, 

гдВ А —=ДЕ (чер. 524). 
481. Часть АЛ, В, В (чер. 521) поверхности шара, заключаю- 

щаяся между двумя кругами, плоскости которыхь параллельны, 883. 
шаровыхъ поясомь или зомою; разстояше ЕЕ, между кругами наз- 
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высотою пояса. Такъ какъ поверхность пояса есть предъзаъ поверх- 

ностей, образуемыхъ ливями с, с4, ае (чер. 523), то поверх. поя- 
<а — окружности большато круа, умноженкой на высоту пояса. 

Чер. 525. 

Чер. 524. 

482. Чтобъ вывести выражене объема шара, опредфлимъ спер- 
ва объемъ тЬла, происходящаго отъ обращеня прав. полумного- 
угольника абс4... (чер. 525), опнсаннаго около полукруга. 

Объемъ этого тфла будетъ равенъ сумм объемовъ тфлъ, опи- 
санныхъ треугольниками а06, фос, со4... Докажемъ, что объемъ 

каждаго изъ этихъ тьль —его поверхности, умноженной на 1/з ра- 
Пуса шара, образованнаго полукругоиъ, около котораго описавъ 
полумпогоуг. абс... Проведемь изъ точекъ 6 и с перпендикуляры 
фт и с4 къ оси а0; тогда объемъ тфла 406 будеть —= сумм объ- 

емовъ двухъ конусовъ афт и обт, имфющихъ общее основаше 6; 

еяЪд. 06. 906 = 1/3 т. 6т®. ат; т. 67%. то— т. 6т?. ао. 
Соединив точку # съ центромъ, получимъ треуг. айосзафт, слЪд. 
фт _ ой 

4% чо 
1% п. 7т. фт. а0= И п.фт. 6. 4. Здъеь п. 0т. аб 
выражаеть боковую поверхность конуса, описаннаго линей а6, а 
ой есть рамуеъ шара, слЪд. 

‚ или 67. ао — ар. ой; а потому 0б. аоф — 1/3 к. 6т?. ао= 

23* 
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0б. асЬ — пов. аб. 1/3 В. 
Чтобъ опредфлить объемъ, полученный отъ вращеня треуг. 60, 

продолжимъ сб до пересфчешя съ продолжевемъ оа въ точкЪ э; тогда 

0б. 00—06 0пс—0б. оть = пов. мс. А— пов. пб. 1/3 = 

= (пов. яе-—пов. яб) 1/3 В == пов. 66.1/; В. 

Для опредзленя объема тзла, полученнаго отъ вращешя треуг. 

со@, проведемъ са ао и ар | ао; тогда 

06. сой = об. цил. с@рЧ@—06б. кон. 0с9—06б. кон. ор; слЪд. 

0б. со — п.о. с4—1/; п.495%.09—1/3 г.ра*.ор. 
Но оё =: 46 =а0; 049 = с#=ор; сад. 
06. со = т. ой (са Из 4—1 сё) = 
—к. ой (са—1/в са—1/в с4) = 

—п. ой (4—1; са) =т. ов. 1/, ва. 
Это посяЪднее выражене можно представить въ такомъ видЪ. 

21.0#.0.1/3 с =. 0}. са.1/3 0 —9щ. 0. с4.1} В. 
Но 9п . 0#. са = бок. пов. цил. с@; елЪд. об. со —= пов. сё. /з В. 
Точно тажъ же опредфлятся и объемы прочихъ тфлЪ, и такимъ 

образомъ объемъ всего тла вращешя абс... = поверхвости его, 
умноженной на 1/3 радтуса шара, около котораго описано это тзло. 

483. Если бы мы впасали въ полукруг (чер. 525) половину прав. 
мног. того же числа сторонъ, какъ а6с..., и заставили его вращать- 
ся около ао, то получили бы тЪло, вписанное въ шаръ, и объемъ 
этого тзла по предъидущему равнялся бы его поверхности, умно- 

женной па !/з аповемы вписанпаго многоугольника. 
Такъ какъ разность между поверхностями тЪль, описапнаго и 

вписаннаго, а также и разность между рад!усомъ и апоеемою прав. 
многоугольника, могутъ быть сдфланы произвольно малыми, то слЪд. 
и разность между объемаии этихъ Тфлъ, а тЪыь болЪе мекду 0бъ- 

емомъ шара п объемомь каждаго изъ этихъ т®ль, можеть быть 

сдЪлана пронзвольно малой, такъ что объемъ шара есть предфлъ 
объемовъ обоихъ тЬлъ, и потому обземь шара — ею позерхности, 
Умноженной на 1/3 рад’уса —4к Е. 1, В= |; сЁЗ, гв В ель 
радусъ шара. 

484. Выражеше для объема шара можно вывести проще, именно 
сяЪдующимъ образомъ. 

Весьма малую часть поверхности шара можно працать за плог- 
кость, п поверхпость шара можно считать состоящею изъ множества 
весьма малыхъ плоскихъ фигуръ, напр. треугольниковъ; если с0- 

единить вершины этахъ треуг. съ центромъ шара и вообразить 
плоскости черезъь каждую изъ сторонъ тр—ковъ и радуеъ шара, 
то погучижъ множество пирамидъ, сумма объемовъ которыхъ п бу- 

деть равна объему шара. ВеЪ эти пирамиды имБють высоту, рав- 
ную рад!усу шара; поэтому мы опредфлимъ сумму вхъ оъемовЪ, 
т. е. объемь шара, если умвожниъ сумму яхъ оспованй, т. е. по- 
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верхность шара, на 1/3 радуса. Итакъ объемъ щара = го поверт- 
ности, умноженной на треть ращуса, —=4*8*. 1/8 —4/: га, ГД 
Е есть рауеъ шара. 

СлЪдетве. Объемы шаровь относятся какъь кубы радёусовь ила 
Фаметровъ. 

485. Часть АОд, (чер. 526) объема 
шара, происходящая оть вращеня 
круговаго сектора АОВ о0ко40 да- А В А, 
метра ВС, совпадающаго съ однимъ 
изъ радтусовъ сектора, наз. сфери- 
ческимь сектором. 

Танъ же наз. п часть М МОМ, М, 
объема шара, происходящая отъ вра- 
щен!я сектора МОМ около маметра 
АС, лежащаго внф этого сектора. 

Соотвфтетвующая сектору АОВ нь: 
дуга АВ опасываеть поверхность 
шароваго сегмента, а дуга № М— по- 
верхность пояса М УМ, М, . 

Поверхность сегмента АВА; паз. основанемь сектора АОА,; 
поверхи. пояса МММ, М, будеть основашемъ сектора № МОМ; М№,. 

Изъ сказаннаго при опредфяенш объема шара слфдуетъ 970 объ. 
емь сферическазьо сехтора —= поверхности ею основаная (т. е. со. 
отвфтствующаго ему сегмента или пояса), умноженной на 1/; ра- 
дуса. Если высота основав я сектора =, а радусъ сектора=Ю, 
то объемъ сектора —=2я1й. 1/3 А-=%/пА. 

436. Часть АРСШ (чер. 527) объема шара, заключенная между’ 
Авума параллельнымн кругами, ваз. Чер. 597. 
шаровымъ слоемз. Круги Ади РО 
наз. бсновамщями слоя, а разстоянв1е 

ММ между вими паз. высотой слоя. 
Объемь слоя АРСО = об. сект. 
АРОРС-{-06. кон. РОС—об. вов. 
АОр. | \ 

06. ков. РОС=кРМ?. 1: ОМ; | г 
об. вон. АОР= ТАМ. 13 ОМ.. \ . | 
Полагая рад. шара — И, ОМ —а, _ и 
ММ—= 1. получимь РМ * — Е? аз; \ я 
А М — — (а—№)}*; слёд. ь р. 4 

об. коя РОС — “(13— а?).1/; а; 7“ 
06. ки. АОР — [1 —(4а—1?]. 1/3 (а—№). 
А тачь какъ 06. сект. АРОСР=*/; «П?А, то 06. слоя = 

—_ 2584 - =([18— а а—к[В— (а—№)*] (а) 

3 
ни, —тй( К— а ой) — 1/3 тйЗ.. .. (1). Этому выраженю можно. дать. 
другой видт, введя вето Ри а ражмусы оснований слаз_ 

Чер. 526. 

‚ что, но. совраще- 



— 358 — 

Пусть РИ=к, 4 №=и;; тогда 
Ви Роя и 19—,%-| (а—№)%, са%д. 

78 -|- 4—1? -- аз -- 1 —2а}. откудь 
3—7} 

аъ Рем - Подставивъ эту величину вм$сто ай въ 

формулу (1), а выфсто К1—@* подставивъ въ ту же формулу 7%, полу- 
73 а 

чимъ 06. своя — тр| 7 -|- о Е — 

„® $ з трз д г % 3 == а я т ®-|- ти, = 
Ре 

объемь слоя—0объему цилиндра, которало основаще есть ариоме- 
тическое среднее основан слоя, © высотой служить высота слоя,-|- 
объем чара, которазо Фаметръ = высот слоя. 

487. Если въ предъидущемъ выражен1и объема слоя похожимъ 7==0, 

2 

объем» сфер. сам. == 1/. объема цилиндра, имъющиио съ сезмен- 
томь одинакое основане и одичакую высоту, - 0бъемь шара, имью- 

чиио Фаметромь высоту сезмента. 

В з 
то похучимъ объемъ сфер. сегмента — 1 8 -“/ "(3 ут, е. 

483. ОпредЪзимъ еще объемъ части шара, происходящей отъ враще- 
в1я сегмелта круга СМД (чер. 528) около даметра АВ, находяща- 

гося внф эгого сегиента. Объемь этого 
Чер. 523. тф1а—00. сфер. сект., происходяша- 

го отъ обращешя круговаго сектора 
СОР около дам. АВ, безъ об. тз- 
18, происходящаго оть вращешя треуг. 
СОШ около тогоже д1аметра. 

Об. сфер. сект.—пов. пояса СД, 
умноженной на треть рах!уса — 
—/; = А1.с4; об. т%ла, образован- 
наго треуг. СОД, какъ доказяно въ 
3482-мъ.=поверхн. СД. 1/3 ОМ, гдЪ 
ОМ хордъ СР. Поверхность же 
Ср=2т.О М. ва; сдёд. об. СМО= 
—/.5(В#— О №) ва. 

На изь прямоуг. треуг. О МС имфемъ 
В 0 (3—0 №—0С №, вли 8—0 №М—= 

—0М№1—(1/.СР—1, СР®; с4д. 

об. СМР, «Ор». с4; т. е. объемь тъла, получаемио оть 
врашщеня круговито семента 0коло Фаметрл, находящллося вню 

это1о сементи, равень 1/5 объема цилиндра, который радусомь 

остовашя имтеть хорду крузовлло сеъменту, а высотой—лимю СА, 
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чт. е. раэстояще между основашями перпендихудяровь, опущенныхь 
изъ хонечныхь точекъь хорды на ось вращеня. 

489. Возьмемъ полукругъ (чер. 529) и оняшемь около него поло- 
зпну квадрата и половину прав. треуг.; если эту фигуру обервемъ 
около оси ВЕ, то позучимь шаръ, окодо котораго описанъ равно- 
<торонн! цизлипдрь и равносторонв!Й вовусъ. Опредфаижъ поверхно- 
<ти и объемы эгвхь тфлъ, подагая рад1усъ вруга—у. 

Чер. 599. Пов. шара—4т7®; 
бок.пов цил.—9т. АВ. ВО—= 
—2т".27=4т/®—щцов. шара. 

Вся пов. цил.—бок. пов.-|- 
2 площ. основ. =4л/® + 
2—6 т. 

Бок. пов. кон. — 
—2т.В 0.1. СЕ=ЯкВ С*; 

<! такъ какъ сторона прав. опис. 

к треуг.=27УЗ,то В == 3, 
ры и бок. пов. кон.=217*.3 == 
5% —6бту?— всей пов. цилиндра. 
и Вся поверхн. конуса =— 

/!: \ =6ок. нов. ажо. освов. = 

и |__^\ =6би-ыкУз тм. 

06. шара—4/3 773; об. цил. ==. АВ*. ВОт; 

об. вкоп.—=ВС*.1/, ВЕ=е(УЗ )*. 13, ВЕ=гм. ВЕ. 
Но ВЕ=у/ СЕ*—СВ1=/(0гуз *— (уз = И12т—зя= 

=" = 3г; сад 06. ков.==8и 
Взявъ отрошен!е пов. шара къ пов. цил. и чов. цил. къ пов. кон., 

% также отношен!е объемовъ этихъ тфлъ, найдемъ, чго 

пов. шара 2 пов. цил. 2. 

пов. пил, 8 шов. ко. 3’ 

0б. шара _2 06. ция. _ 2. 

об. ция. 3’ 06. ко. 3’ 

Е пов. шара _ пов. цчл. ‚ 56. шар8 __ 06. цих. 

_”” пов. щид. пов. кон, 06. циз. 06. кон. 

Итакъ яоверхность и объем» цилиндра суть средёя пропоршо- 
нальныя между поверхностями и объемами шара и конуса. 

490. Коничесыя сЪчен!я. Мы зизфли уже, что сфчев!е конуса 
плоскостью. паразлельной основан!ю. есть вругъ; & сЪчен!е плоскостью, 

проходящей черезъ вершину, есть равнобедренный треуг. Разсмотримъ 
теперь сфчев:я конусл плоскостями въ другихъ направлен1ях»®. 

491. Эллипеисъ. Пэресфчемъ (чер. 530) конусъ плоскостью Р, на- 
клонной къ его оси, но не параллельной образующей 5С; тогда въ 

свчен!и получимь нфкоторую кривую А МА, О. Чтобъ разсмотр®ть сзой- 
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ства этой вривой, пересфчемъ конусъ плоскостью, проходящей через» 
ось О п | въ плос. Р; пусть В5О представзяеть сЪчене этой пло- 
скоети съ конической поверхностью, а 4 41 сфчене ея съ пос. Р. Но- 
строямъ по обЪпуъ сторонамъ лини! АА, окружности О ид, кася- 

тезьныя какъ къ этой лини въ 
точвахь Рун Р, такъ и къ обра- 
зующимь ОВ и $С соотв%тствен- 
но въ точкахь В,С и б.с. Если 
будешь вращать плоскосчь В50 
около оси 5 О, то окружности Оно 
опишутъ шаровыя поверхности. Эги 
шаровыя поверхности будуть ка. 
саться къ поверхности конуса по 
параллельнымъь кругамь ВС и 6 
и къ плоскости Рвъ точкахъ Ён Ё\. 
ДЪйствительно, напр. рамусъ ОЕ 1. 
къ лини! 4.А,, представляющей с$- 
чен{е плоскостей Ри ВБ5С, ибь 
АА, касается круга 6 Ес; сверхь 
того рад1усь оР находится въ пло- 
скости В5С, которая | Р; по- 
эгому оЁ | Р, в сад. Р касаетса 
шара о. 

Возьмем теперь на лин1н с$че- 
в!я пдоскости Р съ копусомъ про 
извольную точку ДЁ и проведем» 
изъ пея прямыя МЕКи МЕ, п 
образующую ОГ, которая нерес%- 
чегь окружности бс и ВС въ точ- 
вахь фи (Г. Прямая МЕ бущетъ 
касаться шара о, ибо оца нахо- 
дится въ плоскости Р, касательной 
къ шару, и притомъ проходить че 

резъ точку К, въ которой эта плоскость касается шара. Образую- 

щзя Л/0 также будетъ касатезьвой къ шару 0, ибо выфетъ съ нимъ. 
только одву облую 1очку 9. 'Гакъ какъ касательныя 1/9 и МЕ къ 
шару 0 проведены кзъ одной точки Л[, то ИЕ— М9. По той же 
ирузин8 МЕ, —=МС, с2$д. 

МЕ-МЕ,—=Му--МС=9С. Но 96=6В=еС-=...... ‚ вакъ 
образующая усфченнаго ковуса сСЬВ; сад. МЕ-- МЕ, =96=0В= 
—е(С=-...; т. е. МЕ--МЕ, есль везичина лостоянная. 

Итакь кривая АМА,, представзающая сфчеше ковусэ плоскость» 

Р, пыфеть то свойство, что сумма разстоян! каждой сл точки 011. 
двухъ точекъ Ёи Ё\, лежащихъ внутри ел, есть величина постояв 

пад. Легко доказать, что эта постоявная величина 6 В—сС равна 
лив!н АД,. Дьйствительно, 6 ВЫЬА-|- АВ-ЬАЕР--АЕ,,; 
еС=сА.-+ СА.—=А.Е-+А, Е; с4Вд. АЕ--АР,—=.ЕР-+- А: Е\, пав 
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АРАРЕР,= А.Р, РЕ А.Р: А ЕЕ А, Р-Н ЕР,, 
откуда АЕ А, Е, п дотому 6 В АЁ--АР,—=АЕ+ЕЕ!-|- АР 
—А4,; сз. МЕМРЕ,—=АА|. 

Криваз АМА; паз. эвмиисисомь; точки Е и ЁЕ\ мвз. его фоку- 
сами; а разстозня МР и МЕ, каждой точви эллиасиса отъ фову. 
совъ наз. радёусами векторами; прямая АА, наз. большой осью. 
Такимь образомъ выведенное выше свойство эллинсиеа можао выра. 
зить такъ: сумма роедй/совь векторовь эллипсиса-=больщой оси ето. 

Средияа О (чер. 531) большой оси эллицсиса наз. его центромъ;; 
праязя (СС:, проходащая че- 
резъ цевтръ и перпепдикуляр- Чер. 531. 
ная къ большой оси, наз. ма- ( 
лою осью. Дробь, выражающая 
отношеве прямой РЕ къ пря- 
мой АД,, или (что тоже) олно- 
шен1е прямой ОЁ къ ОД, паз д 
эксцентиииитетомь. Съ умевь- 
шен!емъ эксцентрицитета точки 
РЕи Е, сближаются между со- 
бой, и если эксцентрицитетъ ра- С 
венъ нулю, то Ки Р,; содь- : 
ются съ (О-—и эллиасисъ обратется въ крут. 

Чтобъ начертить эллинеисъ по данных сго фокусамъ Кя Е (чер. 532} 
и большой оси 4.., беруть 

нитку, которой длина— А Ду, Чер. 532. 
и укрфизяютъ ковцы ея въ Ё 
и Е.; потомъ, натянувъ нит- 
ку карандашемъь 4, ведутъ 
его по бунагв; тогда и нолу- 
чится эллиисилт,. Дйствитель- 
но, для каждой точки М, на- АГ 
мВченной карандлшемъ. мы 
будемь имфль МИЕ-- МЕ, —= 
— 1. 

492. Парабола. Пересфчемъ копусъ (чер. 533) плоскостью Р]|| об-- 
разующей © (С. Эта илоекость не пересфчетъь СС, & также не пересв- 
четъ и верхвихъ частей образующих, такъ что кривая ебчешя ГА М 
предетавитъ одьу безкопсчлую вфтвь. Чтобы изелфловать свойства этой 

вривой, проведемъ черезь ось конуса изоекость ВС | илос. РЬ 
пус'ь ирамая АО будегь сфчемемъ этиьхъ илоскостей; лотомъ по- 

строичь кругь О, касательпый къ АО и въ образующинъ ВЭп (5: 
пусть Р, В,С булутъ точки ваеавя. При вращен!и чертежа окозо. 
оси ковуса, кругр О опишет шаръ, васательный къ конической 1о- 
верхности по кругу СВ и къ плоскости Р вь точкё ЕР. Возьмем 
на кривой сфчешл 11.4 М произвольную точку ЛГ и соедипимъ ее съ. 
точкой Ри съ вершиной 5 конуса: тогда, нодобно предъидущему 
случаю, нолучимъ двБ касательныя Ми МС къ шару ©, прсве- 
девныя изь одчоВ точки 1[:; сл. МЕ=МО. 

=. А. 

| 

| 
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Проведемъ теперь черезъ точку Л плоскость [| оси конуса; она 
зтересфчеть конусъ по кругу Са, плоскость котораго || пл0с. круга 
ВС; такт какъ МО—=ВУТ, то и МЕ= ВГ.. Продолжимь вло- 
скость ВС и пзоск. Р: пусть пряяая ДЕ будеть ихъ сфчешемъ. 
`Такъ какъ 06% плоск. ВС и Р перпендикулярны къ п1ос. В5С, то 

и сфчене ихь ДЕ также || 
пкс. В50(. Притомъ ирямая 
СВ, лежащая въ илос, ВКС, 
пересфкаеть БС, сд. СВ 
пересфчетъ также и АО, ко- 
торал || ЭС и находится въ 
плос. 390: а такт, какъ ли- 
ня СП находится въ п1ос. 
ВС, а лая АО въ плос. 
Р, то точка Ш), въ которой 
пересЪкаются эти лини, дол- 

жна находиться на прямой, 

представляющей сЪчене илос. 
ВС свь илос. Р. 

Такпиъ образомъ видиуъ, 
что лишя ОЕ, представляю- 
жая сфчен!е идос. ВС съ 
влос. Р, будетъ | плос. В5С 
и пройдетъ черезъ точку ДЛ), 
въ которой пересЪкаются пря- 
иыя СОВи 40); в потому 
РЕ! АО, нбо эта послфдияя 
ливзя лежить въ плос. В5С 

и проходить черезъ основане Г) перпендикуляра ДЕ къ этой пло- 
скости. 

Опустивъ изъ М перпендивузяру МН ва АО ин соедививъ Н съ 
{,, иозучимь треуг. АНГ со АВО, такъ какъ каждый изъ этихъ 
равнобедр. тр—ковъ подобенъ равноб. треуг. БГ.Г1. Изъ этого подо- 
(Ля сяфлдуетъ, что 

АГ АН, АРАВ _ АНТАР ВЕ _ ИР 
АВ АБ И а 
Но АВ—=АО, слфл. ВГ, — НО ин потояу МЕ= НО, г НО 

есть разстонн!е точки Л{ огъ прямой 0) Е. Итакъ позучепная кривая 
<фченя ЛАМ имфеть то свойство, что каждая точкя ея находится 
зъ равныхъ разстоян!яхъ отъ нфкоторой точки [, находящейся вну- 

три этой кривой, и отъ н$которой прямой лиши ДЕ, находящейся 
вн кривой. Такая кривая лин!я наз. мараболой; точка Е ваз. фо- 
кусомь параболы; а прямая ДЕ —ея директрисой. Такпиъ образомъ 
парабола есть такая кривля лия, каждая точка которой равно 

отстоцть оть фокуса и д"ректрисы. 

Для черчев1я парабоды по ея фокусу Р’ (чер. 534) и хиректрис- 
<$ ОШО,, берутъ линейку Г, п совмфщаютъ ел ребро съ директрис- 
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<ой )О!; потоиъ прикладываютъ къ 2ннейкЪ чертежвый наугодьникъ 

Чер. 534. 
меньшимъ его катетомт 46; въ 
конечной точкф С другаго ка- 

тета приврфиляютъ одинъ ко- 
вецъ нитки, ддипа которой— 
Эгому катету; другой же ко- 
вецъ нитки увкрфиляютЪъ въ 
фокус Р. Если потомъ на- 
дБть нитку ва карандашъ 
и держать его такъ, чтобы 

онъ прилегалъ въ ис, двигая 
вифетБ съ тфыъ наугольникъ 

чо линейкф, то каравдашь и 
опишеть иараболу. ДЪйстви- 
тельно, дла каждой точки ЛИ, 
вам ченвой карандашемъ, мы 

булемъ нмфть с ЛГ МЕ —= 
— са= с М-- Ма, и сад. 
МЕ= Ма. 

Есаи помфетить пауголь- 
викъ внизъ отЪ прямой АР, то можно начертить часть параболы, 
расположенную по другую Чер. 535. 
<торону лин АР. 

493. Гипербола. Перес$- 
чемь конусъ (чер. 535) из0- 
скостью Р такъ, чгобы сна 
перес$кала об его полости 

{для этого плоскость Р дол- 
жиа занимать среднее поло- 
жене между плоскостью, па- 

раллельной образующей, и 
илоскостью, проходящей че- 

резъ ось); тогда вриная сф- 

чен1я будеть состоять изъ 

двухъ  безковечныхь  вфт- 
вей. Какь и въ предъидущихъ 
случаяхъ, вообразимъ черезъ 

ось Оо илоскоеть Веб С° 
110. Р, и пусть лин1я пере- 
сфченя этой илос. съ Рбу- 
хеть АА,; потомъ посгронмъ 
окружности О но, касательныя 

въ точкахъь Е и ЕР КЪ лини 
АА, а также къ нижней и 
и верхней частямъ образую- 

щихъ ВБ и (с. 
Соединивъ произвольную 

точку 1[ кривой сфчевая съ 
точками Ри Е; и проведя 
черезь Л образующую С4, 
ао предъидущему будемь ну$ть 



— 56+ — 

МЕ, = М9, МЕ= МСО, слфзоват. МЕ-—МЕ =М9-— Ма—= 
—69—= Вб= Сс. 

Итакъ полученная кривал такова, что разпость разстоян!Й каждой 
точки ея отъ двухъ точекъ Ри Руесть величана постоянная. Чтобы 
опредЪфлить постоянную величину В— (Сс, замфчаемъ, что 

В — 46 — АВ-ЬАЕГ, — АЕ ЕЕ, —2 АБК; 
Сс = АС — Ас —= АЕ — А, Е = КЕ, — 2А, Е\; сад. 

АЕР= А. Е|, и потому 
ВЬ = ЕЕ, —2АР—=ЕГ, — АЕ — АЕ —=АА,; с2$д. 

МЕ, — МЕ= АЛ. 

Кривая сфченя ваз. зниерболой, точки Ки ЕР, —еа фокусами; ли 
АА, —большой осью; двын МЕ и МГ, соедввяюния какую либо 
точку гиперболы съ фокусами, наз. радусами векторами. Такамъ 
образомъ 6% типерболь разность радёусовь векторовз—большой оси. 

Чгобы начертить гиперболу по ея фохусамь Ри ЕЁ! (чер. 536) и 

большой оси АА|, возьмемъ линейку и укрфирыъ одинъ конецъ ез 

въ фокус ЕР,, такъ чтобы она могла вращаться около этой точБи; 

чер. 536. потомъ возьмемъ витку, которой 
длива=разности между дливой ли- 
нейки и большой осью АД;\; одивъ 
конешъь витки укрфпимъ въ К, & 
другой въ концё линейки В. На- 
дЪвъ нитку на карандашь, такъ что- 
бы она быха натянута, и вращая 
линейку около Е\, такъ чтобы ка- 
рандашъ постоянно прикасался къ. 
1ннейкв, мы опишемъ вфтвь гипер- 

болы, ибо для каждой точки ЛГ, намЪченной карандатемъ, будемъ. 
им ть МГ.—МЕ=(МЕ,-|- МВ)—(МЕ-+-МВ—=АА:, 

494. Задачи. 1. Въ циливдръ, вогораго высота й, а рэд. основ. Г, 
винсана прав. 4— уголь. призма; опре\фльть площ. ея боковой грапи? 

2. Опредфлить площ, бок. грави прав. треуг. ипрамилы, освовавте- 
которой внисаво въ нижнее основ. цилиндра, а вершива лежить ва 

верхнемъ оспов., если рад. циз.—х, а высота р? 
3. Опрехфлить отношене высоты циливдра къ рад. его основ., 

если площ. сЪфчевя, вроходящаго черезъ ось,—еуми площ. основ ? 
4. Два циленлра одвой высоты пероефкаются по ирамоугольвику, 

причемь основав:я ихъ лежать въ одной плоскости; разстояв1е меж. 

ду центрами осповав!И цильидровъ — с — 15; раз. основан! й суть В 

—44 и 7—57; высота 1—25. Опродфлить площ. счешя? 
5. Циливдръ пересфчевъ плос. [[ оси; дзагональ сфченя—@=17; 

площ. сфчен1я—5—120; разстояв!е и2ос. сфчена оть оси=е=5 
Опред$лыть высоту Л п рад. г основав!я? 

6. Пзощ. сфченя, проходящаго черезъ ось цллиндра,—$. @мре- 

АФлить иаоЩ. с%зещя, паразлезьнаго первому и лБзащаго вепозауь 

перпендикулярный къ сфчевямъ рацусъ основания? 
7. Радзусы основ усБч кон. суть 14 и 2; высога конуеа=18: 

въ какомь разетоявш отъ большаго основ. надо пересфчь ков. плсс- 

воглью || основ., чтобы изош. сфчен!н была сред. арио. между взоша- 
хами освовлый ? у 
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8. Опредфлить площ. бок. грани прав. четыреуг. пирамиды, вчи- 
санной въ конусъ, рад. осшов. котораго—7, а высота—й? 

9. Въ усфч. конусф, рад. осповавй котораго суть В и х, пос- 
‘троевы два полныхъ конуса такъ, что осповане каждзго совпадаетъ 
<ъ однимъ изъ оспован!й усфч. конуса, а вершина находится въ цев- 
тр$ другаго основ. усфч. вовуса. Опредфлить радусь окружности, 
по которой пересфкаются полные ковусы ? 

10. Въ прав. усфч. 4—угольн. пирам. ваисавъ усч. кон. такъ, 
что его большее основ. вписаво въ большее основ. инрамиды, а мепь- 
шее основ. вписано въ меньшее основ. пирамиды. Опредфлить обра- 
зующую копуса, если боковое ребро иирам.=, & сторовы освовашй 
ея суть аи? 

11. Радусы двухъ малыхъ вруговъ шара суть 7 и 15; отвошеве 
ихъ разстовнй отъ центра шарз—6/;. ОпредЪлить рад. шара? 

12. Подущшаре и конусъ имфютъ общее освовав!е; высота конуса 
вдвое больше рад. осповав!я. Олредфлить радусъ круга пересфчен!я 
конуса съ полушартемъ и разстоян!е этого вруга отъ основан!я, если 
радуеъ шара=—| ? 

13. Полушар!е и ковусъ имфютъ общее основ., котораго радусъ 
=; высота конуса втрое больше высоты полушарйя. Въ какомъ раз- 
стоящи оть осповав1я надо провести плоскость, ему параллельную, 
чтобы отношеше круга сфченйя ея съ шаромъ къ кругу сфчевя съ 

вонусомъ равпялось 7? Рфшить зад. при т==1? 
Примъч. Вь задачахъ 14—19 включительно означены: 

$1 боковая, 3 полная поверх. цилиндра, 7 рад. сснов., й высота. 
14. 7—22,6; #—15,4; п= ?*/.; найти $5; ? 
15. $; =5882,9; 7=23,46; 3,141; вайти №? 
16. <,= 60,222; #—4,89; т—3,14]; найтя у? 
17. 4=,==11,3; 1—355/ 113; пайти $51? 
13. 5=340,608; г=3,9; т=3,1415; найти д? 
19. Даны $ ий; найти г? 
20. Опредфлиль бок. воверхн. цилинд , описаннато оБоло куба, 

котораго ребро—а? 
2]. Опредфлить бок. поверхн. цил., вписаннаго въ кубъ, вотора- 

то ребро—а? 
22. На сколько надо увеличить высоту циливдра, чтобы его бок. 

цоверхи. стал. равна прежней полной поверхности? 

23. Въ цилиндр, котораго бок. поверхн.=5, а магональ сфчен!х, 
проходлщаго черезъ ось, равна {, построена прав. 8 —угол. пира- 
мида, вершипа которой въ центр одного изъ основанй цилиндрз, 

а основаше влисано въ другое основав:е цилиндра. Опредфлить сто- 

рону основанйя пирамиды? Разсыотрфть сзучай, когда бок. пов. ци. 

$=плот. круга, котораго даметрь—а ? 
24. Опрецфлить полпую поверхн. цилипдрической трубки, которой 

ваф ши! рад.—0==3, высота—2 А—6; отношене боковыхъ поверхв. 
внутревней и внфшней—97 : я—*/;; т—??/.? 

25. Три цилиндра, которыхъ оси составляютъ одну прямую линю, 

поставлены такт, что нижнее основан1е каждаго сафдующаго цилив- 
дра дежитъ въ итоскости верхняго основ. предшествующаго цилиндра. 
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Эаредфлить н@лн. поверки. подучевнаго такямъ образомъ тфла, еслв 
высота каждаге саЪлующаго цнлиадра вдвое болфе, а рад. основ. вдвое 

мвиЪфе высоты и рамуса предшествующаго цялинлра, н если с$- 
чеве керваго нихиидра плоскостью по оси есть квадратъ, котораго 
илощ.=т? 7-99)... 

26. Цилиндръ, котораго высота—}, а рак. основ.—7, разсфченъ 
плоскостью || оси, въ разстоани’ отъ вея 1/» рамуса; опред%лить пол- 
мыя воверхн. обфихъ чаетей? 

27. Цилюихръ, нотораго высота—, а рад. основ.—7, разсфченъ 
двумя плоскостамя, проходящими черезъ ось и составляющими уг. 369. 
Опредфаднть полную поверхн. части межлу этими плоскостями? 

Примъч. Въ зад. 28—33 включительно означены $; боковая, 5— 
нолная поверхи. кохуса, В—высота его, [-— образующая, 7— рад. 

основая!м. 
28. 771/16; 1439/11; Т—386,113; найти 51? 
28. 70,33; 2=9,64; п—=3,1412; найти 5; ? 
30. 1==118; А—112; п=355/;13: найти 51? 
31. 5—1,32; 1-—27—65—0,5; т /-; найти Г[иг? 
82. Найти $1, если сфчене по оси есть прямоуг. треуг., а окруж- 

ность освов.—с ? 
33. Найти $, если сфчене по осн есть равносторон. треуг., & вы. 

<ота ковусз—й ? 
34. Опредълить отношен1е бок. поверхн. н плом. основан!я ко- 

нуса, если сфчен!е по оси есть равносторон. треуг.? 
35. Около шара, котораго маметръ-—4, описавъ конусъ, которато 

высота—й. Опредфлить полную пов. этого конуса? 
36. На основашахъ циливдра, котораго рал. у, а внсота }#, пос- 

троевы ковусы, которыхъ высоты равны х. Опредфлить цолную по- 
верхн. образовавшагося тфла? 

37. Рад. основ. ков.-7; полная поверхн. кон.—бок. пов. цил., 
ныфющаго высоту вдвое меньше высоты конуса. а основан{е вчетверо 
больше основ. ковуса. Опредфаить высоту конуса? 

38. Высота конуса—йЙ, рад. освов.—7. Въ какомъ разстояв1и отъ. 
вершины надо пересфчь конусъ плоскостью |} основан!ю, чтобы боков. 
поверхн. отсфченной частй была на 2% меньше бок. поверхн. обра- 

зовавшагося усфч. конуса? 

39. Въ усфч. конусВ д1аметръ верхняго основ.—образующей; пе- 
риметръ сфчев!я по оси-—и, высота=й; опредфлиль боков. поверхн.? 

40. Бок. поверхн. 76%. кон.—т; пхом. освов. суть @ и 6; изй- 
ти высоту? 

41. Около цилиндра рад. 7 описанъ усфч. конусъ, котораго вер- 
хнее основанле совпадаетъ съ верхн. основ. цилин., а нижнее есть. 

кругъ, концентрическй съ ниж основ. цизин.; высота циз.=й; от- 
ношен!е вижн. освов. коя. къ основ. ция. т.т. Опредфлить 1} 
полвую пов. конуса и 2) полвую пов. таза, огравичевнаго цихич- 

дрическою пов., ковач. поверхвостью и кочцентрическлыь кольцомъ 
нижняго основ. конуса? 

42. Усфч. конусъ, котораго высота #, а рад. оспованй Ви #*, 
пересфчонъ изоскостью || основан!емъ, и площ. сфчеп1я есть арно- 
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среднее площадей освованйЙ. Опредфаить бок. поверхвости обоихъ. 
усфч. конусовъ, на которые раздфлился давный ковусъ? 

43. Опредфлить бок. пев. усЪч. кон., которате окруж. основан! В 
равны 25 н 17, а образующ. 12? 

44. ОпрелЪлить бок. пов. усфч, конуса, если его образующая вдвое- 

больше высоты, а площ. сфчевя що 068—т? 
45. Опредфлить пов. тфла, происходащаго отъ вращевя квадрата, 

котораго сторона—@, около д!агокали? 
46. Опрехфлить пов. тфла, образованнаго вращенемъ квадрата. 

котораго сторова=а, около лин || дгагонади и проходащей черезъ 
одву изъ вершинъ квадр.? 

Опредфлить поверхность шара, если 
47. радусъ—12,995; 1388.45? 

48. окружность малаго круга, отстоящаго етъ центра шара на &,. 
равна 1? 

49. Опре\$лить рад. шара, поверхн. котораго—сумм% поверхвосте№ 

шаровъ, которыхъ рад. 336:252; 21 н 20? 
Ребро куба—@а; опредфлить поверхн. шара, 

50. внисаннаго въ кубъ? 51. онисаннаго около куба? 

52. Опредфлить отношен!е поверхностей трехъ шаровъ, изъ кото- 

рыхъ одинъ вписанъ въ кубъ, хругой проходить черезъ средины ре- 
беръ куба, трей черезъ вершивы куба? 

53. Опредфлить поверхн. шара, вписаннаго въ ковусъ, рад. основ. 
котораго—», а высота—й ? 

54. На освовав!яхъ цилинхра построены полушар!я; опредфлить. 
поверхв. образовавшагося тфла, если периметрь сВченя, проходаща- 
го черезъ ось цилиндра, —\; а даговаль этого сфчев:а—4 ? 

55. Высота конуса—д1аметру шара=—2/, & полн. пов. конуса пов. 
шара. Опредфлить: 1) отношеве рад. основ. конуса къ ги 2) 
отнош. бок. вов. кон. къ изощ. его основ.? 

56. Опредфлить поверх. тфла, происходящаго отъ вращеня прав. 
шестиуг. около большаго д!аметра, если пов. вгис. шара — 11, & 

= 91/7 
57. ОипредФлить отнош. пов. двухъ тфдъ, происходящихъ отъ вра- 

щев!я прав. 8—ка окозо большаго и меньшаго аметра? 

58. Опредфзить кривую певерхн. шароваго сегмента, если высота 
его—9, а разстолн!е основав!я отъ центра шара=23,877; ==355/113?" 

59. Опредфлить поверхн. сегмента, которато высота —4, если пов. 

шара—616, а т=??/-? 
60. Свфтящая точка находится въ разстояни а отъ новерхн. шз- 

ра рад. 7; опредфлить освфщенную часть пов. шара? 

61. Вь какомъ разстоян!и оть центра шара надо помфстать свь- 
тащую точку, чтобы 1/3 его поверхности была освЪфщена ? 

62. Радусы двухъ шаровъ суть ги Д; разстояне центровъ-—а);. 
свфтящая точка помфщена на лин!и центровъ такъ, чго конусъ тфни, 

отбрасываемой первымь шаромъ, касается поверхн. втораго. Опре- 

дЪлить разстоан:е свЪтящей точки отъ ценгра перваго шара н освъ- 

щенную часть его Поверхвости? 
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63. Опредфлать поверхв. зоны, которой рад. 9: 72°, а рах. 

шара В? 

64. Въ циланлр®, вотораго рад. основ. —,=И29, а высота въ 

\1/4 раза бозьше этого рад, вырфзаны два вовусз, имфюние осво- 

патии" обваватуя цилиндра, а вершивы въ средияф оси киляпдра. 

Опредфлить радтусъ тара, котораго поверх.-=воверх. .о/разовавща- 

тося такимъ способом тфла? 
65. Огасшен1е кривой поверх. шороваго сегмента къ бок. вов, 

копуса, потораго освовашемт служитъ осповав!е сегмента, д высо- 

той выеота чевмента, равно 7; опредфлить отвош. высоты сегмевта 

въ даметру шара? 

66. Образующая усфч. конуса —= [=57, высота й —=12, бок. по- 

зерх. —суУмм паощадей основан; сиредфзить радуеь шара, для Бо- 

торато чеповащи конуса служат, малыми кругами? 
67. Опредфлить объемъ цилиндра, котораго высота = 42,7; рад. 

основ 2; п? 
(8. Опредфлить обтемъ циливдра, котораго высота—7,1; ок} ужв. 

основ, —10; 2335/1132 
69. Объемъ цилия —=1799/3; высота относится къ д1аметру основ. 

какъ 3:5; т==/.. Опредфлить высоту я радусъ? 
70. Отъ уменьшеня высоты цилиндра на а объемъ его умень- 

паетея над А; оть уменьшен1я же рад. основ. цилиндра на Ф объемъ 
уменьшается на В. Опредфлить объемъ цилиздра, если а == 11,3; 

$:-—1; А=— 35, 5; В= 192; 1355/1132 

т, Рад. основ. циливдра==6, а высота-й-5. На какую ве- 
личину < надо уменьтить ра пусъ и высоту цилиндра, Чтобы объемъ 

его въ обовхъ слузаяхъ измфвизся одинаково? 
72. Если умевьшить высоту цилиндра и увеличить радусъ основа- 

п!я на одну и туже величину 1, или обратно уменьшить рад. н уве- 
зичить высоту на величиву 1, то въ обоихь случаяхь объемъ цп- 
‘лиидра не изыфнится. Опредфлить отношевше радуса къ высот и 
величину 1? 

73. Длина цилиндрической трубы — 113, внфшай рад. = 12, 

'рвутренн—8. х—335/,13; опредфлить объемъ стфиокъ трубы? 
74. Олредфдить то ицину стфаки цилиадрической трубы, если объемъ 

<твики —176; наружный радусъ—5; длниа трубы—3,5; = 23/1? 
15. Объемъ цильвлра-=0—37,68; бок. поверх. —=$ = 371,68; п — 

3,14; опредфлить высоту Йй цилинара и рад. хоснов.? 

76. Объемжъ циз.—64т; высота его==рад. основ.; опредфлить по1- 

я,ю поверх.? 

77. Боков. поверх. ци1.—1000, а полная пов. = 1006,28; 
3.14; опредфлить объемъ? 

78. При какомъ ра\1усё основан!я бок. иов. рхосеть цилиндра п 

объемъ его могуть имфть одннакую Числовую величиау? 

79. Два цилиндра одинакой высоты имфють объемы 7—0,75 и 91 — 

0,48; опредфлить объемъ цилиндра такой же высоты, боковаа поверх- 

ность вотораго—есуммЪ бэк. поверхи. двухъ первыхъ циливдровъ? 

80. Цилиндръ вписанъь въ шаръ, котораго рад.-—13; поверх. шара 
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относится въ бок. нов. цил. какъ 169:60; п—3,1415; опредфлить 
обземъ ция. ? 

81. Опредфлить объемъ цих., впасавваго въ прямую треуг. призму, 
которой объемъ &, а сторовы освован1а а. $. с? 

82, Въ. основаа1и цйлиндра, которо высота Й, а раз!убъ у, про- 
зедена хорда — рал!усу; черезъ хорду проведена плоскость | еено- 
ван!ю цизивдра; опредфдить обьемы частей, на которыя риздфль я 
целиндръ ? 

83. Опрелфлить объемъ конуса, котораго высота—9, рад. основ. 
=—5, 3,14? 

84. Объемъ конуса—1065; высота — 113; 7355/13; опредфлить 
рад. основ.? 

85. Объемъ ковуса—8,52; рад. основ. =0,6; т—335/}; опредф- 
лять высоту? 

86. Образующая конуса—37; рад. основ.—35; 1—19/.; опред%- 
зить объемъ? 

87. Бок. пов. кон. —4070; высота—12; п==99/;; опред ТЬ объемъ? 
88. Бок. пов. кон.—671,6 и будучи развернута въ плоскоеть, 

даетъ секторъ въ 35%, опредфаить объемъ ковуса? п—*3/-. 
89. Полная. мов. кон —5; рад. осн.—7; найти объемъ" 
90. Опредфлить объемъ равносторояняго конуса, рад. освов. ко- 

тораго=—/? 
91. Опредфлить об. кон. по площ. ® основаяя и паощ} т счен:а 

по осн? 
92. Опредфлить объемъ и бок. пон. кон., если образующая—[, а 

разность межу высотой й и радусомъ у равна @? 

93. По объему и конуса и сумм тж высоты Й и образующей ( 
опредфлизь рад. х основан, [и й? 

94. Опредфлить отношене боковыхъ поверхм. и объемовъ конусовъ, 
ироисходящнхь отъ вращен!я прамоуг. треуг. около каждаго изъ 
катетовъ? 

95. Оаредфлать отношене объемовъ тфдъ, происходящихъ отъ вра- 
щен!я прамоуг. треуг., въ которомъ катетъ-—4, а противолежащй 

уг.—309, около каждой изъ аторонъ? 

95. Бок. пов. кон. вдвое больше площ. основ.; объемъ его— 

1,3138; опредфлить рад. основ., высоту и образующую? п=3, 1415. 
97. Высота конуса—24; отношене площ. основ. къ боков. по- 

верхи —7/.5; П—33/.. Опредфлить об. коя.? 

98. Объемь ковуса—176; высота—42; п—99/) Овредфлить рад, 
освов.?7 

99. Опредфлить рад. освов. конуса, котораго 06.=0, а бок. по- 
верхн.. будучи развернута на плоскости, представляетъ секторъ 
въ 360/ 

100. Опредфлить уг. сектора, въ который развервется бок. пов. 

ког.. имзющаго высоту А, а объемъ 9? 

101. Въ ковусф, которато объемъ—2156, а высота отвоситса къ 

ра:1усу основан!я какъ 3:4, выр%занъ тоже конусъ, котораго ось 

совиадаеть съ осью даннаго конуса, а образующя обоихъ конусовъ 

24 
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параллельны между собою. Опредфлить объемъ аолучившагося тфла, 
есаи шярина концентрическаго кольца вь основан! —2 ? п—=?/-. 

102. Въ кояус вырфзанъ ковусъ такъ же, какъь въ предъид. зад. 

Опредлить рацусы основав1й этихъ конусовь, е сан образуюцщия ихъ 

составдяютъ съ высотами углы 300, ширина концевтряческаго кольца 
въ основан! и—4, а объемъ образовавшагося тВла—9? 

103. Раввосторонв!й цилиндръ и раввостор. конусъ пифютъ рав- 
ныя поверхности; опредЪлить отношен1е ихъ объемовъ? 

101. Раввосторовн! цилдявдръ и равяостор. конусъ равновелики; 

опред$лить отношене ихъ поверхностей? 

105. Ковусъ, рад. основ. котораго—7, раздфленъ пополамъ плос- 

костью || осповав!ю; опредфлить рад. сфчевия? 
106. Въ конусв вырЪфзанъ циливдръ, ось и основане котораго сов- 

падаютъ съ осью и основашемъ конуса, а высота—1/, высоты ко- 
нуса. ОпредЪлить объемъ и полную поверхн. образовавшагося тфза, 
если рад. осн. кон.—3, рад. осн. цил. —=|, образующая конуса—5 ? 

107. Опредвлить обьемъ праз. треуг. пирамиды, описанной 05040 
равностор. кон., котораго объемъ—а ? 

}08. Опредфлить объемы и огношен!е между ними двухт ковусовъ, 
опнсаннаго и ваисаннаго вь прав. тетраэ:ръ, котораго ребро==4? 

109. Опредзить объемъ усфч. кон., котораго высота—66/.1; рал. 
основав! =12 и 7; п=355/, |3? 

110. Объемъ усфч. кон. — 1021,02; высота=25; рат. одного 

основ.=5. Опредфаить рад. другаго основ., если л—3,1416 ? 

111. Опредфлить объемъ усфч. конуса, если рад. основ. его суть 

54 и 21, образующая=65, =? 
112. Опредфлить объемь ус%ч. а ь если бок. поверхн. еге— 

—5, образующая=Т, выеота—й? 
11.3. Объемъ усфч. коя.=1512,14; высота—19; отношев1е рацу- 

совъ основашй—3/,; опредфлить радусы? д—3,14. 
114. Объеик усфя. кон.—355; высота—=518/1 ру; разность раду совъ 

основ.=2; т==353/) 3. Опредфчить рамукы? 
115. Радусы основав й усвч. кон. сугь 10 и 5, высота—12; 

опредфаить рад. с$чевя, параллельнаго основавю и дЪаящаго объемь 

конуса пополамъ? 

116. Опредфлить развость между объемами правильныхь 6-уголь- 
ныхъ пирамядъ—вписачной въ усфч. конусь, котораго объемь и, и 

описанаой 050д0 него? 
117. Опредфлать разность между объемами двухъ копусовъ—впи` 

сапнаго и онисаннаго 03020 прав. четыреуг. пярзияды, которой 

обтемъ-— 90.4 ? 355/113. 

118. Опредбзить ошибку, которая произойдеть, если вычислять 
объемъ усфч. конуса, какъ объемъ цилиндра, котораго рад. ознов. 

есть арчеметическая средина между рад1усами основав!й конуса? 
119. В» ус%ч. кон. вырёзанъ цилиндрь, имвюший общую ось съ 

копусомъ. Опредфлить объемъ полученнаго тфл1а, еслн редлусю освов. 

копуса суть 5,62 н5,13; рад. ция.—5,05; образующая кон. — 12,01; 
— 3,14? 

120. Въ циливдр вырфзанъ усё1. кон., имфющ! съ нимъ общее 
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зяжнее основ. и общую ось. ОпредЪлигь рад. верх. основ. кон., 
если объемъ его—!/, объема цилиндра, а рад. цел. —2,732? 

121. Опредфлить объемъ усф1. ков., описаанаго обло шара рад!уса 
если нижнее его основ. вдвое больше верхняго? 
122. Опредфлить облемъ шара рад. 6,3? п—?3/.. 

123. Опредфлить рад. шара, воторато объемъ—310,464 ? = *3/.. 
124. Опредфлить объемъ шара, котораго поверхн.— 5? 

125. ОпредЪлить поверхн. шара, котораго объем, — о ? 

126. ОпредЪлить рад. шара, равновеликаго суммф шзровъ, котс- 
тыхъ ражщусы 7, Гу, 79? 

127. Изъ пустаго иъднаго шара, котораго варужвый д!аметрт == 
20, а толщина стфнки=-9, надо отзить другой пустой же шаръ, такъ 
чтобы ео паружный д1аметръь быль-—24. Какова будетъ толщьнаА 
стфнки этого шара? 

128. Вь кубичесвй яшикъ положенъ шаръ, прикасающийся ко всфуъ 
<тфвкаиъ ящчка; рад. шара—10,5; т=3?/.. Опредфлить объемъ не- 
занятаго шаромъ пространства? 

129. Два шара касаются изнутри; разстоян1е нхъ центровъ—2; 

объеиъ части пространства, заключающагося между шарами, —48032/; 
опредфлить радуеы? т—/.. 

130. Опредфлить отношене между объемами конуса, шара и ци- 
линдра, если д1аметры оспован!я м высоты конуса и цилиндра равны 
д1аметру шара? 

131. Шаръ рад. ’ равновеликъ равностороннеху конусу; опред\.- 

лить выссту конуса? 
132. Поверхн. шара=5==бок. пов. цилд.; шаръ я цилиндръ рав- 

новезнки; опредфлить рах. основ. цил.? 
133. Основ. цил.= больтоху кругу шара; отвошев1е полной поверхн. 

цих. къ поверхн. шара-—7/ .72. Опредфлить 1) отношен!е объемовъ 

этнхъ 1флъ; 2) числовое звачен!е 2%:7, прн которомъ эти объемы 

равны? 
134. Изъ цилиндра, котораго высота—рал. у’ оевов., вырф?ано 

позущар!е, ьоторому освован1емъ елужитъ основ. цил. Опредфлить рад. 
освов. пиз., равповезикаго полученному такимъ образомъ тфлу, ссди 
высота этого цизивдра=высотф даннаго цил ? 

185. Въ цилиндр. сосудъ, котораго дламетрь—4, назита вода ло 
высоты "7/3: вь воду вогружень шаръ, котораго дам.—=3; 0 какой 

высоты подвялась вода ? 
з 

156. Шаръ рах. У) равновеликъ конусу, котораго бок. поверхи. 
въ 7 разъ больше площ. освов. Опредфлить высоту ковуса? 

137. Въ конусь, котораго высота }—60, а образующая { — 65, вии- 
санъ шарт; опредфаить разность объемовъ этихъ тф4ъ? п—3,1416. 

138. Равностороннй вон. поставленъ на вершину; въ него опу- 

щенъ шаръ рад. 7 и налито стодько воды, ч10 она тольБо что 1:0- 
крываеть весь шарф. На какой высот ставеть вода, если шар: 

вынугь? 
139. Въ шаръ вписанъ конусъ, и высота конуса дБаитса центромь 

24* 
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шара въ крайнемъ и среднемь отношев!ин; опредфлить отношеше обь- 

емовъ этихъ тфлъ? | 
140. Сумма объемовъ двух шаровъ-—объему усфч. кон., радусы 

оенов. котораго суть 7 и 3, а высота—=1414/.9: сумма же рамусовъ 
шаровъ—сумм% радтусовъ основав! конуса. Опредфлить ращусы шаровъ? 

141. Опредфлить объемъ шароваго сегмента, если высота его—15, 

рад. шара—84, п=??/.? 
142. Опредфлить объемъ шароваго слоя, если раллусы освован!й 

‚его 24 и 15, рад. шара—25, п=??/.? 
143. Въ кругф внисавы квазра'ъ и прав. З—къ, одна сторова во- 

тораго || сторон$ квадрата. Опредфлить отношен!е между поверхно- 

стями и объемами конуса, циливдра и шара, которые произойдутъ 
отъ вращен1я эгой фигуры оксло д1аметра, перпендикулярнаго къ 

параллельнымъ' сторонамъ квадрата и треуг ? 
144. Круговой секторъ, котораго уг.—60% а рад.— |, вращается 

окозо одного изъ своихъ рад!усовъ. Опредфлить отношенле объема 

полученнаго шароваго сектора къ объему шара? 
145. Прав. треуг., котораго сторона а, вращается около одной 

изъ сторонъ; опредфлить объемъ полученнаго тфла? 
146. Прав. треуг., котораго сторона а, вращается около оси, ко- 

торая лежитъ внф треуг., параллельча одной изъ его сторояъ и ва- 
ходится отъ этой стороны въ разстоани 6. Опредфлить поверхи. и 

объемъ происшедшаго такимъ образомъ тфла? 

147. Опредфлить объемъ тБла, образованнаго вращенехъ прав. 

6—ка, котораго сторона—@а. около большаго его д!аметра? 

148. Опредзлить объемъ тфла, образованнаго вращенемъ прав. 

6—ка, котораго сторова—а, около меньшмаго его д1аметра? 

Примъч. Во всфхъ слБлующихъ задачахъ приняхь П—#/-1. 

149. Что стоитъ позолотить шаръ, котораго рад.—31/з дюйм., есля 
мозолота | кв. дюйм. обходится въ 20 коп.? 

150. Рад. зеили—6000 верстъ; 3/, поверхности земли покрыты 
водою; сколько десятинъ занимаеть суша? 

151. Опредфлить пов. тара, есзы окружность большатго круга— 

—13/з арш.? 

152. Крыша башаи имфетъ видъ усфч. конуса, котораго образую- 
1\ая—5 арш.: сумма рад1усовъ основан!й—7, а отвошеве ихт = */5; 

сколько желфлныхъ листовъ въ 2 арш. длины и 2 фут. 11 дюйм. 
ширины пойдетъ на покрыт!е этой крыши, если на загибан!е листовЪ 
пдетъ 10/5 лишку? 

153 Бок. вов. цилиндра=—2 кв. фут. 64 кв. дюйм., а образую- 
щая—?/; фут.; опредфлить рад. основанзя? 

154. Что стоить нозолотить изнутри чашку, имфющую видъ полу- 
шзра, котораго рад.—2 вершк., если на | кв. дюймъ идетъ 3/$ 30- 
лотвика золота, а золотникъ (еъ работой) стбатъ 3 т. 20 коп.? 

155. Бок. вов. ков.—132 кв. дюй.; образующая—!/. арш.; опре- 
дфлить рад. основав!я? 

156. Пов. циливдра—1413/. вв. фут.; окруж. основ.—1 86/1 дюйм.; 
ялйти отношеше образующей въ радусу? 
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157. Пов. конуса—1255/. кв. фут.; площ, основ.—509/. кв. фут.; 
вайтн образующую? | 

158. Опредфдить рад. шара, котораго пов.—314?/. кв. яершк.? 
159. Опредфаить разность боковыхъ поверхн. цилиндра и вписан- 

чой въ него прямой призмы, основан!е ксторой есть прав. б—къ:; 
высота цилиндра и призмы въ 7 разъ больше стороны освовав!я 
призмы; а сумма высоты и рад. основ. циливдра=16 дюйи.? 

160. Опредфлить пов. коя., если сфчене его по оси есть прав. 
треуг., котораго нериметрь—42 

161. Опредфлать уг. сектора, который получится, если развернуть 

въ плоскость бок. пов. конуса, котораго д!аметръ основ. — 121/‹ 

дюйм., а образ. ==1!53/; вершк.? 

162. Сколько дюйм. будегь въ сторонф квадрата, равновеликаго 
бок. пов. цилиндра, котораго высога—0,1212... фут., а раз.—1/у арш.? 

183. Рад. основ. цизиндра —=1 верш; а сфченёе его плоскостью по 

оси равновелико основан]ю; опредфлить высоту? 

164. Бок. пов. конуса, будучи развернута въ плоскость, пред- 
<тавляетъ четверть круга, котораго рад.—13/, арш.; опредаить рад 
осн. конуса? 

165. Даи. основ. цил.=высотЪ его; вайти отношев!е площ. с%- 

чешя, прохолящаго черезъ ось цилиндра, къ плош. его освов.? 

166. Конусъ, когораго рад. осн.—14 дюйм., нересфченъ плос. | ос- 

з0в., и высота его ралдфлилась на части, которыхъ отвошоне==&/з; 
илоскость находител ближе кт, оспован1ю вонуса, чфмъ къ вершинЪ; 

хиредфлить идош. сБчен!я? 

167. Опредфанть уг. сектора, который получится отъ развертыва- 
н!я бок. пов. кон., котораго образ. —1 ф. 33/; дюйм., а рад. ‘осв\ 
—8,5 дюйм.? 

168. Нужно оштукатурить профздъ нодъ башней, имфюлий въ дли- 
ну 11!/, саж., въ шириву 31/, саж. и въ вышину до начала свода + 
саж. 2 арш. Сколько нужно извести для штукатурки стфнъ и свола 
этого проЪзла, если дуга свода есль полуокружность, д{аметръ которой 
==ширинф профзда и если на 1 кв. саж. стфны идетъ 18 фув. 
извести? 

169. Сраввить поверхностн и объемы цилиндровъ, происходящихт 

отьъ обращеня прямоугольвика около его основав!я и высоты? 

170. Опредфлить сгорову квадрата, равновеликаго боковой пов.. 

цил., котораго высота—9/,; фуг., а рад. основ.=7 фут.? 
171. Что стоить серебряный шаръ рад. 5 дюйм., если 1 куб. 

дюймъ серебра вЪситъ 4‘) золотника, золотникь серебра стоитъ 39 

коп. и за работу надо дать по 5 коп. съ золотника? 

172. Рэд. лувы=3.:1, а рад. солвца—112 рад. земли; сравнить 

объемы этихь тфлъ? 
173. Аэростатъ, рад. |1 саж., сдфланъ изъ шелковой матери, кс- 

торой 1 кв. футъ вЪентъ зозотникъ, и наполненъ газомъ, который 

въ 10 разъ легче воздуха; вфсъ | куб. фута воздуха-=8,5 лолотни 
ка. Опредфлиты силу поднят:я аэростата? 

174. ОпрелЪлить поверх. и объемь мара, котораго окружность 
Фбольшаго круга—6%/- вершк.? 
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175. Воздухъ давить съ силой 163/, фун. на каждый квалдр. хюймъ 
поверхности тфза; опредфлить вЪоъ земной атиосферы? Рад. земзи— 

6000 верстъ. 
176. Сколько фувтовъ ртути помфстотся въ цилиндрической труб- 

кф, ввутренв!й маметръ которой—1/, дюй., а высота—16 дюйм.? 
ВБеъ 1 куб. дюйм. возы—1/.; фув.; удфл. вЪет ртутн—13,6 ? 

177. Что стоить золотой шаръ рад. 3 фут ‚, если улфл, вфсъ зо- 

лота—19, фувтъ золота стоить 280 руб.; вЪст 1 куб. дюй. воды 

—1/; фчв.? 
178. Опредфзить вфеъ пустаго имфднаго шара, котораго внутрен- 

Й рамусъ—7 дюйм., а толщина стфновъ-—2 дюйм., если удфд. въ 
|. мди—91/,? 

179. Опредфлить отношен1е объеиз шара къ объему ковуса, ко- 
торвго высота и радусъ освсваня раввы рад1усу шара ? 

180. Паматникъ состоигь изъ гранитвой илиты, имфющей видъ 
праямоуг. паразледининеда, въ основанйи котораго квадрать площадью 
въ 9 кв. фут., высота же-—4 дюйм.; вз плитф поставлена чугунвам 

цилиндрическая колонна, рал. оенов. которой=1/, арш., а высота— 

21/» арш.; на колоинф находизся чугунный шаръ раг. 3 дюйма, 
Озредфлить вЪсъ памятвика, зрая, что ] куб. дюймъ воды вЪфсить 
1 ;5 фун., удфл. в\фесъ грапита=3, 2; а чугува—8? 

181. Котелъ имфетъ форму полутара: д1аметрь его==2 арш. ; опре- 
дФалинть его выфстимость въ велрахъ? Ведро==750 куб. дюйм. 

182. Опредфлить объемъ ковуса, происходащаго олъ вращен!я рав- 

победр. прямоуг. треуг. около катета—1 футу? 

183. Опредфлить объемъ тла, ироисходашаго отъ вращеня рав- 

нобедр. ипрямоуг. треуг. около гинотеяузы-=14 дюйм.? 
184. Опредфлить объемъ шара, котораго поверхя. —=61 6 кв. вершк.? 

185. Цилиндрическй сосудь, когораго высота=1 ари., А дламетрт. 
оенов.==3 дюйм., наполненъ волой; воду эгу вылили изъ него въ дру- 
той сосудь, также цилиндричесий, освов. котораго — 12%/. квадр. 
дюйм. На какой высотф$ стала вода въ этомь сосудЪ ? 

186. Цилиндръ, котораго высота—*/, вершка, вдвое больше шара 

рад. 13/4 дюйм.; опредфлить рад. осмов. цил.? 
187, Что стоитъ серебряный циливдръ, вотораго высота—18/„ д!ам. 

основ., а окрулность основ. — 93/. дюйм.? ВЪсь | куб. дюйм. воды. 
==!/з5 фун., УД. вЪсъ серебра—10; 1 фунтъ серебра (съ работой) 

стоить 35 руб. 
188. Окозо осповап1я :онуса опнсанъ квадратъ, площадь котора-- 

10—49 кв. дюйм.; высота конуса—9 дюйм.; опредфлить объемъ его? 

189. Объежь конуса—616 куб. дюйм., высота—12 дюйх.; найти 

рад. основ.? 
190. МЬ:ный шаръ рад. 1 верш. падо перелить въ цилиняр?, 

который имфлъ бы 7/1. дюйм. высоты; опредфлить рад. основ. цяз.? 
191. Мфдвый цилиядрь. имфюш въ окружности 124/. дюйм. , 

ввенть 31,68 фун.; удфд. вЪсф м6ди—9; найти высоту цил.? 

192. Въ цилиндрическую трубку валито 35,904 фуж ртути: высота 
ртути —= 21 дюйм.; удл. вфсь ртуги = 13,6. Озредфзить внутречн! 

Азыметръ трубки ? 



193. Изъ свивцоваго шара рад. 5 дюйм. сколько можно вызить пуль 
по 5 лин въ д1аметрЪ, если при литьф 50/, свинца угораетъ? 

194. Опред$лить обтъемъ ковуса, если сфчев!е плоскостью по осн 
имфеть оспован!е 14, а высоту 12 фут.? 

195. Опредфлить поверхность куба, равновеликаго конуеу, кото- 
рый въ сфчени по оси даетъ треуг., имфжпИЙ освоваше 14 вершк., 
а высоту 13/7 верш.? 

196. Въ кубъ, котораго ребро—3,5 дюйм., вставленъ цилиндръ, 
касающийся всфхъ сторонъ куба; сколько фун.` воды можеть пом%- 

ститься въ промежуткЪ между вубомъ и цизивдромъ? 

197. Объемъ цил.==1 куб. ф.; рад. освов.=1/, ф.; вайти высоту? 
198. Объемъ цил.—=11 куб. ф.; высота=14 ф.;опредфлить повер? 
199. Плом. освов. кон. —154 вв. рюйм., а площ, свчевня по оси 

—231 кв. дюйм.; опредФзить объемъ? 
200. Опредфлить отношене боковыхъ поверхностей н объемовъ 

двухъ конусовъ, полученвыхъ олъ вращез1я прямоуг. треуг., кото- 
раго катеты 2] и 98 дюйм., около кажцаго изъ катетовъ? 

201. Вся поверхн. цил.—39% кв. ф., а бок. пов.—84 кв. ф.; 
опреджаить объемъ? 

202. И5ъ кубическаго куска мфди, вЪсомъ въ 123,48 фун., выто- 
ченъ возможно— больнИй шаръ; опредфлить вфст его? 

203. Опредфлиль ребро куба, равповеликаго разности между объ- 
смами колуса и описанной около вего прав. четыреуг. пирамиды, 
пло. основ. которой—4 кв. дюйм., а высота—21/, фут.? 

204. Опредфлить въ куб. дюйм. объемъ ковуса, котораго сфчеше 
по оси есть прямоуг. треуг., иифюшай гивотенузу==11/з арш.? 

205. Сколько можно отлить цизиндрическихь иолосъ въ сажень 
длины и въ вершокъ ширины изъ мфдваго шара, котораго д1ам.—1 ф. 
9 дюйм. ? 

206. Опредфлить поверхн. и объемъ пил., котораго сфчене плос- 
костью по оси есть квадратъ площалью вт 49 кв. вершк.? 

207. Изъ равносторонняго цилиндра, котораго дам. основ.—21 
люйм., вытозенъ возможно бозьш! шаръ; опредфзить отвомеве его 
в$са къ вфсу цилинара? 

208. Ковусъ, котораго д!ам. оспов.—8 дюйм., а высота въ 11. 
раза больше, равповеликъ цилинлру, д1ам. основ. котораго—5 дюйх. , 

опрелфлить высоту цил.? 
209. Желзный шаръ, катясь по прямой линиг, обервулся 168 разъ 

на разстолв:и 46%’, фут.; опредфлить его вфсъ, еели | куб. дюймъ 
воды вфситъ 1/55 фун., 8 удфл. вфоъ желфз22=8? 

210. Поверх. куба—=294 кв. дюйм.; опредфлить поверх. и объемъ 
напбольнаго шара и наибольшаго цилиндра, которые можно выточить 
изъ такого куба? 

211. Въ цилиндрическ!й сосудъ, маметръ основав!я котораго=!', 

арш., вазита вода хо высоты 20 дюйм.; въ воду опустили шаръ рал. 
13/, дюйм.; шаръ потоиулъ. На какой высот$ стал веда въ соеудЪ? 
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ПРИБАВЛЕНТЕ. 

495. Въ заключене покажемъ, какимт образомъ дЪлаются про- 
<тыйшя геометрическя построешя (напр. проведеше перпепдикуля- 
ровъ, параллелей ци т. пох.) на мЪфетиости, т. е. на поверхностя 
земли, и потомъ примфниыъ эти построешя къ рфшеню нЪкоторыхъ 
задачъ, напр. къ опредъленю разетояшЙ мЪеть на поверхностк 
земли, высоты одной точки надъ другой и т. под. 

496. Когда пужно провести по поверхности земли прямую лянйю 
между двумя даннымн точками, то въ этихъ точкахъ вбивають вт, 
землю колья, натягивають между ними веревку и проводятъ по на- 
правленю ея какимъ нибудь остуемъ. Гели лишая должна быть 
очень дляпна, то означаютъ только нЪфеколько ея точекъ. Положимт, 
вапр., что нужно назначить точки прямой линш, проходящей черезъ 
А и В (чер. 537). 

Чер. .537. 

Для этого въ Ап В ставять колья или въти (длииные шесты); 
потомъ ставятъ колья С. 7)...., такъ чтобы первый колъ А закры- 
валъ всЪ прое, если, помйыцаяеь сзади его, емотрьть изъ за него 
на друге колья. Означете пфеколькихъ точекъ лини на землЪ наз. 

прозъшёниемь линиг. Летко понять, какимъ образомъ можно про- 

вфшить продолжеше данной прямой лиши. 

497. Захьтимя.. что колья и вЪхи должны быть поставлены 0я- 
въсно пли вертикально. Вертикальнымь направлешемь наз. направ- 
лен!е сгободно падающато тъла, и оно опрезбляетея отэяюсомь, т. 
е. ниткой съ привязанной ть ней гирькой. Веякая плоскость, про- 
ходящая через вертикальную линю, наз. вертикальной плоскостью. 
Плоскость. перпенлизуляриая къ отвфеной лини, наз. горизонталь- 
ною; такую плоскость ипредетавляеть свободная поверхность воды 

пли вообще какой пибудь жидкости. 
Всякая плоскость, не вертикальная п не горизонтальная, будетт 

плоскость наклонная. 
Прямая лишя, параллельная горизонтальной плоскости, ваз. ли- 

тей зоризонтальною. Очевидно, что по горизонтальной плоскости 

можно черезъ каждую точку провести миожество горизонтальныхъ 
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лин; на вертикальной же и наклонной плоскостяхъ можно черезъ 
каждую точку лровести только одну горизонтальную линию. 

Чтобы узнать, горизоптальна ли какая нибудь плоскость, употреб- 
ляютЪ приборы, паз. вообще уровнями. Одинь изъ нихъ (чер. 538) со- 
‹тоить изъ занаянной стеклянной труб- Чер. 538. 
кн, слегка согнутой, обдфланной въ 
мфдную оправу и укрЪиленной на 
МЪдной линейкЪ; трубка наполнена 
водой, ло не вся, а въ ней остается 
небольшой пузырекъ воздуха а этоть пузырекъ стоитъ п› средин% 
“трубки, если линейка пуфетъ положеше горизонтальное; при наклон- 

номъ же положение линейки, пузырекъ, стремясь занать самое верхнее 
ноложеше, удалитея отъ средины трубки и пойдетъ кь тому концу 
ея, который выше, т. е. дальше отъ земли. Чтобъ узнать, гори- 
зонтальна ли какая нибудь плоскость, ставять на ней уровень въ 
двухъ положеняхь, и если пузырекъ въ обоихъ случаяхъ будетъ 
но средин® трубки, то плоскость горизоитальна; если же онъ отой- 
деть отъь ередишы, то плоскость не горизоптальна, и чтобъ приве- 
<ти ев въ торизонтальное положение, надо поднимать или опускать 
одну сторону ел, пока пузырекъ станеть въ самой средин® трубки. 

Употреблають еще другой приборъ, наз. ватерпасомь. Онъ со- 
‹тоить (чер. 539) изъ трехъ деревянныхъ брусковъ, соединенныхъ 
ВЪ водь треугольника; въ точев С 
прикрфилена нить съ глрькой 2; 
подъ герькой находитея острие Л, 
и если брусокь АВ находится на 
горизонтальной плоскости, то гирь- 
ка ириходитея прямо надъ оет- 
рИемъ; въ противномь же случа$ 
она отходить оть острим (чер. 540). » 

На чер. 541-мъ представленъ ватерпасъ другаго устройства; оль 

Чер. 539. 

Чер. 540. Чер. 5. 

т ее ЧАИ 

состоитъ изъ двухъ деревяпныхъ брусковьъ АВ и СО; вь Ср 
сдЪяанъ желобокъ и вверху бруска прикръилена нять отвЪса; когда 



т 

АВ стоять на горизонтальной плоскости, то отвЪеъь приходитея 
прямо противъ желобка. 

498. Для измфрев!я разстоянй на землф употребяяютъ мюри- 
тельную тесьму или цъпь. Тесьма бываеть длиной въ 10 п болЪе 

сажень; на одной сторонЪ ея означены сажени, аршины, вершки съ 
половинами и четвертями, а на другой сажени, футы, дюймы (или 
же метры, дециметры....); она окрашивается масланой краской для 
тоге, чтобы не измфнялась отъ сырости. Впрочемъ отъ частаго- 
употребяен!я тесьма вытягявается, и гораздо вЪрнфе производить 
взм реше цЪпью. 
Цфль (чер. 542) имфетъ обыкновенно длину 10 сажень; она состоитъ 

изъ желфзныхь звеньевъ, длиною по 1 футу; 
черезь каждыя 7 звеньевъ, составляющих 
сажень, прикрфилепы ифдныя дощечки съ цыф- 
рой, показывающей число сажень .отъ начала 
ции. На обоихъ концахъ цЪии находятся 
кольца. Измфреше цфпью производится слЪ- 
дующимъ образомъ: зиню, которую надо’ 
измфрить, провфшираютъ; ицфиь несуть два 

челов%ка; передний имфетъ при себЪ 10 маленькихъ колышковъ; 
находящся сзади становятся у того мЪета, откуда надо пазать 
измфрен!е; передшй пдетъ съ цфпью по напрагленйю линит, и когда 
вытянеть цфпь, то втыкаеть на конц ея колышекъ; затфмъ цЪпь. 
снимается, идутъ дальше, и когда заднй дойдеть до колышка, то 
падЪ ваетъ на него цЪпь, потомъ беретъь колышекъ себ\; затфмъ опять. 
идутъ далфе и т. д., пока не пройдутъ всей линш. По числу к^лыш- 
ковъ, оказавшихся у задняго, легко узнать величину измфренной 
леши: такъ какъ каждый колышекъ снимлется тогда, когда вытя- 
нута вся цфпь, то слЪд. если по окончашя измфрешя окажетея у 
задияго напр. 6 колышковъ, то длина ли! —60 сажевь. 

Приближенно можно измфрять люн!и шагами, причем измбряюцший 
дояженъ сперва опредфлить величину сгоего шага; съ этой цфлью 
онъ измфряетъ какую нибудь линю цфаью и шагами, и лусть напр. 

400 шаговъ его составили 150 саж.; тогда 1 шагь — 150 0 = 
саж., и стало быть если пъ какой нибудь лиши оказалось 240 шаговъ. 
то длина ея— 240. 3/,—90 саж. 

Чер. 542. 

499. Длл провфшиван!я перпендикуляровъ употребляется эккеръ- 
Въ простьйшемъ вид® приборъ этотъ (чер. 543) состоитъ изъ до- 
щечки, которая надЪваетея на палку 21, снабженную внизу острымъ 
желЪфзнымъ наконечникомъ; на дощечкЪ прикрфилены четыре шпилъ- 

кн 4, В, С, а; если палку М поставить вертикально. то дощечиа 
ставетъь горизонтально, а шпильки будуть выфть вертикальное На- 
правлене. Шпильки поставлены такъ, что если концы ихъ соеди- 
мить прямыми анны ями, то эти зинш образуютъ прямой уголъ. 
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Чтобы провести по земл$ двф взанмно-перпендикулярныя дныи, вты- 
каютъ въ землю колъ М, такъ чтобы онъ имфлъ вертикальное по- 
ложеше; потомъ провфшиваютъ одну линю по направленю шпилек 
сна (чер. 543), а другую по направяеню 4 и $. 

Чер. 543. 
Чер. 514. 

А 

Если нужно изъ данной точка М линш, лаходлщейся на поверх- 

ности земли. возставить къ этой лиши перпендикуляръ, то ставимъ 
эккеръ въ ЛГ, повертываемъ его такъ, чтолы двф шипвльки, напр. 
и ис, находились въ направлеши данной прямой лини; потомъ про- 
въшиваемъ линио по направленно двухъ другихъ шпилекъ (чер. 544). 

Наконецъ. чтобъ опустить изъ данной точки С (чер. 
перпендикуляръ на АВ, 
ставимъ эккеръ въ какой 
нибудь точк® лини АВ, 
притомъ такъ, чтобы двЪ 
его шпильки находились 
по направаенио АВ; по- 

545), 
‚Чер. 545. 

томъ подвигаемъь эккерь по линя АВ (па пашемь чертежь 

вправо) до тЪхЪ поръ, пока лишя, проходящая черезь друпя двЪ 

шпильки, ие ветрьтитъ точки С; 
провъшивъ эту линию, и полу- 
чимь перпеиликуляръ къ АВ. 

Для повЪрки эккера, его ста- 
вать въ какой небудь точкЪ 
(чер. 546), потомъ, вбнваютгъ 
колья въ Л(и М, Еи Е— по на- 

правленямъ шнилекъ аб и си; 

затфыъ повертывають эккеръ 
такъ, чтобы противъ Ми М№ 
приходились шпяльки с и @; 

если прин этомъ друйя двЬ шпильки 
эккеръ вфренъ. 

Чер. 536. 

придутся противъ Е п Е, то 
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500. Есть впрочемъ много способовъ въшён!я перпендикуляровъ 
м безъ помощи эккера. Наприм®ръ чтобъ провёшить перпендикуларъ 
къ лини АВ изъ точки М, находящейся на этой липи, беремт, 
зеревку, укрфиляемъ концы ея въ какихь нябудь тозкахъ Аи В 
„лани АВ, равноотстоящихъ отъ М; затфмъ вытягиваемъ веревку 
за ея среднпу О; линя МО: АВ по свойству равнобедр. треуг. 

Если нужно черезъ точку С (чер. 547) провфшить перпендику- 

Чер. 547. 

С 

-яяръ къ недоступной прямой АВ, то пров\шимъ сначала прямыя 
Чер. 548. АСи ВС; потом посредетвомъ эккерз. 

Е провълимь АА, | ВС, ВВ, ГАС: тогда 
а: Ю  опредфлатся точка О, принадлежащая ли- 

ни СОСТАВ (ибо веф высоты треуг. 
нересъкаются въ олной точкЪ). 

Параллельныя лин! на поверхности зем- 
ли можно проводить посредетвомъ эккера. 

Жсли папр. через точку А счер. 543) надо провести диню 
[ СРО, то проводимъ АЕ! СР: потомъ изь А проводимъ периенди- 
куяярь кь АЁ. 

501. Для изыъренгя угловъ на поверхности земли, употребляется 
‘снарядъ, наз. астроляб ей. (иъ состоитъ (чер, 549) пзъ м®днаго 
круга (кругъ этотъ наз. лимбомь), поставленнаго на треножной под- 
ставкф; ножки этой подставки можно раздвигать болфе или менфе. и са- 
мый кругъ можеть быть приведенъ въ какое угодно положеше— гори- 
зон., вертик. или наклонное. Окружность лимза раздъяена на граду- 

-сы; въ центр круга укрБилены двЪ линейки или алидадь; одна изъ 

жихъ АВ веподвижно соединена съ кругомъ, и одно ребро ея пред- 
ставляеть маметръ круга, идушИЙ отъ 0° до 180°; другая линейка 
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можеть повертываться около центра круга, причемъ съ первой ди-. 
вейкой она будетъ составлять различные углы, величина которыхъ- 

Чер. 549. Чер. 550. 
> 

= 
вы 

означается ва кругф. На линейкахъ, перпендикулярно къ нимъ, 
укрёплевы д:олтры; это двЪ мФдныя планки (чер. 550); въ каждой 
изъ нихъ сдлано выизу и вверху два прорфза — одинъ уз, дру- 
гой — бол5е широк; въ этомъ послёднемъ натянуть волосъ; при- 

томъ въ одной планкф узюй прорфзъ находится внизу, а широкй 
вверху; въ другой же--на оборотъ. 

Чтобъ измфрить уголь, образуемый лия!ями, проведенными изъ 4 
н В (чер. 551) въ С, ставять астролябю такъ, чтобы центръ лим-- 

Чер. 551. 

ба приходился на одной вертикальной лини съ точкой С; съ этой’ 

цфяью внизу астролябн педвЪшивается отвЪсъ, такъ что точка, въ. 
которой прикрьплена вить отвфса, находится на одной вертикаль- 
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вой лин съ центромъ лимба; если поставить астролябю такъ, 
чтобъ гирька отв®са приходилась прямо надъ точкой С, то центръ 
лимба будеть находиться на одной вертикальной лини съ С. Уста- 
човивъ астрозябю, повертываютъ. лимбъ такъ, чтобы неподвижная 
‘алидада находвлась въ направлени отъ С кь А (этого можно до- 
стигнуть, смотря въ узкое отверсте дюптра и приводя волосокъ 
широкаго отверстя на точку 4); затфиъ повертываютъ подвижную 
шаидаду такъ, чтобы она была въ направлеши СВ; число граду- 
ковъ на кругЪ между алидадамя и означитъ величину угла АСВ. 

Легко понять, какимъ образомъ посредетвомъ астроляби можно 
провъшить на землф прямыя лиши, состевляющия между собой дан- 

вый уголъ. 

502. РЕшимъ теперь нЪеколько задачъ. 
1. Опредёлить разстояше между точками 4 и В (чер. 552), пе- 

посредственное измфрене котораго невозможно? Взавъ какую ни- 
буль точку С, такъ чтобы можно было измфрить СА и СВ, отло- 
жииъ на СА ин СВ каюя нибудь одинаюя доли этихъ лин! 8, напр. 
Ср=!/: СА и СЕ= 1. ОВ; тогда СРЕсоСАВ и АВ—ЗОЕ; 
а ДЕ можно измЪрить. 

2. Опредфлить разстояне между точками А и В (чер. 553}, изъ 
жоторыхъ одна, именно В, недоступна ? 

Чер. 553. 

я УыкИ 

© р УЕ 

Провъшимъ леню АВ; изъ А возставшиь АС! АВ; розьмемъ 
ча АС произвольвую точку Ш и отложжхь ОС—= какой нибудь 
4026 АР, напр. ОФС=!), АД; изъ С проведешь СЕТ АСи 
чтровфшимъ ВШ до пересфченя съ СЕ въ ЕР; тогда АВ = 6СЕ. 

3. Опредфлить разстояне между двумя недоступными точками 

4 и В (чер. 554)? 
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Избираемъ такую точку С, изъ которой видны и А и В; опре- 
ДЪляемъ, какъ указано въ задачь 
2-й, разстояшя СА и СВ; тогда 
(зад. 1) можно опредфлять и раз- 
стояне АВ. 

4. Опредфлить высоту предмета, 
къ основанию котораго иожно по 
дойти? 

1. Беремъ шестъ опредфленной = 
длины @; ставимъ ето вертикаль- 
50 и изибряемъ длину 6 ТЬви, 
отбрасываемой шестомъ при освф- "С 
щенш солнцемъ; за тфиъ изм ряемъ длину с тфни, отбрасываемой 
въ тоже время предметомъ, высоту котораго хотямъ опредфлять; 

ея [ 
тогда, называя эту высоту 2, будежь имЪть я =, отвда 

а ас 
=. 

2. Можио поступить еще слвдующимъ образомъ: человЪкъ ложат- 
‹я па землю навзничь; у ногъ его ставять вертикально шестъ, 
равный велачинЪ его роста до глазъ; затфиъ человЪкъ передви- 
кается по землЪ до тЪхъ поръ, пока (чер. 555) вершина В пред- 

Чер. 555. 

мета, высоту котораго надо опредфяить, и вершина шеста С (кото- 
рый лодженъ стоять вертикально у ногъ), будуть на одной прямой 
лини съ тлазомъ Е; такъ какъ треуг. АВЕоОСЕ и ДС=ОЕ, 
тон ВА—ФАЕ. 

5. Озредфжить высоту предмета, къ основано котораге незьзя 
подойти? 

ИзмЪряемъ на горизонтальной мЬстности прямую АВ (она пзз. 
базисом»); ставимъ астроляб\ю сперва въ А, потомъ въ В, и при- 
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ведя лимбъ ея въ вертикальное положеве, ставимъ одну алидаду 
горизонтально, а другую наводимъ на вершину башни и онредфля- 
емъ (чер. 556) углы Сор и С/Х; потомъ чертимъ лин!ю т» (чер. 557), 

Чер. 556. Чер. 557. 

представляющую въ опредъленномъ масштабЪ лин!ю /о или АВ; при 
точкахъ 7 и » строимъ углы, равные угламъ СоГ и Со; перес$- 
чене лишй яА и тк будеть изображать вершину башни; а перпев- 
дикулярь Ао, опущенный изъ & на ти, представить линю СО. 
Измфривъ этоть перпендикуляръ масштабомъ, опредблимъ и веаи- 
чину СШ; еёли напр. Хо —2,36 дюйм., а масштабъ 10 саж. въ 

дюймЪ, тт С) —23,6 саж.; придавъ кь СД высоту астроляби, 
найдемъ и высоту башни. 

503. Съемка илановЪ. Снлть планъ какой нибудь иЪетности 
значить начертить на бумагф въ уменьшенномь видь фигуру, по- 
побную той, которую представляеть эта мЪетность. Для этого упо- 
требляютъ слЪдующие способы. 

1. Положимъ, что требуется снять планъ съ мЬстности, имЪю- 
щей видъ многоугольника АВСД (чер. 558). ИзмЪряемъь сторовы 

Чер. 558. 

этого многоугольника и д1агональ его ОВ: потомъ чертимъ на бу- 

магф прямую «©, которая содержала бы напр. столько дюймовъ, 

сколько въ ОС содержится сажень, и изь точекъ с я 4 описыва- 

емъ дуги рамусами, пропоршональными СВ я ОВ; тогда полу- 
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чимъ треуг. 465 © ДСВ; затЪиъ на 46 стронмъ треуг. 4%а о ДВА; 
тогда и получимъ многоуг. а6с4 ® АВСУ. 

Поступая подобнымъ образомъ, можно снять планъ мФетности, 
какой бы многоугольвикъ она ни представляла. 

2. Если по какимъ нибудь причинамъ нельзя измфрить всЪхъ 
сторонъ многоугольника АВСЕЛ (чер. 559), то измфряемъ толь- 

Чер. 559. 

но одну изъ нихъ, напр, АД); потомъ посредствомъ астролаби из- 
мфряемъ углы ДАЕ, РАС, АВ, также углы АДЕ, АШОС, 
АЛВ; затьмъ чертимъ по масштабу линшо а4, которая будетъ 
представлять АД, и посредствомъ транспортира строимъ углы 4ае, 
Час, 4аб, равные угланъ ДАЕ, РАС, РАВ; также углы аае, 
а4с, а45, равные угламь АДЕ, АДС, АДВ; пересъчешемъ ли- 
ЫЙ 45 и аб опредфлится вершина $; перс чешемъ ас и 4с опре- 
Дфлится точка с; наконець пересфчене 4е и ае даеть послЪднюю 

вершину многоугольника. 
$. Внутри снимаемой мЪстности выбираютъ какую нибудь точку 

О (чер. 560) и изм5ряютъ разстоян!я отъ этой точки до вершинъ 

Чер. 560. 

многоуг., т. е. ОД, ОВ, ОС..., а также углы АОВ, ВОС, 
СОО...; потомъ на бумагф посредствомъ транспортира чертятъ при 
какой нибудь точвЪ о углы а0б, 6ос..., равные измфреннымъ угламъ 
ва мЪетности, и откладываютъ по масштабу лини оа, об, ос..., 
соотвЬтетвующя лишямъ ОА, ОВ, ОС...; точки а, 6, с... ©0- 
единяютъ; тогда абсае! и будетъ планъ мЪстности АВСОЕЕ, со- 
ставленный по опредфленному масштабу. 

5 
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504. Мензула. Съемку плановъ весьма удобно также проввве- 
дить посредствомъ прибора, называемаго мен- 
зулой. Мензула (чер. 561) состоять изъ де- 
ревянной квадратной доски, которая, педебно 
астролябш, укрфилена на треножиикЪ, на 
Доску наклеивается листъ бумаги, на иото- 
ромъ предполагается чертить планъ; доска 
приводится въ горизонтальное положеше по- 
средствомъ уровня. 

Для того, чтобы поставить мензулу тавъ, 
чтобы какая нибудь точка ея т приходилась 
какъ разъ надъ извЪъетной точкой земли М, 

употребляютъ приборъ, состоящий изъ двухъ линеекъ, соединен- 
ныхъ между собой подъ угломъ, какъ показано на чертеж 562. мъ; 
КЪ т0чк® © привъшёнъ отвЪеъ, и точки 4, 6, с лежатъ на одной 
вертикальной лиши. Если положить этотъ приборъ на мензулу яи- 
нейкой а4, такъ чтобы точка зи (чер. 561) совпадала съ 4, и по- 
тошъ передвинуть мензулу такъ, чтобы гирька с стала надъ М, то 
точки т п М будутъ лежать на одной вертикальной лин. 

Чтобы начертить на мензулф линшю по направленю какой нибудь 
лин!и, находящейся на землф, употребляется линейка или алидада 
(чер. 563); она имфетъ такое же устройство, кзкъ ахлидада астро- 

Чер. 561 

Чер. 562. Чер. 563. 

а Га 

[ 

лян; поэтому мы ее здесь и не будемъ описывать. Если хотять 

начертить линшю по направленю лини АВ (чер. 564), находящей- 

Чер. 564. 

ся на земл$, то ставятъ мензулу въ точкф А; на мензулу кладутъ 
алидаду такъ, чтобы одинъ конецъ ея приходился надъ точкой А 
(мы уже видфли, какъ это сдфлать); въ той точк®, гдф находится 
конецъ алидады, стоящ надъ А, втыкаютъ иголку; потомъ повер- 
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тывають алидаду Такъ, чтобы она находилась по направленю АВ, 
и по краю ея проводятъь прямую диню. 

505. Съемка плана производится посредствомъ мензулы сддую- 
щимн способами: 

1. Положимъ, что надо снять планъ мЪстности АВСДОЕ (чер. 
565); выбирають внутри ея такую точку О, чтобы можно было 
изыфрить разстоян!я оть этой точ- Ч 

ер. 565. 
ки До вершинъ многоугольника А, 
В...; измЪряютъ эти разстоян!я; сы 
потомъ ставятъ мензулу въ точку йо 
О, проводять посредетвомъ али- 

лады прямыя по направленямъ 

ОА, ОВ, ОС... и откладываютъ 
на нихъ по масштабу измфренныя 
лини Оа, 06, Ос...; тогда мно- 
гоугол. абс4е и будетъ представ- 
янть планъ мфетности АВСОЕ. 

2. Измфряють на землЪ какъ 
можно точнфе такую прямую ливю ЕР (чер. 566), чтобъ изъ кон- 

Чер. 566. 

цовъ ея были видны т$ точки, которыя должно обозначить на ила- 
нЪ, т. е. вершины 4, В... многоугольника; эта лиш я наз. бази- 
сомь. Проводятъ на мензул$ прямую е/, которая по масштабу вы- 
ражала бы линю ЕР; затфмъ ставять мензулу въ Е горизонталь- 
но, такъ чтобы точка е пришлась надъ Е и лин я е/ была по на- 

25* 
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правлемю ЕЁ; укрЪпляютъ въ е иголку, направляютъ алидаду на 
точки А, В, С, 1) и проводятъ на мензулЪ лини по направлен!- 
ямъ еА, еВ, еС, е); потомъ ‚переносятъь мензулу въ точку РЕ, 
устанаванваютьъ такъ, чтобы точка / пришлась надъ Е и лиш я е/ 
по направленю ЕР, и проводятъ посредствомъ алидады изъ точки 
{ лини по направаеню къ вершинамъ многоугольника; пересЪчен!е 
этихъ лия! съ первыми и опредфлитъ на мензуль фигуру а6са, 
подобную АВС. 

506. Если мы имЪемъ вЪрный планъ какой нибудь мЪстности и 
знаемъ, по какому масштабу онъ начерченъ, то, изм$ривъ какую 
нибудь линю по плану, мы легко опредфлимъ, какова длина соот- 
вътствующей ей лини на местности. Если напр. планъ абса (чер. 
566) начерченъ по масштабу 100 саж. въ дюймЪ, и измБривъ ли- 
ню а5, мы нашли ее равной 2,37 дюйм., то соотвЪтствующая ей 
лия АВ—237 саж. 

Подобнымъ образомъ, если площадь плана=напр. 10000 кв. дюйм. 
и планъ начерченъ по масштабу 10 саж. въ дюйм, то площ. мфст- 

ности—10000. 100 —1000000 кв. саж.—4 кв. верет. 

507. Чтобы опредфлить площадь плана, надо разбить ее на тре- 
угольники, опредфлить площадь каждаго изъ нихъ и взять сумму 
этихъ площадей. Въ планахъ хозяйственныхъ опредфляють обыкно- 
венно величину площади въ десятинахъ, и при этомъ употребляють 
слЪдующй, болЪе скорый и удобный, способъ. На роговомъ прозрач- 
номъ листЪ проводятъь остриемъ рядъ параллельныхъ лин! въ разстоя- 
ни другъ отъ друга на 60 саж. по тому масштабу, по которому на- 
черченъ планъ, напр. 100 саж. въ дюймЪ; потомъ проводятъ другой 
рядъ лин, перпендикулярныхь къ первымъ и отстоящихъ другъ 
отъ друга въ 40 саж. по тому же масштабу. Таклмъ образомъ на ро- 

говомъ листЪ получается рядъ прямоугольниковъ, им5ющихъ площади 
по 2400 кв. саж., т. е. по одной казенной десятин. Каждый прямо- 
угольникъ, выражающий десятину, разбиваютъ на меньше прямо- 
угольники проведешемь ряда взанмно-перпендикулярныхъ лин; 
такъ, при масштабЪ 100 саж. въ дюймЪ, раздъливъ каждую сторо- 

ну прямоугольника, выражающаго десятину, на 10 равныхъ частей, 
получаютъ прямоугольники, равные 24 кв. саж., и слЪд. 100 такихъ 
прямоугольниковъ составять десятину. Для ясности, лин, означаю- 
щ!я десятины, прозфзываются глубже п шире, чЪмъ лини, озна- 
чающ!я части десятяны. 

Роговой листъ, приготовленный такимъ образомъ, накладываютъ 
па планъ, и такъ какъ листъ прозраченъ, то можно сосчитать, 
сколько большихъ и малыхъ прямоугольниковъ заключается ВЪ из- 
мфряемой фигур; число большихъ прямоугольниковъ опредфлитъ 
число десятинъ; а каждые 100 малыхъ составятъ одну десятину. 

Если вапр. измфряемал площадь закрывается 12 большими и 367 
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малымн прямоуг., то въ ней 12 десят.--3 дес. 67.24 кв. саж.= 
15 десят. 1608 кв. саж. 

Ньть надобности, чтобы листъ былъ приготовленъ именно по тому 
масштабу, по которому составленъ планъ. Пусть напр. листъ, сд лан- 
ный по масштабу 100 саж. въ дюймЪ, будучи наложенъ на планъ, 
начерченный по масштабу 50 саж. въ дюйм, показалъь 25 десят. 
400 кв. саж.; такъ какъ масштабъ плана вдвое больше, то площ. 

измфряемой м%стности будетъ въ 2% разъ меньше 25 десят. 400 кв. 
саж., т. е.—6 десят. 700 кв. саж. 

508. Нивеллирован!е. Нивеллировать какую нибудь местность 
значить опредфлить разстоянёя наиболЪе замфчательныхъ точекъ ея 
оть нфкоторой опредфленной горизонтальной плоскости; иначе гово- 
ря—значить опредфлить высоты точекъ относительно этой плоскости. 
Съ этой цфлью употребляется приборъ, наз. нивеллиромь. Онъ 
состоитъ (чер. 567) изъ мфдной трубки АВ, къ которой придфланы 

Чер. 567. 

подъ прямымъ угломъ двф стеклянныя трубкя Си Д; въ приборъ 
налита вода, которая въ обфихъ трубкахъ стонтъ на одной высот. 

Если пужно опредфлить высоту точки М (чер. 568) наду, точкой 
№, то одинъ наблюдатель ставить нивеллиръ въ какой нибудь про- 
межуточной точкв А, а другой ставить въ М вертикальный шестъ 
или рейку, раздвлеиную на какя нибудь линейныя мфры, напр. 
дюймы пли футы съ десятыми п сотымл долями ихъ; по рейкъ 
двлжется вверхъ и внизъ доска, состоящая изъ двухъ бЬлыхъ н 
двухъ черныхъ квадратовъ; общая вершина всфхъ этихъ квадра- 
товъ наз. уъаью; доска ставится на такой высотЪ, чтобы лучъ зрёня 
перваго наблюдателя, смотрящаго изъ точкя с въ уровень жидкости 
(этотъ лучъ всегда будетъ ниЪть направлеше горизонтальное) про- 
ходилъ въ цфль; тогда отсчатываютъь па рейкЪ высоту этой вер- 

шины надъ точкой №; потомъ, не трогая съ мфета нивеллира, пере- 
ноеять шесть въ точку М, н помфетивъ глазъ въ @, опять пере- 
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двигаютъ по рейкЪ доску такъ, чтобы цфль о находилась въ одной 
горизонтальной плоскости съ поверхностью воды с4, и опредёляютъ 

Чер. 568. 

ысоту оМ; разность обфихъ высоть и будеть выражать высоту 
очки М надъ точкой М. 

509. Положимъ, что требуется нивеллировать местность АВС.... 
(чер. 569) и именно опредфлить высоты ея замфчательныхь точекъ 

Чер. 569. 

В, С, О, Е надь горизонтальной плоскостью, проходящей черезъ 
А. Тогда ставимъ нивеллиръ между А и В и опредбляемъ высоту 
В надъ 4, какъ показано выше; потомъ переносимъ нивеллиръ въ 
точку, находящуюся между Ви С, и опредфляемъ высоту С надъ 
В; прибавивъ къ этой высотЪ высоту В надъ А, получимъ высоту 
С надъ А. Положимъ, что, начиная съ какой нибудь точкя, мЪет- 
ность начинаеть понижаться; тогда, зная высоту Ш надъ А, чтобы 
оиредЪлить высоту Е надъ А, надо высоту О надъ Е вычесть изъ 
высоты О надъ А, или обратно, смотря по тому, какая изъ этихъ 
высоть больше; тогда узнаемъ, на сколько Е выше или ниже А. 
Если напр. высота О надъ А равна 3,5 ф., а высота ДР надъ 
Е—1,1 ф., то высота Е надъ 4—3,5—1/7=1,8 ф. А если напр. 
высота Д надъ А—1,4 ф., а высота ДР надъ 2—2.6 ф., то точка 
Е находится ниже Л на 2,6—1,4—1,2 ф. 
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510. Когда крайн!я точки очень отдалены, то нужно избрать боль- 
шое число промежуточныхъ точекъ и было бы весьма неудобно опре- 
ДЪлять на каждой точкЪ высоту ея надъ предъидущей и надъ точкой 

А (чер. 569); поэтому нивеллирующЙ записываетъ только въ каж- 
ДОЙ точкф высоты на рейкЪ, оставляя вычислеве до конца. Вычи- 
слевше это дфлается потомъ весьма просто, если только результаты 
каждаго наблюденя записаны въ порядк$. Съ этой цЪлью въ жур- 

наль нивеллированчя дфлаются 3 графы: въ первой графЪ записы- 
ваютъ по порядку нумеръ каждой точки стоянЁя; такъ, если про- 
ходять оть А кь Е, то точка стояшя между А и В наз. № 1, 
между Ви С будетъ № 2 ит. д. Во время отсчитываня высотъ 
на рейкахъ нивеллирующ поперемфнно бываеть обращенъ лицомъ 
то къ точкВ Е, куда онъ направляется, т. е. вперед», то къ точкВ А, 
откуда началось нивеллироване, т. е. назад». 

Во второй графЪф журнала онъ записываеть всЪ взгляды впередъ, 
т. е. высоты ®В, сС..., а въ третьей веф взгляды назадъ, т. е. 
«А, 6. В.... Пусть напр. такимъ образомъ получимъ таблицу: 

Нумера то | Взгляды Взгляды 
чекъ стоян1я.| впередъ. назадъ. 

Вычтя сумму чиселъ второй графы изь суммы чиселъ третьей, 
найдемъ 1,5 ф.; это и будетъ высота точки Е надъ А. 

Если разность будетъ отрицательная, то это покажетъ, что Е 
находится ниже А. 

511. Нивеллирован!е даетъ возможность составить профиль мЪстно- 
сти, т.е. начертить приблизительно кривую лин!ю, которая получится, 
если данную мБетность пересЪчь въ какомъ нибудь паправлени вер- 
тикальной плоскостью. Для составлешя профили иро"Бшивають пря- 

мую черезъ двЪ точки мЪфетности, напр. А и В; потомь ставять 
нивеллиръ въ какой нибудь точкЪ линш АВ и опредбляють высо- 

ты различныхъ точекъ лшии АВ падъ какой нибудь горизонталь- 
ной плоскостью, напр. надъ плоскостью, проходящей черезъ А; вм$- 
стБ съ тфиъ измфряютъ разстолня реекъ, считая эти разстояшя по 
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горизонтальной плоскости. Тогда получатся всё данныя, чтобы на- 

чертить профиль даниой м%®стностя въ извЪетномъ направления. Для 

этого проводять прямую АВ (чер. 570), откладывають на ней по 

Чер. 570. 

ы ср Е ы 

опредфлениому масштабу части АС, СО, ОЕ..., выражающия раз- 
стоящя между рейками; въ точкахъь 4, С, О, Е.... возставляють 
перпендикуляры, на которыхъ откладывають высоты реекъ Сс, а...; 
соединивъ затЪмЪъ точки А, с, 4..., получають кривую линию, ко- 
торая будетъь тёмъ лучше выражать неровности данной м%стности, 
чЪиъ ближе были точки, гдЪ стояли рейки. 

Чтобы получить достаточно ясную идею о характер мЪстности, 
надо сдЪлать профиль ея въ нфеколькихъ направлен1яхъ. 



РВШЕНШЯ ЗАДАЧЪ, ПОМЪЩЕННЫХЪ ВЪ 
РУКОВОДСТВЪ. 

Часть Г. 

ГялАвл |. 

$ 28 (стр. 19). 

{. Изь важдой точки можно провести я—1 прямыхъ, ся д. всего 

® ("—1) прамыхь; но при этомъ каждую мы считаемъ два раза, 
ск. число прамыхъ — 1/1я(я—1). З. т (—1. 

З. Если 4 точки на одной прямой, то между остальными бухетъ 
1/3. 4.5 —10 прамыхъ; соединая каждую изъ первыхъ четырехъ точекъ 
съ 6-ю остальными, получимъ 20 прямыхъ, всего с1%д. 10-{-20 прам. 

4. 60; 56; 51. $. 99; 95; 90. 8 4Г: АВ—3/,. 
9. ДВ: )КЫ— 21|; СК: АВ 3/1. #0. :51/.. 
ЯЯ. АВ: АК— 1 съ точн. до 1/,;; ДВ: СК=3/; съ точи. 

до 1); АВ: АО—91/% съ точн. до В). 
#3. 00— СВ-ВО; С0= 04—А0= СА- ВО. 
#3. 600—40—4АС—= ВС — АО (или нвоборотьъ С0О=АС— 

—40—40—ВО0). 
#6. Отложить АВ на произвольной прямой 14, 29, 22 раза. 
#3. 92,8. #5. 8,232; 1,604 и 3,208; 4,116. 
9. 221/4; 571/а и 451/%; 771]. 

$3. Пусть точки будутъ 4, В, С; тогла АВ<АС--ВС; изъ обфихъ 
частей этого неравенства вычесть по ВС. 
®3. Сложить неравенство 40--ОВ>АВ съ двума другими по- 

добными неравенствами. 

ФА. Сложить неравенство А0-|-ОС<АВ-|-ВС съ двумя другими 
подобными неравенствами. 

$$. Продолживь АЕ, ЕК, КГ, ло пересфчев:я съ виф\швей лома- 
ной въ М, №,0. получимь АС-- Ср ОМ>-АЕ+ЧЕМ; ЕМ-- 
+-ММ>ЕК-+КМ; КМ+{ МЕ+ЕО>КГ-ГО; ГО-ОВ> ГВ; 
неравенства эти надо сложить и отъ обфихъ частей подучевнаго 
неравенства отнять поровну. 

ГЛАВА |. 

$ 43 (стр. 29). 

®. РОО; 71/з; 3; 31/3; 4/15; 31/5; 5; 3; 19/.. 
3. 7; 7 сь точи. до 1; 4/1 до 1/3; 7; ло 1/3; 1/3 до 15; 3 до 14. 
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$. 1/; а; */, а; И/з 4 изн 8/1 4; 5/; а, 33/3 4 изн ПЛ. 4 
з. !/. . И; а. 
Я. Доказат. отъ противнаго. ЯЯ. Сы. предъих. зал. 
43.114. ча а 1514. 46.114. —#9.32. 
48.2 49 14 30 2 а. 39. :, 4 33. 5/4. 
ЗА. 4. $5. 4. 96. 40)—4—400:; ВОЕ=Я— ВОС. 
39. Если прямая ОГ вдетъ м уг. ВОС, то а 

ЕОВ=24—АОр—4а. 39. 1,4. За. Ч а. 33.:/; 4 
33. 1:/,4. $4. :/; 4. 35 5/; а; 3/, а; 34а 
3$ ШОВЕ —а—-СВЕ1" АВС— 4_ОВЕ, шя ОВЕ—аЧ.- 

—4—4—АВС. 

ГЛАВА И. 

$57 (стр. 39). 

Я. Перегяуть чертежъ по перпевхнкуляру. 3. См. цредъих. 
зад. 3. Если оба перпенликуляра изходятся по одву сторону 
прямой ОД, тт АОВ—а—ВОР=ЕОЛ; если же перпендикуляры 
находятся съ разныхъ сторонъ прямой О.А, то продолживь ОЁ за 
точку О в означивь это продолжев!е черезь ОК, получииъ ЕОД= 
—24—КО); КОР=АОВ. 4. Перегиуть чертежь по ОД. 

$. Доказательство етъ ыы 
®. Сы. предъид. зад. . 3 400--1/; СОВ—4. 
$. Воспользоваться о. смежныхь и вертикальныхь угловъ; 

напр. для доказательства, что уг. с = уг. №, имфемь с-- |= 9-Е 
но [— 9, слЪд. с=. 

Э. См. зад. 8. #0. Сы. зад. 8. Я. См. зал. 8. 
#3. Для доказательства, что 4>[, выфемь а—/, 1—9; но [>9, 

сяк. и а>1[. 
#3. Сы. зал. 12. Я. Сы. зад. 12. 
#5. Сы. зад. 12. #6. СЕРГ-- СЕР—24; СЕР>ЪСЕЕ. 
#3. д. #5. Доказ. оть противнаго. 
#9. Соединивъ кавую нибудь точку № прямой АВ съ точками С 

и Ми проведя ЕЁ, получимь ЕОМ<ЕЕМ иав СОМ< СЕМ. 
30. Уг. ЕОА—уг. АОС и углу ВОМ. 

ГЛАВА [№. 

$ 75 (ет. 49). 

$ "А а. ©. А—/3 а. 3. 6=9/8 а. $. т—*/; 4. 

2 1 24 
Э. ‹—= ( к )* 10. 1- те -. 4.3/4. #3.7/ьа 

#6. Проведя черезъ точку пересфчен1я лннй, дБлящихъ углы попо- 
ламъ, лин!ю параллельно даннымъ прямымъ, найлемъ, что одна часть 
искомаго угла—!/, одного изъ внутреннихь одвостороннихъ угловъ, 
а другёя часть—1/, другаго; весь угозъ—@. 



#3. */;4 (см. зал. 16). 

#8. {/;4 (сы. зад. 16). #9. ыы (сы. зад. 16). 
ъ 

30. С зад. 16). ЖА. 1!3/1.4 (см. зал. 16). 

33. 0. — 94. }/4. 

ГЛАВА \. 

$ 128 (стр. 90). 

Я. < 31/4; 31/4; > 31а, Я. 53/1; 21/,; ?/зв; 53/. 
З. 17/16 сь точн. до 1/1в. 
4. 19/1 въ точн. 1/1; 21/; въ точн. до 1/4; ®/› съ точн. до 1/9; 

®/5 съ точн. 1/5; 1 съ точн. 1/5. 
&. 84030’. ®. 0,34=27°. 
9. 279 и 630; 25° и 659; 37930’ и 52030’. 
$. 99°. 9. 52030'; 127930’... #®. 59910’; 11950". 
ЖЯ. 67030’; 112030’. #3. 6°1/.. #3. 147027’; 32033'. 
ЖА. 114956’; 62036’. #5. 51035’. а. 90°; 60°; 30°. 
#3. 560; 11°. 48. Ох 16. #9. 5 наи 15. 
ФО. Больш! рад1усъ-—28,333.... или 58,845.... 
ЖЗ. 8; 6; 4 наи 18; 6; 4 дюй. ЗЗ. 13; 12; 9 дюй. 

$ 129 (стр. 91). 

®. Доказательство основано на томъ, что прямая лин1я есть крат- 
чайшее разстоян!е между двумя точками. 3. См. зах. 1. 

З. См. зад. 1. $. Сы. 8 96. $. Сы. 8$ 49—11 и 99. 
3. См. $ 96 и зад. 2-ю $51. $. О) < ОЕ (чер. 511), 

с184. Ад<КЕ; ОЕ<ОСЕ, Чер. 571. 
КЕ<СЕ ъ потому АД<СВЕ. 
Такъ какъ 0)--ОЕ> ЕО, то 
ВР>ЕО; а Ер>ЕС. 
©. Доказ. отъ противнаго. 
ЯЙ. См. 5$ 100—1, 94 и об- 

ратн. теор. 8 41. 
#3. Сы. $5 100—1, 112. В 
#3. Описать окружность на 

прямой, соединзющей внфшиюю 

точку съ центромъ. 
Я4. См. $5 112 и 113. 
#5. Означивь большую дугу 

между точками прикосновения чс- 
резъ а, меньшую-черезъ $ дугу, соотвфтствующую виисанному углу 
межа7 хорлою и радусомъ, черезъ с, пайлемъ, что ифра угза между 
касательными— 1/3 (а—6)—1/а—1/з (180°—с)—1/; (а—130°--с), га\ 
а —180°— с. 
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#&6- Соединить съ центромъ тозку касаи!я третьей касательной и 
воспользоваться т&мъ, что прямая, соединяющая точку пересфчен1я 
касательныхь съ центромъ, дфзитъ пополамъ уголь между рад1усами, 
проведенными въ точки прикосвовен!я. 

#8. Доказ. основано на томъ, что ббльшая наклонная составляетъ 

съ прямой мевьший уголъ. Нало провести линию цевтровъ и сравни- 

вать части центражьныхь угловъ по одну сторону этой лини. 

#9. Доказ. оть противнало. 
$0. Соекинивъ конечных точки и точку пересфченйя прямой съ 

другой точкой пересфчен1я давныхъ окружностей, получимъ перпен- 
дикуляръ и дв» раввыхъ наклонныхъ къ проведенной прямой. 
Я. Сы. $ 100—1. 23. Провести общую касательную. 
33. Провести общую касательную и лив!ю цеятровъ. 
®4. Основывается на теор. 22-й 6 129 и теоремахъ объ изиф- 

рен!и угловъ. 35. Проведя прямую лив!ю черезъ центръ б6ль; 
шей окружности и точку пересЪчев!я хорды съ меньшей окружностью, 
получимъ уголъ, опирающ!@ся на д!аметрь меньшей окружности. 

$8. Прямыя, соединяющ!я средины хордъ съ центромъ данвой 

овружноств, будуть образовывать съ хордами пряине углы, стороны 
которыхъ будуть проходить черезь концы рад1уса ОР; поэтому сре- 
дины хордъ должны лежать на окружности, описанной на прямой СР, 
вакъ на д1аметр%. 

$ 130 (стр. 93). 

Я. См. 6 123—1. 3. Концентрическая окружность рад1уса 
ги или 7т—х,, полагая У>и|. $. Сы. зал. 2. 

Ч. См. зах. 2-ю 6 126. $. Сы. звал 4. ©. См. зад. 5-ю 6 126. 
3. См. обрат. теор. 8 96. $. Приводится къ зад. 5-й 6 130 

и зад. 4-Й 6 126. 9. См. $55. Я©. Приводится въ зад. 9. 
ЯЯ. Центръ въ точкЪ пересфченя перпенликуляра, возставленваго 

къ ММ изъ средины ея, съ прямой СМ #3. Сы. 6 96. 
ЯЗ. См. 6 86. ЯД. Сы. 5 86. #5. Цезтрь въ точкЪ 

пересёчен!я двухъ перпендикуляровъ: одного, возставленнаго изъ № 
къ АВ, и другаго, возставленнаго къ ММ изъ средины ММ. 

#8. Сы. $ 86. #3. Изъ произвольной точки О, лежамей 
вп лини АВ, радлусомь ОА описать окружность; черезъ точку 
С, въ которой эга окружность пересфчетъ АВ, провести ламетръ 

СОЕ; Е соединить съ А. #8. Изь С оцщуслить на АВ пер 
нендикуляръь СК и продолжить его за АВ ва КО—=СК; О соеди 
нить съ 0. Я9. Ршается такт же, какъ пред. зах. 
ЖФ. Сы. зад. Зю $ 196. 3. При какой нибудь точкЪ пря- 

мой АВ построить уг.—т. 
33. Пусть О будетъ требуемая окружность, КГ—хорда пересф- 

чев!н; тогда перпендикулярь, опущенный изъ центра 0 на КГ, 6у- 
деть | ММ и пройдетъ черезъ центръ окружности (С; кромф того 
перпендикуляръ изъ центра О на АВ процлетъ чрехь средияу АВ; 
сл$д. для рфшенйя задачи надо возставить перпендикуляръ изъ средивы 
АВ и опустить перпен‹икуларъ изъ центра С ва ММ. 
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3. Если касательная || лавной прямой, то точка прикосновен!я 
опредфлится тфмъ, что рамусъ, проведенный въ нее, должевъ быть 

къ данной прямой. №4. По стровть на ИМ уголу—т; тогда 
задача приведется къ предъидущей. $5. Въ окружности О про- 
вести произвольную хорду=а и къ ней касательную окружность, 
концентрическую съ данной; тогда задача сведется на зад. 23 или 24. 
ФФ. Хорда, дфлящаяся въ точкф Р пополамъ (см. зад. 12 $ 130 

и зад. 6-ю $ 129). 23. Рьш. на осн. теор. 14-й 8 199. 

33. Сы. лад. 9-ю 6 196. $9. Раздфлить пополамъ уголъ, 
образуемый прямыми ММ№и РО. 

30. РаздБлить одну изъ дугь на 8 равныхъ частей. 
З Раздфдить уг. пополамъ; опустить перцендикуларъ. 
33. Еслн АВи СШ пересфкаются, то зад. приводится къ зад. 29. 
$3. Р+ш. подобно предъид. зад. 34. Сы. зад. 9-ю $ 126. 
$5. Рьш. на основан!и предъид. зад. Если всф прямыя парал- 

хельны, то зад. не возможна. 

3©. Пров. вь М касательную къ (С; тогда зад. сводится на зад. 33. 
$9. Пусть О требуемая окружность; тогда ОС—=и-Ру1, гдф 7 ра- 

дусъ окруж. С, а г, рад. окр. 0; а ОМ — #1. Продолживь ОМ 
за точку М и отложивъ на ней ММУ —и, получимь ОМ—г-и,; 
сл$д. перпендикуляръ, опущенвый изъ О на СМ, пройдетъ чрезъ 
срекину СМ. Поэтому для отыскан!я центра окруж. О вало возста- 
вить изъ М перпендикуляръ къ АВ, отложить на продолжени его 
радтусъ у, полученную точку соединить съ М и изъ средины этой 
лини возетавить перпендикуляръ. 

$3. См. зад. 10ю 5 126. $9. См. зад. 38. 
ЧО. Приводится къ зад. 39. 
АЯ. Разстояв!е отъ центра н половина хорды составятъ прямой 

уг., сторопы вотораго проходатъ черезъ концы рад!уса, проведеннаго 
въ точку Р. Поэтому на этомъ рад1усв описываемъ окружность, 
откладыраемъ въ ней отъ центра данной окружности хорду —а и 
соединяемь точку Р съ концомъ проведенной хорды. Задача не всегда 
возможна. 

43. Провести въ точку Р рад1усъ; описать ва немъ окружность и 
изъ центра ея возставить перпендикуляръ въ д1аметру. Р%шев!Й два. 

43. На АС окисать окружность. Задача имфетъ два рфшеня. 
@А. Отложигь въ окруж. хорду=а; описать концентрическую окруж- 

ность; провести касательную. Задача имфетъ или два рфшен1я, или 

одно, или ни одного. 

45. Вписать въ окружность уг. 7%; провести хорду; затфмъ посту- 
пать такъ, кавъ въ пред. зад. 

@Ф. Проведя къ окруж. С произвольную васательную, отложивъ 
на ней оть точки прикосновен!я длину @ и соединивъ полученную 
такимъ образомъ точку съ центромъ, получимъ рад1усъ, которымъ 
надо описать окружность, концентрическую съ данной. 

49. Сы. предъид. зад. 
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Глава У1. 

8 142 (стр. 10). 

® 3. 3.14. $. 10,59; 7,06. 3. 0,4675; 0, 2175. 
9. пл, 4; 65°8'42”; 0,9 а. &0. 30°: 60°. 
Я. 53°46’20”; 65058’20”. #2. 81042’; 5396’. 
#5. 67024’. &6. 22030. #5. 1350; 45%. рт 
#9. 108°. ФО. 48°. 2 56915. 9%. 20041'30". 
23. 64058'38”. 34. 22%50.. $5. 20°. 

26. 65125'; 8, а; Е. к". а. 
23. 90°. 38. 36°; 600. 29. 56'47'47” и 66124'26”; 
2®- т 2(п-+ т) 
рт 4н ах 4. 

2(и—1)а4. 
. п — 1800. ее лье 30. » 8 За — 

2 
а 35. 3405751". 36. 103723. 

8 143 (стр. 12). 

Я. «6-е; а-а<а-НЬ-Ес. №. Сы. 6 49—11. 
$. По предъид. теор. №,<1/а (с-5); ж<1/а (са); № <иа(а-НЫ5). 

3. 4--В--90—=В-- Ви, или С—=В,—А=В,—А.. 
$. А- В--С—а- В-- В, откуда О -4—(А—В,)=4—(4.—В!). 
9. 4 ВС А-А,-|- В+ В.. ЯО. Въ первомъ случа 

уг. Си (С, должны равнаться нулю; во второмъ сумма уг. вЪ Двухъ 

треуг.—64. ЯЙ. Опустить перпендикулаяръ изъ вершины ина ©сно- 
ван!е треуг. и сравнить углы двухъ прямоуг. треуг. 

Я2. Сы. $5 68,137. 
#3. См. $ 68 и $ 137 теор. 1. 
#5. Сы. теор. 12-ю 6 143, 6 68 и $ 137. 
#8. Треуг. АС и СВЕ равнобедревные, слфд. уголь А СО= 

—=4—1/4 ДАО; уг. ВСЕ=А— СВЕ: уг. АСО-+уг. ВСЕ= 
=24—1/ (рас СВЕ)—= 2а-—а. 

#9. Въ такомъ треуг. уг. при вершинф—36®, я при основ ==72%. 

ФО. уг. РАЕ-24—АШВ-— АЕС—24—\.АВС—':АСВ= 
—2а4—АВС. 

№. Этотъь угодъ—2 ЕВ (= АСВ. 
®?. Каждая сторона шестиуг.—1/; стор. треуг.; уг.—1200. 
2$. Соединить точку пересфчен!я прямыхъ, дБлащихъь вополамъ 

углы. съ точками, дфлящими сторону между этими углами. 
5. Къ меньшему углу приложить такой же уголь въ сторову, 

противоположную гипотевузЪ, и продолжить противолежащий катетъ; 
получится равяостор. треуг. 

26. уг. ВАО--ВДА-АСВ+ САБ; 
уг САЕАЕС=АВС+ВАЕ 

а+ЕА/)—= а+сАр-+{ВАЕ 

33. 0—33012'6'. 
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%3. Си. $ 136 теор, 2 и $ 137 теор. 1. 
‘$8. Сы. $ 68 и 5 137. 39. Сы. $ 68 к $ 137. 
30. Си. $ 68 н $ 137. — 38. Сы. 6 137. 
33. ВОЛОС (чер. 512), АО>ВО; отложниь ДЕ=ВД, про 

ведемъ ЕВ и ЕС; уг. ВЕС—А по пред. Чер. 572. 
теорем%; уг. ЕАСХОЁРСи ЕАВ< ВЕД. 

33. Доказ. подобно предъид. 
35. На освован!и свойствъ ваклонныхъ. 
$6. Сы. 55 136и 137; надо продолжать 

прямую, дфдащую уг. пополамъ, за точку 
пересфчен1я ея съ стороной треуг. 

33. Си. зал. 10. 39. Сы. зад. 10. 
39. Позожимъ, что стороны новаго тре- 

угольн. 4, В: С, будуть ввф давваго треуг. А 
АВС, а т есть уголъ. образумый сторо- в 
вами воваго треугольника со сторонами 
даниаго; по свойству вафшняго угла В--т—=В:-|-т, С т= Ст, 

Ат=А,-т. 

Я0. Уг. АЕК—=ШОГС (чер. 573); слёд. уг. Ат=уг. От. 
МА. На чертеж образуютса два равнобедр. треуг. съ равными 

уг4. прк вершинахъ, а слфд. и при освован1ях^л.. 

43. ВС || АС (чер. 574); треуг. ДЕС=ДОВС и сафд. ВС=ЕС; 
уг. 2>1; АВС; АВС>уг. Е; > Еи ВЕ> ВС. 

Чер. 573. Чер. 574. 

43. Треугольн. 4) В=АЕС (чер. 515); отложивь ДЕ=АШ, по- 
лузныъ треуг. АДЕ=ВЛЕНн с154. ВЕЕАЕ=АД и уг. Е—уг. 
РАЕ: во АВ>АД исл1л. АВ> ВЕ; поэтому уг. ВЕ) > уг. ВАШ. 
А. Доказать равенство трехъ треуг., образованныхъ сторонами 

давнаго и новаго треуг. 
ча Доказ. подобно предъид. 

. Проведемъ (чер. 576) ДС || АС; уг.СОВ = 60°, 
ЕСО= 1209; изъ треуг. ВОО и Ва=ВО=1,, АС, а 
ЕС=\} АС, треуг. РСП) рвввобедр. н уг. (ОЕ—З00. 
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43. Проведемъ (чер. 577) ЕЁ | АШ и ЕС || АС; тотдь 
Ар<!/: (АЕНАЕ); треуг. ЕрС=СЬЕ, вботреуг. АДЕ=АДЕК; 
сад. ЕС—=ОЕ. Въ треуг. ВЕС уг. С=уг. АСШ, который боль- 

Чер. 515. Чер. 576. 

А 

р \ 

ше уг.Ё, равнаго уг. АЕР; а уг. АЕ)>уг. В; слава. уг. @>уг. 
В въ 1реуг. ВЕС и ВЕ> ЕС, 1|з (АЕ+-АК)<1|, (АВ+АС.. 

45. На основави предъидущ. теоремы. 

А 

© 

Чер. 577. Чер. 578. 
А 

в<_ Вх с 

.... Хх 
у 

4Э. РЕАЛ (чер. 578); треуг. ВДЕ=АЛС н сафдовлтельно 
ВЕ=АС; изъ треуг. АВЕ нифемь АЕ-2А) <АВ--ВЕ. 

Чер. 579. 
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$0. На основан!и предъидущ. теоремы. 
$. Слёдствя теоремъ о равенств$ треуг. 
$3. На основав!и теоремъ о равенст треуг. 
$$. Пусть (чер. 579) уг.4=уг.Д и АВ ВС=ФШЕ- ЕР. 

Огложиыь Сд—=ВС и РЕН=РЕЕ; тогда АЗ=ДОН втреуг. АВЯ— 

Чер. 580 

—ОЕН (потому что въ равноб. тр-кахь ВОС и ЕНЕуглы Ои 
Е раввы); сл$л. А В=ДЕ, послв чего локажемъ, что треуг. АВ С— 
—ЛРЕР. Если положимь, что АВ--ВС=ШЕ--ЕЕ, то для дока- 
зательства равенства тр——ковъ надо продолжить сторону треуг. за 
вершину и на продолжен!и отложить осповане. 
$. Слфлавъ построеве, указанное на чер. 580, найлемъ треуг. 

АКГ—О ММ, ибо КГ—ММ по условю, уг. М=уг. Киуг. [=М, 
какъ половины равныхъ уг. Ви Ё, Си Е; слёд. АК=ЛОМ, а по- 
тому треуг. 4 ВК=ФШЕМ, отвуда АВ=ОЕ. 

Чер. 581. $5. При валоженши треуг. 
они могутъ совмфститься и сл х. 

А углы противъ ббльшихъ сторонъ 
| раввы; иди треуг. не совы&- 

щаются и тогд» получается чер. 
581, въ которомъ треуг. АВО 
равнобедр.и сл$д. Д-- В=34. 

$5©. Пусть (чер. 582) ВС= 

С 

р. 

в С в 

ЕР, АВ+{ АС=РЕ--РЕ и АС> АВ. Сдфлавъ указанное на 
чер. построеве, получимъ треуг. Вс С=ЕНЕ по предъид. теорем, 
ибо ВС—=ЕЕ, СО—=НЕ по условю, уг. С==уг. Н кавъ половивы 
прамыхъ угл. (треуг. АСВ и РНЕ раввобедревные) н углы СВС 
и НЕЕ обз тупые; сафд. уг. С—уг. Е. 

$9. Пусть ВС=ЕЕ (чер. 583) и уг. С В=Е— Е. 
26 
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Откладываемъ г. ССВ-г. В и.зг. НЕЕ. Е; тогдё въ 
зр--казъ АССи ОНЕ уг. НРО=С СА во условю, са, уг. 48 С 
—уг. ДНЕ, в потому въ фавнобелр. тр кахк СВСи НЕ уг. 

ВСС—т. ЕНК; са%д. и уг. ВЕ. 

Чер. 58, Чер. 584. 
А 

в 

‚$8. Пусть (чер. 584) АВ=ДЕ ин АС+{+-ВС—=РЕ+ЕЕ. С%- 
лавь указанное на чер. построев!е. вайкемъ треуг. АВС—ОЕН, 
отжуда уг. а=—уг. Н; но С—=1/.С, Н=!1|. Г, слфд. уг. С уг. Р, 

Второй случай доказ. подобвымъ образомъ. 

$9. Построеве теоремы. 57-Й для случая, кода АС—ДЕ. 
ФЕ. Пусть (чер. 585) ВС-ЕР, уг. В-Ен АВ-АО=ЕО-ОЕ. 

Сдфлавъ указанное на чер. построен!е, найдемъ треуг. Ва 0=А НЕ, 
©1444. СО—=НЕ, уг. С-=уг. Ы и треуг. АСС=ОНЕ; потомъ 

ь Чер. 685. зегко доказать, что и тре- 
с. Ц 1Г0льн. АВС=ОЕЕ. 
н ит 6% Пусть (чер. 285) 

Ре /„}: ВО=ЕЕ. уг. А=уг. Г, 
я} ж! АВ> АС, ШЕ > ШЕ, 

и а АВ АС—=РЕ- ОЕ. 
й : } Сперва докажет, чго тре- 
И. > р угольн. ВС 0=ЕНЕ шо 
4: { хеор. 55-й (ибо С--1/. 4 >4а 
№ ; и Еи,О>4. такъ кавъ 

; \: ь : АВ> АСи РЕ> ШВ; 
В —— ОЕ Е затфиъ найдемъ, что треуг- 
АСС—=ОЕН и нэконець треуг. АВО—=ОЕЕ. 
63. Изъ точки пересфченя перцендикузяровъ къ двумъ сторонамъ 

опустить перепевдикуляръ на третью; онъ раздфлить ее поноламъ. 
©. Доказ. основапо на равенствв треуг. 

65. Изь точки переефчев1я прахыхъ, дфлащихъ пополамъ два угла 
треуг., провести прямую въ вершвну третьзго угда и доказать, что 
этоть угозъ раздфальтсл пополамъ; для доказательства издо образо- 
вать треугольники, опустивь изь точши перес%чен1а периевдикудары. 
на сторовы треуг. й | ти 
66. Доказ. освовано ва равопств$ треуг. 
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6 144 (стр. 16). 
2. Описать на @ волуокружность; построить при конц% а уголье В. 
$. Но сторов® полмаго уг. отложать оть вершины В; описать хугу 

ралусоиъ в. $. Си. зад. 4 6 140. 
5. На а описать дугу, зифшающую 4; возставить перпенхикуляръ. 

Другое рфшен!е: изъ среднвы а возставить перпенднкуларъ; при какой 
вибудь точкВ его построить 1/»А; изъ одного конца а провестя па- 

рыхаельную сторонф построенваго угла. 
Я. На перпевдикуларв, возставленномъ изъ средины а, отложить 1/4. 

ФО. Построить произвольный равностор. треуг.; провести высоту; 
отложить ма вей А отъ вершивы; провестя параллельную. 
Я. Окружность, опнсаяная на гнпотенуз$. 
Ф»®. Дуга, вмфщающзя уг. 7, описаниав на основания. 
%3. Првводится къ вах. 3. ФФ. Сы. зах 3. 
№6. Сы. зал. 5. 33. Си. зад. 5. №5. Сы. зах. 4. 
Ф9. Сми. зад.5. ЗО. См. зах. 3. ЗИ. Сы. зад. 3. 
33. Сы. за. 3. 
$3. Пусть (чер. 586) АВС тре- Чер. 586. 

буемый треуг. Чтобы выразить‘ раз- о 
вость угдловъ Вин (С. построимъ на р 
СВ при С уголь ВОР ==; тогла РА 
и: д=АВС—ДСВ—В— (.Дларф- 
щев1л задачи надо построить треуг. р | 
РАС по ватету 6 н углу )—=В—0; с : 
затВмъ другой острый уг. этого треуг. 

раздфлить иополаимъ. 

$4 Пусть АВС (чер. 587) тре- 
бувиый треуг.; постронмъ уг.. А ВД== 
=0С ин ироведемь СДО | ВО; тогда 
г. ДВО—=ВЬ— 0; уг. ХОСВ=90°—В— 0)=20. Въ прямоуг. 
треуг. ДВО извфствы ВО—а и уг. РВС=В— (С; построивъ этотъ 
треуг. и опусгивъ перпендикуляръь из ливю, дфляшую уг. ШОСВ 

Чер. 587. Чер. 588. 

[6 ‘В 

попозамъ, нолучимъ требуемый треуг. 
$5. Пусть АВС (чер. 588) требуемый треуг.; чтобы выразить 

суяму катетовъ 6-|-с, прододжимь СА и отзожимь АД—АВ; тог- 
да вь треуг. СОВ извЪстны сторова СОЫ=6-с, уг. О=459 и 
СВ=а:; помощью этого треуг. легко построить нскомый. Задача нмфетъ 
два отивакихъ рфшев!я. 

26* 
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3$. Р»ш. подобно предъид., но рёшене только одно. 
33. Приводится къ зад. 1. 
3$ пПусь АВС (чер. 589) требуемый треуг. Чтобы выразить 

Чер. 589. разность между типот. 4 и катетомъ с, 
В прододжимъ с за вершия)у А и отложимы 

^ ВЬО=4; тогла А) — а—с, и въ прямоуг. 
треуг. АЮС извъствы катеты АО—Ь. 
А )=арб— с; при помощи треуг. АДС 
можно построить равнобедр. треуг. ОДСВ 
и слёк. иекомый треуг. АСВ. 

39. Пряводится къ зад. 3 6 140. 
с р В 4®. Рьш. подобио предъих. 

Я. Приводится къ зад. 38140. 
&3. Руш. подобно предъид. 
43. Постропть треуг. яо сторонамъ @, Би углу А-- В между вами. 
44. Пусть АВС (чер. 590) требуемый треуг.; СС,-—данкая 

Чер. 590. ярамая, соедивающая средиву АВ съ 

С вершиной С. Изъ двухъ данныхъ сторонъ 
одна по крайней мЪрф должна выходить 
изъ С; пусть это будетьъ АС. Если вто- 
раз данная сторона есть АВ, то задача 
приводится къ построев!ю треуг. АСС, 

А 6х >В по тремъ сторонамъ, тавъ кавъ АС, 
| ‚ = АВ. Если вторая ханная сторона есть 

ВС, то прохояживь С С\ на ляиву С: О— 
, —0С, и соединивъ ) съ В, получиямъ 
о треуг. ОВО, въ которомъ извъетвы СВ, 

В)=АС (ибо треуг. ВОС, =АСС,) и ДС=2СС,. 
&5$. Пусть треуг. АВС (чер. 591) требуемый. Чтобы выразить 

[#* 

„2х“ 

Чер. 591. 

18) + В с. 

периметръ, продолжимъ ВС, отложимъ ВОВА, СЕ= СА; въ 
треуг. АДЕ будуть извфстны ДЕ—р, )И—=!/.В, Е = 1/,(; во- 
средствомъ этого треуг. нетрудно построить требуемый. 

ЯВ. Сы. зал. 45. 3. Су. зад. 45. 4%. Си. зал. 45. 
49. Пусть (чер. 592) АВС требуемый треуг. Продолживь АВ 

я отложчвь ВО—ВС, получимъ треуг. АО С, въ которомъ извЪствы 
АС, Ариуг. А. Построивъ АДС, легко построить требуемый треуг. 

$©. Построить равностор. треуг. 
$. Пусть (чер. 593) М искомая точка. Чтобы выразить сумму 

разстоанй АМ и ВМ, продолжимь АМ и отзожимь ММ— МВ; 
ММВ будеть разнобехр. треуг., и уг. ММВ —!/. АМВ; а уг. 
АМВ извъстенъ, такъ какъ опирается на данвую дугу АВ. Соеди- 
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вивъ Ая В, получимъ треуг. АМВ, въ которомъ известны 42, 
АМ—п и уг. АМВ. Построивъ этотъ треуг., вавдемъ искомую точ- 

Чер. 593. Чер. 593. 

А. 

ку М. РАшен! два. Подобнымъ образомъ р$шается задача и при 
второмъ ус20в!1; тогда надо строить треуг. по ханнымь АВ, пи 
углу, лежащему противъ АВ и равному 909-11/ 4МВ. 

$3. Описать на 6 дугу, вифщающую уг. В; тогда задача приве- 
детея къ предъид. 

$3. Си. зад. 52. $. Построить треуг. по сторон р и 
угхамъ въ 309. 
$$. `Пусть (чер. 594) О есть требуемая точка; тогда треуг. 

ОДЕ равнобедр.; провеа ОР! АВ, получныь ОЕ| ЕО, уг. 
ОЕР—=ЕРЕ, сафк. и уг. ОДЕ —= ЕШБЕ, т. е. ОЕ двлитъ уг. 
АЛЕ пополамъ. 

&68. СО! АВ (чер. 595): С,0=00; проведя прамую СОМ, 
получимъ некомую точку М. ДЪйствительно, проведя СМ, навдемъ 

Чер. 594. Чер. 595. 

С 

С, 

(М—Мр= С, ММО = С.0; взявъ же ва АВ хругую точку 
М,, вайдемъ СМ,—М,0=С.М,—М.О<С!. 

$9. Пересфчь данныя прамыя произвольной прямой и раздать 
попохамъ угды, образованные ею съ данными лин:ами; потомъ пере- 
<Зчь ихъ другой произвольной прямой и ноступить такъ же еъ обра- 
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зевавшииися отъ этого угламн; получияъ двЪ тадкн прямой, дёлавей 
уг. между МРи МО поялоламъ. Ршеве основано из теор. 65-й $ 148. 

$8. Пусть АВС (чер. 596) требуемый треуг. Опишемь окруж- 
ноевть черезъ А,В,С; продозжимь АО, дьлашую пополамъ уг. А, 
до пересфчен1я въ окруж. въ А\ и соединныъ центръ О съ А и А, :; 
АА; АФаить пополамъ уг. ВАС, а са%д. и дугу ВА, С; поэтому 
ОЛ! пройдетъ черезъ средину Р хорлы ВС. будотъь | ВО и са. 
| ЗЕ, т, е. №,. Огсюда слфдуетъ, что уг. ОА. О =А, АВ; во уг. 
04.9 —=04А0, вбо треуг. АОД, равнобедр.; сл$д, уг. А. АЮ—= 
==ОАО, т. е. АО вваитъ уг. ОАВ пополаиъ. Этотъ выводъ даетъ 
возможность рЬшить задачу. ДФйствнтельно, въ прямоуг. треуг. АОВ 
извёетиа гипотеяуза ДО и катетьъ АИ. Построивъ треуг. АОД, 

Чер. 596. можно построить уг. ОА0=-ОАВ; тог- 
да найдемъь прямую ОА, на которой 

дежитъ центрь О. Злтфмъ, зная длину 
АР, можно вайти тозку Р, средиву 
стороны. ВС, н тогда будетъ извфетенъ 
перцендикулеръ РО ;<ета4о быть мы оире- 
дВхамь окружность О, пересфчене кото- 
рой съ РА касть остальныя вершивы 
В и С треуг. ВАС. Для доказатель- 
ства, что цостроенвый треуг. АВС весть 
требуемый, пвадо доказать, что прамая 

АО двлить уг. ВАС пополамъ. Для 
: этого продолжаемь ОРи АФ до перо- 
А, сфченя въ А:; тогда уг. 0.4. А-ОАВ, 

ибо АВ || ОР; но уг. ОАВ—= ОАО по построеню, сдЪд. треуг. 
ОА; равнобедр., ОА == ОА 1, т. с. точка А, лежить на овруж. 
О. А такъ вакъ точка А, зежить и на периендикуляр» ОР, опущен- 
номъ изъ центра ва хорду, то слфл. дуга ВА, С дёлитея въ А, 
пополаыъ, и потому ливня АА; иди, что тоже, АО дфаитъ пополамъ 
уг. ВАС. 

$9. Пусть (чер. 597) АВС требуемьй треуг. Черезь А,В,С 
Чер. 597. проведемь окружность, н 

нусть ояз перес$четъ парал- 

лель Х въ О. Соединивь О 
съ Ви С, подучимъь уг. 
ВО0С= ВАС—= 600. Легко 
видЪть также, что уг. ОВО— 
—=40В—=АСВ— 60%. Отсю- 
да такое построеве: при какой 
либо точк® (О параллели Х 
строимъ двз прамыя ОВ 
ин ОС подь углами 60% къ 
этой израллели; эти прямыя 
пересфкуть параллели Ди У 
въ точвазъь Ви С; прово- 

димъ нрямую ВС вописываемъ окружность черезъь 0;В, С; точка А, 
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эЪ которой эта окружяость пересёчеть параллель Х, оудетъ третья 
вершина. 

60. Пусть (чер. 598) ОВС тре- Чер. 598. 
буемый треуг. Опишемъ окружность, о 
касательную къ ВСи къ прододже- 
нямъ В № и СР двухь другихь сто- 
рояъ этого треуг.; тогда ОМ—0ОРЫ= 
= р, ибо ВМ=ВМ, СМ=ОСР. 
Повтому для постровя]я искомаго треуг. 
надо отложить 0№ и ОР, раввыя 
ор; въ №и Р возставить къ сторонамъ 
угла перпендикуляры: изъ точки ихъ 
вересфчен!я у рад1усомъ уМ№ описать 

вругъ; къ этому кругу изъ А про- 
вести касательную АВМС. 
©. Такъ какъ (чер. 599) ИМ№М= 

— МВ -|- №С, то периметръ треуг. 
АМ —=АВ--АС, в задача приводится къ предъид. 

6©3. Пусть (чер. 600) ММ требуемая прямая: проведя АО, про- 
долживъ ее па А0,—АО и соедпнивъ Оз съ Ми О сх М, полу. 
чниъ треуг. АО№М=АО,М, сльх. О, М= ОМ, и точва М ваходится 
на окружи., описанной изъ Оз рак. 0,/—=ОМ. Задача имфетъ два 
рфшен1я; она возможна, когда 010 <" 4 в > Г—11, г ги 7 
рал!усы данпыхь окружаостей. 

Чер. 599. 

А 

Их 

АГ/ ох Ач 
о Е 

/ нее 

в 

©3. Пусть (чер. 601) М, № Р— точки касаня окружвостей. 
Общая касательная къ окруж. С и А и общая касательная къ 

окруж. Аи В встрЪтятся въ точЕ® О, лежащей на лин!и, дЪлящей 
уг. А пополамъ, ибо треуг. АОМ= АОР. Обиця касательныя въ 
точкахь Ми Р  встр%$тАтся на лныи, дфаящей уг. В пополэамъ. Но 

эти три васательныя соотвЪтетвеяно перпендикулярны въ АВ, ВС, 
АС и равны между собою; поэтому он будуть рамусами круга, 

касательнаго къ сторонамъ треуг. АВС. Для рАшевм задачи надо 
найти центръь круга, касательваго къ тремъ сторонамтъ треуг. (си. 
зах. 35 @ 130) и опустить изъ него (чер. 602) пераенхикуляры ОР, 
ОМ. ОМвь сторовы АВ, ВС и АС треуг.; точки Р, М, № 
будуть точками касав!я искомыхъ круговъ. 

©4. Пусть АВС (чер. 603) требуемая сфкущах. Проведя ОВ, 
ОС и продозживь ОВна ВО=ОВ, чолучимь треуг. АВР—ОВО, 
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сл. АД — ОС. Отсюда сафдующее построев!е : изъ А радусомъ 
данной окруж. описать окруж.; изъ О удвоеннымь радусомъ ови- 

Чер. 601. Чер. 602. 

сать окруж.; точку Г) пересЪчен:я окружностей соединить съ 0; В 
соединить съ А. Рфшен! два или одно; задача возможна, когда 

Чер. 604. 

А0<АО--ОО, т. е. меньше утроеннаго рад1уса данной окружности. 
©$5. Если Л/ (чер. 604) ва самомъ д1аметрф и СШ требуемая 

сфкущаа, то проведя рад. ОШ), получимъ треуг. МОЛ, въ которомъ. 
уг. О измфряется дугой ВО. Но уг. ВМР=и. (АС ВО)=2ВО; 
©1484. внфший уг. ВМО вдвое бозьше внутр. уг. О, ин потому треуг. 
ОМО равнобедр. н ОМ—=МО. Поэтому Г) лежвтъ на окружности, 
описанной изъ 1/ рад. МО. Если М лежитъ вн окружности, то про- 
веда ОГ), позучимъ треуг., въ которомъ углы МОД ин ВМО 61- 
дуть ввутр. угл. равнобедр. тр—ка. Рфшев:Й два. 
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©6 Пусть О (чер. 605) требуемая окруж.; тогда уг. ДВЕ 
и измфрается 1/, дуги ВЕ. Если 
опишемъ изъ 8 о5р!ж., каса- п: 
тезьную въ ВЕ, то всякая ка- 
сательная ММ въ этой вовой 
окруж. отсфчетт отъ ввфшвей 

окруж. С дугу ММ№М= ВЕ, т. 
ве. выфщающую уг. 7; сяфЩ. эту 

новую окруж. можно построить, 
проведя хорду ММ, Пкоторая 
отсфвла бы дугу ММ, выфщаю- 
щую уг. п. Эта окруж. коснется 
ВЕ въ ея средин$ К. Прове- 
демъ въ ней рад. СС | ХУ, 
соединимъ @ съ Е и продол- 
жимъ С Елдо пересфчен!я съ ХУ 
въ Н. Затфмъ продолжимь ЕВ 
хо пересфчев1я съ ХУ въ Г. 
Получимъ два треуг. ССЕ и 
ЕН, въ которыхъ улы ССЕ 
и СЕС пверваго допозняютъ до 
90° углы ТНГ и ТЕН втораго, 
такъ какъ СС | [Ни СЕ! Е. 
Но уг. СЕРСО—ССЕ, сад. и 
уг. 1ТНЕ = уг. ТЕН, т. е. треуг. ЕГН раввобедр. и ГН = 1Е- 
Кром того касательныя ГА=ТВ, слфд. АН=ВЕ=!/, ММ. Итакъ 
точку Ы можно найти, отложивъ оть 4 прамую АН=!/, ММ. 
Найдя же Н, нужно провести СН и опредфзить точку Е, посл. 
чего легко найти центръ искомаго круга; онъ будетъ въ точкф пере- 
сфчев1я АО | ХУ и ОГ, проведенвой | кь ЕН изъ ея средивы. 

©93. Чтобы виисать такой треуг., надо на АУ (чер. 606) найти 
такую точку, чтобы сумма разстояв!Й ея отъ Ри отъ вершивы, де- 
жащей на АХ, была наименьшая; для этого (зад. 135130) надо изъ. 
Р провести РО | АУ, Чер. 606. 
отложить ОР, = ОР Р. 
и соединить Р; съ точ- \ 
кой на сторонф АХ, ко- 
торой еще увасъ нфтъ. 

Точно также на АХ на- 
до найти точку, сумма 
разстоян!@ которой от* м, 

Ри отъ тозки на АУ г 
была бы наименьшая; 

поэтому и дзя АХ дБ- 
лаемъ такое же построе- д 
не. Соединивъ Р; в Р», 

получимъ точкя Ми №, 
воторыя булугъ в-рши- \ 

нами искомаго  треуг. 9 
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ДЬйствительно, пернметръ треуг. РМ№Л/ = прямой РР»; перихетръ 
жетреуг. Р№, 1; равенъ ломаной РМ№, М, Ёь. 

®3. Описать на двухъ сторонахъ дуги, вяфщающия уг. 190%. 

$ 165 (стр. 123). 

Я. 1/."(и— 3). 
3. Изь урав. я=1/, х(х—3) опредфлить т; получим» 12; 100; 32. 
&. Изъ урав. 24(5—2)—=та4 опредФлить х. 

= ® © 180(2—2) 

Ея 
8. Вь 111/, заключаются слфдуюния кратныя 24: 24, 44, 

64, 84 и 104; но внф ша! уг. <24, сад. сумма внутр. угл.—104; 
потому сторовъ 7. Для двухт остазьныхъ примфровъ найдехлъ число 

сторопъ 14 и 6. 
9. Вныфшый уг. < 24; а сумма внутр. угловъ есть кратное 24; 

поэтому янфшн!Й уг.—1*/-4; сумма виутр.—304; сторонъ 17. Дан 
втораго примфра число сторонъ—20; для третьяго—8, 

О. 113/.; 9; 13102’28”. к и. "304; и 111/361. 

Изъ урав. — а опредЪлить т. 

&?. 43012'11”; 51950'49”. . Ида; 103 ее 
АА. 71017730". #5. тЫ #6. !3/; 
#9. 651/.; 901/.. #5. 61/, $. #9. 720; 88 
20. Трапешя; парад—мЪ; парал—Ъ. 
2. 'Грапешя; парал-—мъ; тран. съ раввыми уг. при основ. 3. 30. 

$ 167 (тр. 126). 

&. Сравнить треуг—кн, которые образуетъь каждая дМагональ съ 
‘сторозами парал— ма. 

$. На основания равенства треуг— въ. 
З. На основан!и равенства треуг— въ. 
Я. Сраваить треуг—ки, образуемые сторонами воваго 4—уголь- 

вика съ половинами сторонъ данваго параз—мэ. 
$. На основан!и равенства треуг—въ. 
©. При точкБ, дфлящей сторону ромба пополамъ, образуются 3 

угла; изъ пнхъ 2 принадлежать равнобедр. тр-—хамъ, сумма угловъ 
при вершинахъ которыхъ — 24; потому эти два угла составять вт, 
суми$ одинъ прямой; слфд. и трей угодъ при точв®, лБлящей сто- 
рону ромба пополамъ, также прямой. 

3. Равенство сторопъ сяфдуеть изъ равевства прямоуг. тр —ковъ. 
$. Лин, дВляцшил углы пополамъ, образуютъ прямые углы, ибо 

сумиа внутреннихъ одностороннихъ угл. въ двухъ параллезакъ— 24. 
9. На основая!и равенства тр— въ. 
#0. Изъ концовъ мевьшаго основан{я опустить перпендикудяры на 

большее. 
ЯЯ. На освованши равенства треуг— въ. #3. Для хоказательства 

Ти 2 надо провести дзагональ; а дла 3 н 4 изъ вершлаъ (чер. 607) 
А нЕ провести АД ||ОСи ЕМ|| НС. 
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#3. Нз основан! свойства прямой. 
4. На основавн равенства 

треуг— въ. Чер. 607. 

`. 5$. На основ. равенства треуг. 
#6. На основан!и свойства сто- 

роаъ параллелограмма. 
48. Проведя ЕЁ|| АВ, получимъ 
РЕ=ВЕ; во ОДЕ=РЕС шо рз- / с \ 
вевству треуг. АДЕи ЕЁЕС; саЪд. | НЫ 5С 
ВЕРЕС и РЕ—!/. ВО. з 
1%. Локаз. подобно предъих. о - -- \ 
#9. Проведя черезъ вершивы дан- ] “ 
наго треуг. параллели противоно- 
ложнымъ сторонамъ, получимъ тре- / 
уг., дая котораго высоты давнаго К Ы Г 
треуг. будуть перпенликулярами, 
возставленными изъ срединъ сторонъ. Чтобы доказать это, вало ло- 
квзать сперва, что стороны новато треуг. вдвое больше сторонъ 
даннаго, для чего можпо воспользоваться нараллэлограимами, которые 

получатся при построен1н поваго треуг—ка. Перпенхикузяры же, воз- 
ставленные изъ средиаъ сторонъ треуг , пересфкаются въ одной точк® 

{теор. 63 $ 143). 
20. Пусть (чер. 608) ВВ, и СС., лляшя пополамъ стороны 

АСи АВ, пересфкаются въ точк® О. Лав:я ОЕ, соединяющая сре- 

Чер. 603. Чер. 609. 

А 

дивы ОВи ОС. параляельва ВС и равна!/, ВС по теор. 18$ 167; 
азия С.В, || ВС н—=1/. ВС по той же причин; с4фд. (1 В, ЕД пз- 
раллелограинь и ОВ, =00), ОС, =ОЕ; т. е. ОВ, =}: ВВ, и 
0С,=!/3СОС,. Такъ же докажемъ, что АА; пересфкается сь ВВ, 
въ О, отстоящей отъ В; на. разстояв!н—1/; ВВ1. 

ФЕ. Пусть ВАС (чер. 699) раваобедр. треуг.; построимъ дру- 
той треуг. В, АС, у котормо АВ. + АС, =АБ--АС (даа чего от- 
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ложниь ВВ!=СС,) и докажемъ, что ВС< В! С\:. Для этого про- 
велемъ С.Д) ||я=ВВ,; тогда ВВ,С.Ш) будеть параллелограммъ и 
ВО=В,С!. Такъ какъ АВ || С:0, то уг. Ауг. СС. )—=24; во 

треуг. ВАСв СС.Ш раввобедревные. сл%д. уг. АСВ--ОСС,—а; 

потому ВС! СО и ВС< ВЛ нан< В, С1. 

$ 168 (стр. 127). 

Я. Совокупвость двухъ паразлезей къ АВ, ваходащихся отъ нея 
въ разстояв!и а. 

3. Описать дугу рад. а; провести параллельную. Р-шев!Й два ил 

одно или задача невозможна, 
&. Построить равнобедр. треуг. по освовав!ю и уг2у при верм.. 
$. Построить треуг. по двумъ сторовамъ и углу межлу вими 
®. Построить треуг. во гипотевузЪ и суммЪ катетовъ — 1/зр (см. 

зал. 35 & 144) 
Э. Построить равиобедр. прамоуг. треуг. по суммЪ гипот. и ватета. 
Я. Р\ш. подобно предъид, 
#3. Построить прамоуг. треуг. во гипот. @ я развоети острыхъ 

углов —1/,(А— В). (См. зад. 34 $ 144). 
. Построить треуг. по катету В и уг. А, если А острый, или 

уг. 180"— А, если А туной. 
Я$. Построить треуг. по гипотевуз еи катету Й; потомъ постровть 

равнобедр. треуг. съ основашемъь е и вершина котораго находится ва 
другомъ катетф. 

#6 Построить треуг. по гипотевузВ @ и сумм% калетовъ=1/, (е-Н/). 
(си. зад. 35 $ 144). 

Я8. Построить треуг. по гвпот. 4 и катету й. 
#Э. Построить треуг. изъ а, \зеи 1 [. 
ЖИ. Построить прямоуг. треуг. но гипот. 6 икзтету #,; провести 

паразтель къ р на разстоан!и йе. 
Ж?. Построить треуг. по освоканю Г, углу А при вершин я сум- 

м% остальвыхт, двухъ сторон =1/, р (см. зв 052 8 144). 
®3. Рфш. подобно предъид., только угодъ буцетъ 180°— А. 
®$. Построить треуг. по сторонф 6—4 и угз. В, С. 
$6. Построить треуг. шо а, си 6—4. 
23. 1) Построить треуг. по тремъ стор‹ изм1.; 2) построить треуг. 

во двумъ сторонамъ и уг. межлу ними. 
%$8. Зачача приводится къ построев!ю треугольников? . 
$9. Рьш. ва основан:и теор. 117 $ 167. 
39. Пусть (чер. 610) ВО-- СЕ=ВС; тогла АО-АЕ = АВ-- 

+Ас+ВС, сяфд. въ треуг. ДАЕ сумиа сторовъ АД--АЕ веть 
велнчива постоянная; поэтому ДЕ будетт папиеньшею, когда треуг- 

АДЕ равнобедренный (см. теор. 21 6 167), т. е. когда АЕ — 
=!(АВ-+АС--ВО). 

31. Совокуиность двухъ паразлелей къ АВ, проведевныхъ изъ 
ковечвыхь точекъ двухъ прамыхъ, равньхь 4 и составляющихь съ 
АВ по об сторовы ез углы, раввые т. 
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32. Если разетояне между АВи СО Чер. 610. 
равно 7 и а>п, то возстановивъ перпенди- А 
куляръ къ АВ до пересфчен1я съ СО, от- 
ложить на продолжен!яхъ его части, рав- 
ныя !/, (а—п); получимъ тозки, черезъ 
которыя нало провести дв параллели къ 
АВ. Если а=п, то каждая точка между 
АВ и СШ удовлетворяетъ условю зада- с 
чи. При а<я задача невозможна. \ 

33$. Если (чер. 611) АВ и СШ пе- И \ 

в ресфкаются въ 0, то провеля ЕС || ОД ва 
разстоянии а отъ нея, отложимъ ОЁ—=ОС; # \ 

точки прямой СЕ будуть удовлетворять П ^—_...-—------------ в: 
требован!ю; взявъ напр. точку 1 и про- 
веда МЕ: ОВ и ММ, ОФ, найдемь МГ-- ММ=МК--МИ—=а 
такъ какъ триуг. С Г, 
— МСК, ибо имфють Чер. 611. 
общую гипотевузу МС 
иуг. ИСТ=уг. МСК, 
потому чго каждый изъ 

нихъ равенъ уг. ЯКО. 
Отложииъ отъ О части 
ОР—=00=0<6 =ОЕ, 
получимъ прямоугольн. 
РОСЕ, совокупность 
<горонъ котораго сос- 
тавляеть искомое гео- 
метр. м%сто. 

ЗА. Если а<л, то 
теомстр. мЪсто есть со- 

вохтиность двУхЪ пря- 
мыхъ || АВиСЛ) и про- 
реденпыхъ па рилстоявфи 1/, (я-а) и 1/›(п—а) оть АВ. Если ап, 

то геом. мфетомъ будеть неопредфлевная часть плоскости, лежащая 
внБ пространства, завлюченнаго между АВ и СО. При а>з задачя 

неволможиа. 

35. Совокусяость продолжен! сторонъ прямоуг. РОСЕ зад. 33. 

3$. На основан!и теор. 20й $ 167 приводится къ зад. 44-й $144. 
$8. Описать на а дугу, вибщающую уг. 4; провести параллель 

нъ разстояши й. Р+шенй 2 или | или ни одного. 

$5. Взавь уг. ММР-В, проведемъ въ сторонф его М№Р нарал- 
ледь на разстояши Й; эта параллель пересфчеть ММ въ точкЪ Ш, 
которая будетъь вершиной искомаго треуг.; потомъ надо построить 
треуг. по сторовё МО, уг. № и сумы двухъ другихъ сторонъ, рав - 
ной р МО (зад. 49-я $ 144). 

39. Опустивъ (чер. 612) изъ М и М перчендивуляры наз СО и 
АС и отложивъ на продолженмахь этихъ перпендикуларовь части, 
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раввыя кажхому изъ вихъ, получив точки М; и М; поступивЪ по- 

хобвымъ образомъ съ точками М; и М№;, получаму точви Му и №,; 

Чер. 618. 

соедянивъ М и №, потомь Фи М|, наконвець Ри ИМ, найкемъ, 
что шоръ надо ударить по направзеню МР; овъ ударится въ О, В,& 
и М. При этомь МР|| ОВ || №5 и РО || ВБ. 
ФО. Задача ссть частный случай предъидущей. Путь, который 

пройдеть М, есть паралалелограммъ съ сторонами, параззезьнымн д1а- 
товал»мъ билл1арда. 

Я. Пусть (чер. 613) ММРО приметь положене М, М, Р, ©,; 
тогда треуг. АМ, М, —=ВМ№,Р,—=ШОР, 9,—=091:М,, ибо имфють рав- 

Чер. 613. 

А | 

м Ре 

ме 

се У Чы О о, ы 

ныя гипогенузы и острые углы; с1$д. АМ—=ВР.—=00,—=СМ!. Про- 
ведя лагоназли АДи М, О1, получимъ треуг. АОХ,—0)О0, ибо АМ, 
—РО, и углы равны; сл. ОА—=ОДи ОМ, —=0О9,. Твкъ же дова- 
жемъ, что ОР‚—ОМ,—=0%9,—=0М!.Поэтоху, чтобъ вписать квадратъ 
МУРО въ АВСЛ, надо изъ точки пересфченя магонаяей АВСО 
оинсать окружвость радлуеомъ—1/, даговали М МУРО. Если кагональ 
квад. И УРО иевьше сторовы квзад. АВС), то зад. невозможна. 



&23, Пусть (чер. 614) ВАС требуемая сЪвушая, Одлуетивъ вод. 
О в 0, перпеплякуляр» ОМ Нер. 614. 
и 0, М, ва ВС и проведя 
Я 1 ВС, подучямъ треуг. 
@0.Г, глв типотевузв ОО, 
есть разстояне цеятровъ, & 

катеть О, Е=ММ,—1/.ВА 

Итакъ для р\+фшен:я зэдачи 

надо построить треуг. ОО. Е 
и потомъ изъ А провести ва- 
раллель къ О.Р. Задача 
имфетъ 4 рфшен1я, если взять 
06%, точки перес$чен1а окрух- . 

ностей и если ОО, >!/за. Наибольшал величина ВАС есть 200,- 
Я3$. Вершива В; (чер. 615) лолжпа быть на дуг, описанной на 

Чер. 615. 

С С 

Р 

м РА 

В, м А, В А 

ММ и выфщающей уг. В; вершина же (С: ва дугВ, описанной на 
МР и выъщающей уг. С. Такимъ образомъ мы получимъ дв окруж- 
ности, одна нзъ точек пересфзен!я которыхъ будеть М; черезъ эту. 

точку надо провести общую сфкушук — ВС (зад. 42). 

Чер. 616. 

О 

©1. ь 

@Я. На освован!и предъяд. зах. надо на двухъ большихь сторо- 
нахь ВА и ВС треуг. АВС описать дуги, выЪщающя углы 60%; 
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затфмъ черезъ вершину меньшаго изъ угловъ треуг. АВС, именно 
черезъ точку В, провестн обмую сёкущую къ окружностямъ, проходя- 
щимъ черезъ В, параллельно лини центровъ этихъ окружностей. 
Это и будетъ одна сторона требуемаго треуг. Остальныя стороны по- 
лучомъ, соединивъ концы первой стороны съ 4 и С. Треуг. будетъ 
имЪть наибольш!й перяметръ, ибо общая сфкущая, какъ принадлежа- 
лцая двумъ большииъ изъ всфхъ трехъ овружпостей, притомъ парал- 
лельная лини центровъ, есть наибольшая (см. зад. 42-ю 5 168). 

@5. Пусть (чер. 616) СШ требуемая прямая. Соедививъ (сь С, 
проведя ОЁ || и — СД и соединияъ Г) съ Е, позучимь РЕ=ОС; 
с1№д. точка Г) находится отъ Е въ разстояни ОС. Поэтому для 
рЬшен!я задачи падо, найдя точку Ё, онисать изъ нея окруж. рад. 
—00С; потомъ изъ Ди Г: провести прамыя || АВ. 

@&®. Пусть (чер 617) АСи ВО искомыя хорды. Проведя АВи 
СШ, получпыъ транещю: прове- 
дя среднюю линию ея ЕЁ, най- 
демь ЕР——1/›1. Поэтому точ- 
ка ГР находится ва овружн., 
описанной изъ Е рад.—1/, а, 
Такъ какъ хорды АВ и С, 
равны вслфдств:е равенства дугъ 

АВ и СФ, то хорды АВи СО 
находятся въ равномъ разетоя- 
щи отъ Он слд. Ележитъ на 
окруж., описанной изъ О рад. 
ОЕ. Оппсавъ эту окружн. , опре- 
дВанмъ Р; а проведя въ Ё ва- 

Е сательную къ этой овруж., вай- 
5 демь Си Ш. Задача возможна, 

если а не больше 4ОЕ. 
43. Пусть (чер. 618) АЕ и АЕ, требуемыя касательныя. Про- 

Чер. 618. 

в — р | 

Чер. 617. 

А 

А 

зеда ОРи О1ЁЕ, и продолживъ ихъ до поресфченя въ В, получимъ 
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четыреуг. РАЕ, В, въ которомъ углы Ри Е, прямые; сл$д. уг. В=— 
—180‘—4—180°—п. Треуг. АВЕ=АВЕ,, сад. ВЕ=ВЕ.. 

Но ВЕ-ОВ--ОЕ; ВЕ, 0, В-+- О, Е\; сд. ОВ ОЕ=О, В-- 
О, Е1, ит0, В ^ОВ=ОЕ— О! Е,, и вътреуг. ОО! В извЪствы ос- 
новане ОО, уг. В=180%—ю и разность двухъ остальныхъ сторонъ 
0, В ОВ,раввая разности рад1усовъ. Такой треуг. можно псстровть 
(см. зад. 53 $ 144). 

4%. Совокупность двухъ лин, проведенвыхь параллельно АВ на 
разстоян!и г отъ нея. 49. Сы. предъид. зад. 
$0. Пусть ЕЕ, общая касат. (чер. 619); тогла ОРи О.Е, перпенв- 

дчкулярвы къ ЕРЕ,; если проведенъ О, М|| ЕЕ,, то ОЕКи ОЕ, 
будуть перпевдикузарвы къ 0,1. Одна изъ точекъ лиш О.М, 
именно (.,, извфстна; чтобы опредфлить 1/, зам$тимъ, что 0. Е. ЕМ 
есть прямоуг. и ИЕ=О, Е,; сз5д. ОМ=ОЕ— МЕ,—и,. 

Чер. 619. 

ть. ----- 

Если изъ О опишемъ окруж. рад.=х—т!, то О, М будетъ къ ней 
касательная, ибо О,МГОМи 01/=,—и,. Такихъ образохъ опре- 
дЬзится точка ЛГ; а звая прямую 0,1, легко уже провести и каса- 
тельную КЁ,. Такъ какъ изъ (0, можно въ окруж. ОМ провести 
дв касательныхъ, то мы получимь 2 р5шевя. Другя два рёшевия по- 

лучатся, если изъ (О описать окруж. рад. г--г; и изъ О, провести 
къ этой окруж. дв касательныя. Всего слФд. будетъь 4 рфшешя. 

Задача ныЪетъ 4 рфшев!я, когда 00, >х- 1; 3 ршеншя, когда 00\— 
—/- 1; 2 рьшев!я, когда ОО. <г--п и>7—и1; 1 рфшеше, когда 
00.=—и1; задаза невозможна, если ОО <У— |. 
ЗЕ. Отложить въ окруж. О, хорду=а; описать изъ О; окрух., 

вагатгельную къ этой хорд$; тогда зад. приведется къ предъид. 

5%. Приводится къ зад. 50-й. 

Глава УП. 

$ 231 (стр. 179. 
Я. 67; 33... $. Паралзельна. $. 17,36; 12,4. 
Ч. 15. $. 17/5; 185; 133/+. 6. Сф. 6бд.; 84. 10 д. 

27 
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3. 13, $. №. 556 д.: 63). Э. 23.1. 
0. 51,03; 102,16 и 20, 2; 0. 864. Я. 53; 6; 63/.. 
#3. 1) 1 ф. 10 д; с:—=2 ф. 3 д.; 2) а, =11,52; 6, =15,33. 
13. 1) :08; 2) Тд. 2,3 ав. 8. 1) 47/5; 2) 2,7. 
1$. 1) 21; 2) 243/15. 

18. те. 1) 1311; $Ф.; 2) 11215; 3) 425; 4) 212. 

19. 1619.1. 15. Если АВ (чер. 620) есть зеркало, ММ№М— 
наблюдатель, —его глазъ, то 

Чер. 620. опустивъ изъ М н М перпенди- 
А вуляры на А В и отложивъ СМ,—= 

—<СМ, ВМ, = ВМ, получиьъ 
М, №, —пзображев!е наблюдате- 
ли. Это изображене наблюдатель 

ее О УВидить подъ уг. М, ОМ/, и нам- 
о меньш1й размфръ зеркала, несб- 

„Н”” ходниый для этого, будетъ КТ. 
ЕТ” Изъ подоб1я треуг. ОМ. Ми 

Хх НН] ОКТ, найдемь КГ—1/, ММ= 
2 В ^“ = ар. 2 в, Изь подобня треуг. р. д реу 

ОМ, Ми ГМ. В полузииъ Г В=/, ОМ1 ар. 1 в. 
#9. 1) а—51; 6=3918/1; 4=11%/.1; А=913/м. 

2) а—=6; р=3,34; 4=2,16; 1—2,85. 
3) а—19,465; р—19,009; 940,455; #=9.94. 

30. —2,94; ^—2,67; р—1,22; Ч=5,87. 
Чер. 621. 1. 1—593,3; а—170,06; р=76.12; =113,8. 

23. /—5,01; 4—18,12; 4=9,99; 6—13,45. 

2$. 1—40,52; 6—53,51; е—=61,23. 
21. ‹— 1200; 4—15000; 4=13824; 6=14400. 
25. Продолживь ПМ (чер. 621) до пересъче- 
ва съ гипотенузой, позучииъ Ва.» МЕС; 

МЕ_ МС х Оо-»в 

ое ВИ Во м 80“ 

Изъ подобя же треуг. ВС) и АВС сафдуетъ 

В РС с-т_ ВС 66—Вт— сп 
== ——— ; поэтому х— — 

ТЬ с а у а 

3®. Изъ урав. - с —— найдемъь а—32; потомъ опредфлимъ = 
24 

эа= —14 
—18; с—21,16... 3. Высший предфль дая 6-ЁРс есть а У2. 

5 

Изъ урав. БС 5 и 2*--с*—а3 найдемъ Иа 58 >; 
2 

= 3— $8 $ 7% 
уе 8 5—13,535; 6,465.  %%. ‚аля, 

° 

2а*— 4% вы ГИ 22“ 6% уе, гд8 4-—6—с; 5—32.835; с—09.835. 
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9. Имфемъ урав. а 5--с—5; а*—63--с%; = -. (это урав. 

изъ подоб1я треуг.). Изъ перваго урав. имфемъ $--с—5—@; возведя 
это равенство въ квадратъ и замфнивъ 62--с* черезъ а*, \ 2Ъс че- 

резъ 2ай, получимъ а?--2ай—5'—25а--а®, откуда = @ = 

5Н2Ъ-НУ 5—4 5—4 
—41, 666..; потомъ опредзл. а, 33.. ..5 

5-я 4—4) Е 

4(5--®) -: 

30. 5,5: 4,4; 3,3. З. 4/3; луз. 
32. Гьпотенуза вдвое больше даннаго катета. 
$3. Высота —!/. данной стороны. ЗА. 0,169. 
35. 5. 3$. 64,56. 
33. Треуг. АВ, АЕС (чер. 622); слфл. №: —1/з6: ЕС, от- 

куда й— - 521.941. Чер. 692. у ТЯ = 

у 
Сторона а — 1 —=- = 32,59. ' 

р ив-аль м /эЪ) 2—1: 

МО. 1) Если уг. С острый, то с*<а?--3 и 
<>а-ф, отвуда се<1,7 и>0,7; 2) если С тупой, 
то с > а2--03 и с<а-, откуда с>1,7 и<2,3; 
3) если А острый, то а*< 5?-{-с?, слфдов. с*> 
а?— 6 ис<а-;с >1,27 и <2,3; 4) при Ату- 
помъ с < 2—6? и с>а—5; < 1,27 и >0,7. 
Я. 1) с<31,9 и >3,5; 2)в>31, Эи < 45,1; 

3) с->12,5 и<45,1; 4) < 12,5 и>3,5. 
4%. 1) с< 0,527 ип>-0,204; 2) с-0,527 и< 0,718; 3) с>0,382 

и— 0.718; 4) с< 0,382 и>0,204. 
43. 1—0 — р; 19Ы—0—9?: слЖх. 248—068 — р*— 03. 
Но если уг. А острый, то а*<53--с*; поэтому 212>-4— р — д; 

а какъ а-р-Ра, то 2712 >.р-|-1--204—р*— 4*, пли № > 29; >Ур4. 

Если уг. А тушой, то #<ИрР9. 
А. Еслн уг. и острый, то отрфзки стороны @ выразятся фор- 

91 — с? 
мулами ы Сы иа— не. Если же уг. В тупой, то полу- 

1 с? (ас 
ЗИмЪ ие, АЕ. 1) 0Отрфзкн а—=0,1057 10,3593; 

отрфзки 6—0,259 и 0,386; отрфзки 0,456 и 0,09. 
2) Отрфзки а—19,9 н 36,4; отрфзки 6 — 49,35 и 7,85; отрфзки 

с = 11,5 и 39,1. 
Я$. 22,665; 19,995; 7,85. Прямая, хзаящая а поподамъ, — 

лузера ая. 
46. 1) 140; 2) 38,2. Проведя въ трег. АВС (чер. 623) вы- 

соту АД и ноложивъ ВР=т, РС=п, ОР=у, АР, взъ треуг. 

27* 
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АБР получямъ с°— 27 -- т? — Эту: а изъ треуг. АСР иифемъ 

тб с 
$—11-п?-|-2пу. Отсюда ум ти. 

Чер. 623. Чер. 624. 

В р Р С 

@8. 157/13; 2713/+. 4%. 1,3. 

А 

50. Треуг. ДВРоРЕА (чер. 624), сл%д. = В РВ—=РА.. 

511 5} 

а 
рону @; й,— высота, опущенная на сторону 0. Одно урав. есть 
2а--26—5; другое получится изъ подоб1я треуг., которые образуются, 
когда проведемъ высоты параллелограмма изъ одной вершины. 

52. — Иер а. 

$3. = Узы. 
54. 1) 68,3; 2) 296,56. 
Рищене Пусть (чер. 625) АВ=а, ВС=Ъ, Ср=е, РА=а,. 

СА—е. Для опредфленя ДВ=Ь, проведемь ВЕ и ДЕ, перпеиди- 
кулярныякъ АС, и ВН |] АС ло пересфчев!я съ продозженой )Ё; 
позожимь АР—=т!, АЕ—т.,, ВЕ, ОЕ=\Ъ.. Изъ треуг. ВОН 

получимь /[— Ув. —т-0-Н№), гдБ 1 и Й, можно вычислить 
изъ треуг. АВС, а т. и №: изъ треуг. АШ)С. 

Чер. 625. Чер. 626. 

‚тд высота, овущенная на сто- 

$5. Пусть (чер. 626) АБа, ВС=5, Ср=е, Ар—а, Вр=е, 
высота ОНЫ—/. Изъ треуг. ВОС ныфемь е?—?-+4 02—96. НС; а 
изъ треуг. ОМС, тд ОМ || АВ, получим 

‚ с 6—4) аз 

= ре 

е—2-|- с*— о ; 
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— 1? с) 
е Иа ы —— с . Тавъ же найдемь 

= аз СЕ я 
—4 

РС имфемъ 12—5*— НС?, гдЪ 

. Для опредфлежя высоты, изъ треуг. 

с*-|-(Ъ—а)*—а? | 
НО—= Е. | - с21$д. 

а - (6 — а) — а? | — 68 — Е: 
= | 26—@) | Е: 

— @+е—а-а) (6 —а— а) (ав -е--а) ыы 
в 

<1$д. й = произведен!ю дроби а н 

ЗИ (ао —а) (в—о--е--а) (а--—с—а) (-а-о--е—а). 

ЕЕ ПЬЕЫ $$. «— в и 

а/я аели) 
Е паб 

СЕНЕ СЕТЕ ТНЕТЫ 
$3. ей 2(е* — [3 — а® -{ с?) 

а—1/ ЧТЕЙЕя—а @-п-мя 
2(ег — а -т ия о 

$$. 476. $9. 60; 32. ©0. 35; 7. СЯ. 4,04; 1,56. 
©3. 24; 40; 22: 30; 44. 63. 0.85: 0,1 
©5. 55. 66. 33 сах. 3ф. ©5. 191, д. 
6%. 15; п). 69. 222 30.155. 
3. Д!ам. — 1,6; хорда=1,38 (съ тозн. 0,01). 
8%. Если къ хорд прилежитъ меньший отрфзокъ даметра, то 

зиаметръ — 054; а если больш, то мам. =48. 

‚2. 

3$. Т1аы. —963/. $ отрёзви = 5153 / п 201555 31. 6; $. 
95. 4,3. 6. 2.2. 88.5 $. 3% ОТ: 
39. 13. 50. 8, 5 н 14,45 иди 4,725 и 18,225. 
%1. 4,725. З3. 60491/, вер. 

$ 232 (стр. 175). 

Я. 5 113. 2. 5 183. $. Изъ вершины, находящейся ме- 
жду 0) и другой вершиной, провести прямую || прамой АД, дЪаящей 
‚моноламъ внфшвЙ уголь при вершинЪ. 

&. Отъвершиюы А по АС отложить АЕ = АВ; соединить В съ Е. 
$. Еоли калеты 6, с, гипотенуза @, отрфзки ея т и п, то по 

$ 202 ихфемь 28 —ат, с*—апт, изи а6*—ат. 
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©. Изъ данной пропорщши слфхдуеть подобе треугозьниковъ, на 
которые высота разд$ляетъь ханный треуг.; & отсюда выведемъ, что- 
въ лавномъ треуг. уголъ, изъ котораго выходить высота, равенъ 
сумм остальныхь угловъ. 

93. Данный треуг. со треуг., образуемому высотой, средней пропор- 
щональной и прилежащимъь къ ней отр$звомъ. $. 5 182. 

9. АВЛ с аф4 (чер. 
Чер. 627. 627); ВЕСосо Вес; слфд. 

АВ __ Ар В И — 

6 аа ; № _ , 

поэтому АВ _85 
ав `` 

[97 

ЗФ. Подобно предыдущей. 
ыы ‚ Я. Первое можно лока- 
о Е | т с зать изъ похоб1я треуг. ЕОВ` 

и ДОС; прочя соотвошензя 
изъ подоб1я хругихъ, образовавшихся на чертеж, треуг. 

Я. На основан! предыд. теоремы. Я$. $ 174 и 175. 
ЯЯ. $ 182. 45. $ 188. &$. $ 182. 
#3. Въ треуг. ДЕР провести изъ Е прямую РС къ сторон ДЕ 

или къ ея продолжевю такъ, чтобы РС — ЕЕ. 
ь т 

Я%. Гипот.—@; катеты би с; высота р; ==; $2--с2—а9; 

ь ъ 
==} фе—арв; сад. 93-26 аа 2ай, а 6-е <а-. 

#9. На основ. подоб1я треуг. №0. На основ. подоб1л треуг, 

а ©. ВОЕГо КОЁЕ(чер. 628), 
ер. 628. вк _ во 

сад. кЕ= =орАЕС®АКЕ, 

у ̀ слфдовательно ОО з ый КЕ АЁ’ 
АВСолАШЕ, поэтому ще = 

ве ; ВОСо ОЕ, слд. РЕ, 
во В0_ АС 
ОЕ Е рр; иозтому 1 ОЕ- АЕ 

ВЕ ЕС 
и са$х. та КЕ! ВЕ—=РЕС. 

Ж%. На основан!и предыл. теоремы. 
33. Соединивь Ки Д (чер. 629), получимь ЕЛ || АВ н=!/.АВ; 

Во _ А АО __ 
треуг. АОВсо РОД, сл$д. 50=оР=тБ 

—=!:АД; ОР-!.ВЕ. 
Ааа _ С 

24. | — р, откзжа ОН-НЕ (чер. 630). 

— 2; поэтому О)— 
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ФУ. На освован!н похоб1я треуг. 
$$. Изь Р провести параллези къ сторонамъ параллелограмма. 

Чер. 62. Чер. 630. 

$8. АН) ВНЕ; АНБВс СНЕ, сд. ВН=НЕ-СИ. 

$9. На основан!и похоб!я треуг. 
30. $ 182. ЗА. $ 173. $2. На основан!н подоб:я треуг. 
$3. На основав:и $ 182 можно доказать подоб1е треуг., изъ ко- 

торыхтъ одивъ образуется, когда ароведемъ д!атональ: а лругой, когда 
изъ вершины меньшаго основав!я проведемъ прямую || непараллельной 
стороиЪ трапеции. ЗА. Пусть АВО данный треуг:; ЛД средн- 
на ВО; АЕ! ВС. Такъ какъ АВз—АТ*- Вр—2ВР.ШРЕи 
А С3—А1-- С0з+{-2СО.ШЕ, то АС*—АВЗ—2ВС.ПЕ. 

$5. Пусть (чер. 631) АВС давный треуг., АГ— прямая, дфая- 
щая пополамъ уг. А: пусть еще уг. С > уг. В. 
Построимъ уг. АВЕ уг. АДС; тогда треуг. 

АВЕсоАОС, слд. АВ 

Чер. 631. 

АВ. АС=АШ. АЕ=АО(АО-- ОЕ= 
—=Ар+-АФ.ОЕ. Но АДСоВШЕ, сад. 
Ар.РЕ=ВО.РС;АВ.АС=АТ-- В.Л С. 

3$. по предыд. теоремф 6е—=1--ОВ.ОС В< 
ХВ _0с_ОВ-+ОС_ а 

(чер. 631); но Е = ме ы 

Опредфливь отсюда ДВ и ШС и вставивъ въ Е 
предыдущее равенство, получимъ требуемую формулу. 

393. Проведя (чер. 325) С@||_Е, получниъ от.“ ; 
к . АЕ АШ’ 

а а 20 = Па; ПРопорщи эти надо перемножить. 

$8. Пусть (чер. 632) АВ, ВС Чер. 632. 
д8Ъ послфдовательныя стороны мвогоуг. 

Р; 4, В; и В.С, сходствевныя ныъ В.—-—.-—— ВО 
сторопы многоуг. Р,; О— точка встр$- К \ т. 

чи прамыхъь АД; и ВВ\. Такъ какъ | \ Е 
АВ ВО и 

Аов АО В,, ЕЕ рай со 1, то А, В, В.0’ с е 

откуда ВЕ и 
АВ =3в0- А” 

Есзн точку пересфченя прямызъ ВВ; п СС, озназимь 0, то 
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ВСВ, С, _ВВ, Во 48, - ВО ра АВ—А, В, _ВС-В,С, 
ВС 0. А.В, В,С ИБ ВО" 

саЪд. т - `; поэтому О и О, совпадаютъ. 
во 80, ь 

39. Е С съ А исъ центромъь О, получимъ два подоб- 
ср_ АВ 

выхт равнобедр. треуг. АСВ и СОХО; слфлд. <0=св: 

ФО. Пусть (чер. 633) АВ т АС и ДЕ лдмаметръ. Проведемъ 
ЕВ_ВМ о 

ВМ АС; АЕСЗо ВЕМ, сад. —— та ча: "© ВМ-=С4, ибо 

ЕВ СС 
треуг. ВОМ=СОС, сад. тА=ЯС. 

Я. Проведя (чер. 634) АК 1 ВС. изъ треуг. АВЕ и АСЕ по- 
лучиыъ АА ВЕТОВЕ. КЕ; 

А (3—1 Е-|- СЕ?—2СЕ. КЕ. Но АВ=АС, сад. 2АВ*— 
—2АЕ*-- ВЕ*-|-СЕ:—2КЕ (СЕ-ВЕ.). Тавъ какъ 

Чер. 634. 
Чер. 633. 

2КЕ—=СЕ-ВЕ, то 2АВ—2АЕ- ВЕ*+- СЕ*-—(СЕ-ВЕ)*—= 
—2АЕ*--2ВЕ.СЕ. Но ВЕ.СЕ=РЕЕ. ЕО, 

сл$я. А Е?— АВ? РЕ. ЕР. 
43. $ 218. 4. Составить изъ данной пропорщи новую, 

взявъ за предъизун!е члены суммы члевовъ кэждаго отпошен!я, 

5. Подобно предъид. теорзиЪ. 
&6. Проведемь (чер. 635) черезъ В, Ш), С окруж. Если она пе- 

Чер. 635. ресфчеть АС въ Г, то АВ. А)=АС.АЕ 
и АВ. Ар—АС. АЕ; слёд. АЕР=АЕ. 

48. Провести изъ О, дламетръ во второмъ 
круг и соединить его конечную точку Ё съ 
точкой А хорды О, А; тогда, означивъ черезъ 
Е точку пересфченя эгого д1аметра съ об- 

щей хордой, нолучимъ треуг. О, АЁс 0 ЕВ; 
затфиъ, проведя въ первомъ кругф радуеъ 0,0), 
надо воспользоваться $ 217. 
4%. 5 182. 49. Проведя въ точки 

касан1я дламетры н соедививъ ихь конечных 
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точки между собою, найдемъ, что эти лини проходять черезъ точку 
касан1я. На основан!и этого докажемъ подобе треуг., образующихся 
при такомъ построении и имфющлхъ касательную общамъ освованемъ. 

$0. Пусть (чер. 636) АВ! СШ. Сдёлавъ указачныя на чер. по- 
<троен!я, имфемь А Е?*--ДЕ?-- ВЕз-- СЕ* Чер. 636. 
—А0*--ВС3. Но АД--ВС—180%, слфд. 
ВС=АЕ и АЕ*--)Е*-- ВЕ*-- СЕ— 
—=А0-- АЕ—ПЕ*, 
5. Прямая || АВ п дЪлящая разстоян!е 

М оть АВ въ отн. т: я. 
52. Прамая || АВ и хБаящая разстоя- 

не между АВи СДО въ отн. т: п. 
$$. Пусть ВАС (чер. 637) давный 

уголъ; )Е— прямая, раздфленная въ Ётакъ, 
что ДЕ: РЕ—т:п, н лия АЕ перес$- 
ваетъь СН въ К. Такъ какь (АКсо АЕ, 

КН _ АК 
о РЕАА ;а изъ подобя АКН и АЕЕ имфемъ ТРЕЕ} 

6х. ВЕ _ЕН Од Ем 
ЕЕ и. 

Чер. 637. 

$. Нало соединить точку Р (чер 638) съ центромъ О; раздф- 
лить РО въ М вь отн. т:п; затфмь, проведя произвольную пря- 
мую ОД п соединивь точки Ри А, провести изъ М прямую ММ || 
ОА до пересфченя съ РА; окруж., описанная изъ № рамус. ММ, 
будегь требуемое геометр. мБсто. Дфйствительно, проведенъ къ окруж. 
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О прямую РВ, соединныъ В съ центромъ О и изъ центра М най- 
денной окруж. проведемъ МК || ОВ хо пересъчен!я съ РВ; тогда 
РК:КВ—=РМ: МО—т: м; т. е. К дёлэть РВ въ отв. т.п. Съ 
другой ^тороны, изъ подобя РОВ и РМК им%емь МК: ОВ— 
—РМ:РО. Но по построевю ММ№:О.А=РМ : РО, слёд. МК: ОВ= 
— ММ: ОА, откуда ИМК—=ММ. 

$$. Прамая, соединяющая А съ точкой, разстоян!я которой отъ 
АВи АС выражаются числами т и п. Ж®©. Если (чер. 639) 

Чер. 639. А Вз-- АС*—\, то соединивь А съ сре- 
уе диной Л) стороны ВС, получимъ по $ 215 му: 

перемфщаться тавъ, что А Вз-|- АС? будетъ 
В вВСегла равно постоянной величин% а, то АД 

| Ь будетъ имфть одну и туже величину и слВх. 

А будетъ всегда лежать на окруж., описанной изъ 0) рад1усомъ 

Е еаНЫ 
ФА — о" — В0®. 

$3. Если (чер. 639) 4С3—АВ*—1®, то соединивъ А съ сре- 
диной 1) прямой ВС и проведя АЕ| ВС, по теорем 34-й 6 232 
получимь 4 (03— А В>—2ВС.ГЕ. Слфд. если А будетъ перемз- 
щаться такъ, что постоянно А (*— АВ? будетъ =, то постоянно и 
2ВС. РЕ—ЁЯ; т. е. ДЕ будетъ величина постоянная н сяфд. А 
будетъ все время оставаться на прямой АЕ. Изъ предъидущаго ра- 

ух 

2ВС` 

$8. Окруж., концентрическая съ данной и имфющая рад.]/ т? У, 
гд6 ’—радусь данной окружвости. 

$. 233 (стр. 180). 
Я. Если ти п числа, притомъ цфлыя, то раздфалить на т- п рав- 

ныхъ частей; если же т и » прамыя лини, то провести прамую изъ 
А отложить на ней АМ—т, МИМ—=п; соединить № съ В, изъ М 
провести параллель къ №В. 

®. Похобно 1-й. 3.58217. 4. $ 217. 
$. Пусть (чер. 640) АС*+-ВС—тз. Проведя СО АВ, отяо- 

живь С)=СА и соедививъ ) съ Ви А, получимчь О ВЫ—т, ибо 

О С*-- В С*—=АС*-- В С*— т, и ВАО 45°. 

АВ*--А С—2А 13-2 ВД», или по уелов!ю 
” 24А1?--2 В)з—{?. Сафх. если А будет 

С 

венства найдемъ )Е— 

Чер. 640. Для рфшен!я задачи надо построить уг. ВАД 
р —1/.4; изъ В рад.=т описать дугу; изъ точ- 
р кн Г) пересфченя этой дуги съ АД провести 

о р М ОСТАВ. Рушев!й два. 
о ро ©. Если АС:—СВ—т?, то 

В с (АССВ). (4А6-СВЬ—та, вая и 

= я 08; т. е. зад. приводится въ отыскан!ю 3-й пропорщональпой. 
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3. Си. 6 223 и зад. 46 $ 130. 
&% и 9. Приводятся къ нахожден!ю третьей пропорщональной. 

ВС АС ВСАС 404® АВ 
#0. Если ч6=^`т Во = чб б= 

_ АС-|т ь АВ--АС--т_ АВ ыы АВ+АС+т АВ 
40 5 ВОЕа0 ВО’ АВ Вс- 

а (2АВ--т)—ВС _ АВ 
Но А0=АВ-—ВС, сафд. акт. =5 0: Отсюда видно, 

что мы найдемъ ВС, если раздфлимъ лин!ю 2АВ--т на такя дв® 

части, чтобы АВ была между ними средней пропорщональной (ем. 
зад. 3 & 233). | 

ИЯ. Приводится къ зад. 3 Я. Приводнтся въ зад, 7. 
#3 и #4. Сы. теор. 5 5 232. 
#5. Приводится къ зад. 13 н 2. 
&6. Приводится къ зад. 14 и 2. 
#3. 1) Нало нзъ М (чер. 641) провести МК || ВА; раздфзить. 

КА на т раввыхъ частей и отложить АТ, содержащую ® такихъ 
Г.К 

частей (полагая 7 > п); провести прямую МГМ; МГ 
’ МГ АБ 

РЕ. М-Н МГ _т 
ее . 2) Р+ш. подобно предънх. 

#5. 1) Взлвъ на одной изъ сторонъ угла произвольный отр$зокъ. 
АС, отложить на другой сторонф такой отрфзокъ АВ, чтобы 
АВ: АС—т:п: изъ М провести прамую || ВС. 

2) Изъ С (см. предъид. случай) описать дугу рад1усомъ, раввымъ 
АВ. Два рьшевя. 
29. Раздьлить ЕС’ въ отношении 7:7 и точку хЪлен!я соединить съ М. 

Чер. 641. Чер. 642. 

д 
М 

29. Если примемь АВ за ббльшую сторону, то другая сторона 
будетъ средней пропорщон. между АВ н 1/, АВ. Если же АВ 6у- 
детъ мевьшая сторона (чер. 642), то АВ: АС—=АК:АВ; АВ: АС:—= 
—1/. АС:АВ=АС:3 АВ); т. е. другая сторона есть сред. про. меж- 
ду АВ и 2АВ. 
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ЖИ. Пусть (чер. 643) АВ требуемая хордаи МВ: МА—т.ь. Сое- 
жинивь Ми А съ цевтромъь О и проведя ВС|| АО, изъ подобя 

Чер. 643. Чер. 614. 

МСВи МАО найдемь СМ: МО=МВ: МА—т:п; слфд. точка С 
опрекфзится. Кром того СВ: АО—=МВ:МА—т:т, саъд. и хана 
«СВ опредфлится. Для рфшен!я задачи останется изъ С радусомь СВ 
описать окружность. Рфшев!Й два. 

Ж?. 1) Провести АВ (зер. 644), отложить ВИ—=АМ=АБВ; сое- 
РОВ 

вм вы 
динить Ми М съ центромъ; СЛ искомая хорда, ибо 

===; ед. СОК=КГ=ЕЬД. 

2) Р&ш. подобно предъих. 
%3. Пусть АВ (чер. 645) требуемая хорда: МР| АВ; М.Р! 

АВ, такъ что МР:М,Р,—=т:т. Продолжизь АВ и МЛИ до пере- 
сфченя въ Г, получимъь Г М:Г,.М,—=МР: М. Р—т:т и слёд. ММ, : 
ЗЕМ =(т—п):п. Построивъ Г/ЛИ1, сведемъ зад. къ зад. 44 6 130. 

Чер. 645. Чер. 646. 

ЗА. Пусть (чер. 646) СЛ требуемая хорда, т. е. уг. СЕВ=а 
СЕ т 

у: Ев: Проведемь АЕ|]| СЛ и продозжимъ ее до пересфченя 

въ Ки Г съ радусами ОС и ОФ, проведевными въ конечныя точ- 
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ки хорды СШ; тогда изъ подоб:я треуг. выведемъ, Е 

т ТА—АК_п—т ри АЕ т—т 

ак. =. АК т 
бедревный, какъ подобный треуг. СОГ. Такъ вакъ АЕ дана (хор- 
да, проведеннал изъ конца д1аметра подъ уг. а), то можно постро-. 
ить АК; а имфа АК, легко рфшить задачу. 

25. Проведя (чер. 647) двЪ произвольныя паралзели Си Е.С, 
пересфкающия ВСи ДЕ, соединимь А съ Ри С; а изъ Е, иС, 
проведемъ Е А, || ГА и С,4А, || СА; точка А; пересфчен!я ливй 
Е А! и С.А, будеть находиться на требуемой ливии. 

Чер. 647. Чер. 643. 

‚ ибо треуг. ОГК равно-- 

в аъ Р 

2$. Пусть (чер. 648) ММ№РО требуемый квадратъ. Проведя вы-- 
Ар _Ас 

соту АД, изъ подобйя АДС и МРС получимъ =— УР=МО- Проведа, 

АЕ|| ВС и продолживъ ее до пересфчен!я съ ВМ, изъ похоб1я 
_ВА ВА _дСс АЕР_ АР 

ВАЕРи ВММ получимъ —— их=вм` Но ви=ах сад. Их 

= откуда АЕ=АД. 

3. Задача приводится къ вписыван!ю прямоугольника, отвошензе 
сторонъ котораго—отношев1ю сторонъ прямоуг. СНКГ,, и р+шает- 
сз подобно предъидушей. 

25. Опишемъ (чер. 650) на сторов$ ОЕ дугу, вифщающую уг- 
САР (чер. 649), который данъ; а на сторовё ЕР дугу, вмфщаю- 

Чер. 649. Чер. 650. 

С 
й 

и 
т \ 5 

ий 
у’ $ 
и 

А у В 

пую уг. ВАР, тоже ханный. Эти дуги перес$кутся въ Ри О. Про- 
веденъ О), ОЕ, ОЕ и возьмемъ на АСи АВ (чер. 649) таке 
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ор _ ОЕ | ОЕ _ ОЕ 

АМ АР"АМ АР ; 
будуть искомыя вершины. $9. Р+ш. подобно предых. 

30. Третья вершина треуг. холжна находиться на дуг, описан- 
ной на д и выщающей уг. В, и на лини, дЪзащей пополамъ уг. В 
при вершин; а эту лин!ю опредфлимъ, зная, что она должна дфлить 

<основан:е въ отношен!и 9:7 и проходить чрезъ средину дуги, соот- 
вЪтствующей уг. В при вертииЪ. 

ЗЯ. Пусть (чер. 651) АВМ общая касательная; Он О, центры; 

фразетояня АМ и АМ, чтобы ——- Ми! 

Чер. 651. 

ОМ _ 40 00, _40—0,В 
о,М—=о,В изи ди аЕ- . Построивъ 0,1, опредзлимъ 

точку М; потомъ изь М проведемъ къ кругу 0, касательную. 
32. Точку касаня опредфлимъ по $ 223; свкущей будетъь хина, 

проходящая черезъ Аи В. 
33. Пусть Е (чер. 652) будетъ точка касан!я требуемой окр. О 

<ъ окр. С; а Е—точка, въ которой общая касательная вотрЪфтить 

Чер. 652. сЪкущую АВ. Если проведемъ изъ 
Е къ ланвой окр. с$кущую ЁР@Д, 
то ЕЕР—РА.ЕВ= ЕС. ЕО; 
слЪх. точки А, В, О), С лежать 
на одной окруж. Имфя эту окруж., 
можно опредЪлить общую касатель- 
ную РЁ, а слфд. и точку касания 
нскомой окруж. къ данной окр. С. 
Поэтому для рфшен!я задачи надо: 
1) описать произвольную оквружн., 
такъ чтобы она прошла зерезъь А 
и В; эта окружн. пересфчетъ дан- 
ную окружн. въ Си Д; 2) про- 
вести ВА и ШС и продолжить 
ихъ до пересфчен1я въ ЕР; 3) изь 

Г провести къ окружи. С касательныя РЕ и т 4) провести 
окружн. черезъь 4, Ви Е или черезь А, Ви 

34. Центръ требуемой окруж. долженъ СЯ на лини СД, 
дВазщей пояоламъ угодъ между ММ№ин РО, если эти лин перес%- 
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<саются, или параллельной ММ и РО и находящейся отъ вихъ въ 
равныхъ разстоян!хъ, если М || РО. Проведя АЕ] СЛ и продол- 
живъ АЕ по другую сторону СО на ЕА, —ЕА, получимъ точку А, 
также лежащую на требуемой окружн. Для рфшен!я задачи надо про- 
вести черезь А и А, окружн., васательную къ РО. 

$$. Пусть М, Р, Е (чер. 653) будуть течки касан!я искомой 
окружн. О съ данными прямыми Чер. 653. 
АВ и АС и данной окружн. Г. - 
Проведемь ОМ, ОР, ОП; изъ 
О опишемъ окружн., которая 
ироходила бы черезъ центръ Г 
данпой окружн.; она пересфчетъ 

прододженные радзусы О№и ОР 
зь Ми, такъ что ИМ—=РО= 
—1В. Поэтому, если проведемъ 
къ АВи АС параллели А. В, 
и 4,С; на разстояни ГА, то 
он будуть касательными къ 
окружн., которой центрь О, а 
рад. ОГ. Итакъ дла рьшенвия за- 
дачи, вадо къ лишлмь АВи 
АС провести параллели А, В, и 
АС: ва разстояв1и рад. 1В 
данной окружн.; затВиъ построить 
окружн. ОГ, касательную въ пря- А 
мымь А, В; и А, С и проходя- ь 
щую черезъ 1. Цецтръ этой окружн. будетъь центромъ искомой окруж., 
ц рад. послфдней будетъь ОВ. 
ЗФ. Пусть (чер. 654) О искомая, В и С данныя окруж. Про- 

ведн ВС н линю ДЕ черезъ точки касан!я и продолжнвъ эти двф 
лиши до пересфчен:я въ №, а также соединивъ О съ Ви С, полу- 

чимь ЕВГ ЕСО, ибо ВГ,|| СШ (тавъ какъ уг. ВГЕ=ВЕГ= 
ЕВ _ ВГ 

—ОЕШ= ОрЕ=СЬЕ), сл. = ср . Отсюда видно, что точ- 

ву Р можно опредфанть. Такъ какъ ВГ, || СО, тов НГ, || К, Л (ибо 
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въ равиобелр. треут. /ВН и К,СДО углы при вершанахъ по парал- 
лельвости Ви СШ равны); поэтому РЁ. ЕК: —РН. ЕР. 

Кром того, по свойству сфкущихь, РН. ЕН!=ЕГ. РЕ. Пере- 
ивоживъ два послЪдиихь равенства, получимъ ЁК,. ЕН!—=ЕЛ. ЕЕ; 
слфд. Н,, К:. Ди Е аежатъ на одной окружя. Соедавивъ данную: 
точку А съ Е, позучеамъь РО. ГЕ=РЕС. ГА и сад. ЕС. КА 
—РК.. ЕН, т.е. А, 4, К: и Н, тавже лежать на одной окруж- 
ности. Такъ вакъ точку Е'’мы можемъ опредфлить, то проведя окружн. 
черезъ А, Ни К, и соединивъ А съ Р, опредфзимъ другую точку 
С: искомой окружн.; тогда задача сведется къ построено окружн., 
проходящей черезъ давныя точки А и С и казательной къ одному 

изъ давныхъ круговъ (см. зах. 33 $ 233). 
33. Пусть (чер. 655) искомая окружн. О касается окружв. Г 

въ ), а прамой ВСЫ—въ Чер. 655. 
Е. Провехемъ лив!ю цент- 

ровъ ОШГ и соединимъ О 
съ Е. Проведа ЕТКН! 
ВС ипроведя хорды ОЕ, 
УЕ н КУ, вь равнобедр. 
треуг. ЕО и ДОЕ ио- 
лучныь уг. ЕОО=РЕТО 
(вбо ЕН || ОЕ) и са%д. 
уг. ОБЕ=РОГ и ЕДЕ 
прямая; треуг. ЕОКсо 
ГЕН, сах. ЕО. ЕЕ 
— РК. ЕН. Соединивъ Ё 
съ данной точкой А, полу- 
чимъ РО. РА—ЕО.ЕЕи } 
с1% д. ЕС. РАЕРК.ЕН. В рь =” ый 
Поэтому А, 4, Ки Нае- Е Н 
жатъ на одной окружн., имы вайдемъ точку (7 искомой окружн., проведя 
окружн. черезъ А, Ни А; тогда задача сведется къ зад. 32 6 233. 

$8. Возьмемъ случай вибшняго касав!я; пусть иском. окруж. бу- 
деть 0 (чер. 656). Опишемъ изъ центра О овружн. такъ, чтобы 
она проходнда черезъ цевтръ А меньшей изъ двухь данныхъ окружн. ; 
она коснется окружн., описанной изъ В радусомъ ВЕДЬ, а 
также и прямой Р,©, || РО и находящейся оть РО ва разстоян!и 
т. Слфд. окруж. ОА можно построить по зад. 37 $233; а потомъ по- 
стронмъ искомую окружн. 
$9. Пусть (чер. 657) искомая окружн. О касается къ даннымъ 

въ М, М, Р. Опишемъ изъ О окружн. такъ, чтобы она проходила 
черезь центрь „А меньшей изъ давныхъ окружн.; эта окружн. 0.4 
коснется окружн., описанной изъ В рад. ВО—и,— 1, и окружа., 
описанной пзъ С рад. СЕ=з:—7:. Окружн. ОА можно построить; 
а тогда можно построить и требуемую. 
@О. Черезь А и В проводимъ произвольную окружн.; она пере- 

Сфчетъ данную напр. вв Ен @; хорды АВи ЕС продозжимъ до 
пересфченя въ Г; изъ Г проведемъ къ данному кругу С сЪкущую 
ТОРЕ. часть которой ОЕ ввутри круга быза бы равва а (зад. 44 
5 130). Точки О и Е лежать на искомой окружн. 
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@Я. Руш. подобно предъид. 
4%. Пусть С (чер. 658) требуемая точка. Проведя дам. СГ) и 

СЕ! АВ, позучииь АСОосоСВЕ, откуда АС.СВ=СЕ. СО=ря; 
слфд. разстояв!е искомой точки С’ отъ хорды АВ есть третья про- 
поршон. къ дмаметру круга и давной прямой р. 

Чер. 656. Чер 657. 

43. Пусть АВС (чер. 659) требуемый треуг. Продолживъ вы- 
соту СЛ и сдлавь СЕ—а, получимъ ДЕ=АВ и с41. ОВ= 
1, ДЕ. Проведя ЕВ и продозживъ ее до пересфчез:я въ К съ каса- 
тельной СЕ къ кругу О вь точкВ С, получимь СЕР ДЕБ, сад. 
СЕ _ФВ 
СЕЕТЕ’ " ®- СЕ=!. СЕ: а. Отсюда легко вывести спо- 

собъ построеня. Рфшен!Й два или одно или ни одного. Задача воз- 

можна, когда перпендикуляръ, опущенный изъ О ва ЕЁ, меньше ра- 

Чер. 658. Чер. 659 

т, 

Е 
х1уса круга или — ему. Положнвъ этотъ перпевдикулярь—1, изъ по- 
доб1я тр—ковъ получимъ пропорщо х: СЕ=ОЕ: ЕЁ; вю ЕЕ— 

23 
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-— ат а—#. 
— ла ИБ, с4д а а а зад. возможна, и — т или 

[ 5 

—^или если а <г (-РИ5 ) эли а==и(1 +5). 
48. Пусть С (чер. 560) искомая точка. Прохолжимъ АС на (В—= 

—В 0; тогда АД=$, и О 
лежнтъь на окружн., опи- 
санной изъ А рад!усомъ $5. 

а Если проведемь Ва |1 ММ 
м ни продолжимь ВСваА@Н 

—=ВС, то СН=ОВ, и С 
есть центръ окружни., про- 
ходащей черезъ В, Нид. 

о 1 Х ы Кромф того окруж., они- 
М- я `“  санная изъ А рад. 5, н 

Чер. 660. 

окружи. С касаются въ 
Ш. Такъ какъ окружн. 
АД можно описать, В да- 
на, а Ы можно найти, то 

у зад. сводится на зад. 33 

и" $ 233. 
4$. Ръш. подобно 

прелтидущей. 

46. Пусть МРМ (чер. 661) требуемый треуг. Черезъ тазу, взя- 
тую ва окружч., проведемь СЫ || КЕ и С. || РС; уг. Нд ==уг. Р ис- 
комаго треуг.; хорды №№ и НУ равны; слфд. чтобы пайти ММ, 
надо въ данномъ круг построить хорду—= НУ и|| АВ. 

48. Зал. приводится къ построен!ю хорды, равной данной прямой 
и проходащей черезъ дачную точку. 
$. Пусть (чер. 662) искомый путь будеть АВСА. По закову 

Чер. 661. Чер. 662. 

отражешя, радусы ОВи ОС разллагь уг. АВО ин АСВ попо- 
ламъ. Но треуг. ОБС равнобедр., сдфд. 1г. АВОС=АСВ и треуг. 
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АВС тоже равнобедр.; а потому даметрь ЕР, проходяш! че резъ 
вершины О и А этихъ треуг. будетв 1 ВС. Продолжныь ВО до 
пересфчен!я въ С съ АС: ЕЁ и опишемъ изъ А рак. АО ок ружн. 
ОНГ,. Треуг. АВС и АОН будутъ равнобедр. (ибо уг. 4-= ОВС 
какъ перекрестные), слЗх. @Н=—ОВ; во @Н—=0О4— ОН; поэтому 
разность отр$зковъ ОС и ОН пфедетавить ражусъ даннаго круга. 
Съ другой сторовы, проведя Г.Н, получимъ прямоуг. треуг. 2 НОсо 

НО _ ОГ _20А р х 
САО; слёд. бА=ба=`о0б: ила ОН. Од—2ОА#*, тд ОА 

есть разстоян!е данной точки А отъ центра даннаго круга. Найдя 

тавую линю 7, чтобы 71—20 А0*%, можно построить ОС и ОН. 
Для рЪшевя зад. проведемь АС | ЕЁ, опишемъь изъ 0 окруж. 
рад. ОС, соедвнимъ Ось (, отложниъ ОН, изъ А проведемь АСН 
ит. д. 
49. Пусть ММР (чер. 663) требуемый треуг. Проведемъ №Е || 

АВ и соединимь Ен М хор- Чер. 663. 
дой ЕМ. Пусть Е будетъ точ- Ь 
ка, глф продолжен!е прямой ЕМ с а 
встрфтить АВ. Если эта точка Р 
будетъ изв$стна, то задачу лег- 

ко рЬшить; дфйствительно, уг- 
ЕММ=углу между АВп С) 
и сдфд. хорда ЕМ будетъ опре- 
двлена по величинв; а точка № 
поможетъ опредфлить ея поло- 
жене; зная же хорду ЕМ и 
сл$д. точку М, построимъ итре- 
буемый треуг. Чтобы опредФлуть 7 
Е, замфтимъ, что уг. МЕМЫ 
МЕА какъ перекрестные, & уг. 
МЕМ=Р какъ оппраюпиеся на В 
дугу ММ; слъд. уг. Р=уг. МЕА п треуг. РАВсо МАЕ; поэтому 
АМ. АР—АРЕ. АВ. Проведя произвольную сфкушую АСН, б6у- 
демъ имфть А(7. АН=АКГ. АВ (ибо АС. АН=АМ. АР), и АЕ 
мы опредфлимъ какъ четвертую пропорц. къ Аа, АНи АВ. На 
основан!и послёдняго равенства заключаемъ, что @, Н, В, Е 4е- 
жатъ на одной окружности; с4$д. ЕР можно опредЪлить, проведя ов- 

ружность черезъ (7, Ни В, изъ которыхъ В дача, а а и Н ае- 
жать ва произвольной сфкущей, проведенной изъ А. 

50. Пусть (чер. 664) ММР требуемый треуг. Проведя М№Е || 
ВА и хору ЕМЕ, которая пересфчеть АВ въ Е, иприведемъ за- 
дачу къ опред$леню точки Ё; точка же Ё опредфлится такъ же, 

какъ и въ предъид. зал. Затфмь, вписавъ вь кругъ треуг. ЕММ, у 
котораго двЪ стороны {Ми ЕМ проходятъ черезъь Си Ё, а третья ЕМ 
параллельна АВ, легко рёшимъ и данную задачу. 
$. Пусть (чер. 665) АС:ВС=ВС:АВ. Проведя изъ А каса- 

тельную АД, получинъ АС: АД=АШ:АВ, сльд. ВОС—АД. 

23* 

Е 
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$ 234 (стр. 183). 

Я. Разстолн!е параллелей отъ сторонъ прамоуг.=!1!,(а--6— р), 

тд аи ® суть сторовы давнаго прамоуг. 

9. АВ—а, АС, АХ—=—=Уа6. 

Чер. 664. Чер. 665. 

Р 

В 
А а 

Г 

3$. 46—а, А0-—, АХ=д— а 

В 

а ео Я 
$ а Е ХУ 67 АУ+Х 6 ай = ВС (чер. 667); Зевс = ЯВ; полагая 

Вс 
АХ —_^. Х—= т, найдемъ ея. Е 

Чер. 666. Чер. 667. 

А 

В В с 

В— дс’ АВГАС АВ’ е+ь с” :. ВХ о Е арб Е 

= + (зер. 667); —— Е тд$ 2—ВХ. 

©. На чер. 667-мъ —— 
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$. ВХ—— ты, Э. ХУ—АВ. АХ (чер. 661); АХ= 

р 
$5 хи 5; ХУ 

#0. ^У—= — (см. зад. 9). 

а. АХ— = +9) г а—АС, 5—СО, с—=ОВ. 

ее) т: ни — #3. АХ а › 29% = АС. +—СР, е=РВ. 

#3. АХ" ие ы =. р 
{2 

24. Е НИ 2 
2 а--26--с° 

#5. Проведя въ треуг. АВС (чер. 668) прямую АМ + ВС, полу- 
Хх х В _ 4 с _@ 

чимъ треуг. АВМо АСХ, сл$д. ди= ха *" ху=ха' пода- 

г В АМ ХЕ Хр _хХЕ 
гая 4 Х—г. Треуг. АМ Сс АХЕ, сл%д. —6= —х"" Е! 

2% 
Раздфливъ одну пропорщю на другую, найдемъ уя= ха хЕ: 

Но по условю ХОз=ХС.ХЕ, саёд. хе. 

Чер. 665. Чер. 669. 

#6. По услов!ю задачи (чер. 668) Хб*=ХЕ. ХР; АВ» 
‹ ур ВСНХ ль с Ч . 

АСХ, слЬд. АВ АХ о"ВУАа АМ=Хр= —. Изь подобя 

АМ ХЕ АХ.ХО. 
АМСиАХЕ пывемь т = Ях', откуда М Е—= ; поэтому 

сх) с. Хр. ХР.АХ, 
[Я 

ХО. ХЕ = 06%, наи Ха=— р ;а Ха—= 

<а$д. м але вли д -. 
с 6 Ь 



— 438 — 

#3. Означивь черезъь @ т проведевную изъ А, най- 

7. 
АХ _КХ ВХ _ХГ АХ 40 

хемъ внфша!Й отрфзокъ сфкущей—2— —— 

#3. АВ=оОВ (чер. 669); УВ=ЯОд; с1%х. Вх= ов ** 

— —. , откуда гдф а сторона, еи{ д1агонали ромба р Е. Е” х $ , дзаг те : 

Е 
#9. Изъ урав. 11—(1/.у)3— 1% и — —— найдемъ х—— 

. и Уна 
Ш 

Ума. 

Фо. Оонознь-— ЕРИВ аа -№. ; сторона—ры— о, 

З1. Катетъ = 9 въ первомъ случа} и ео (—4) 

во второмъ случаз. 

Ф%. ВХ--5— м, тдЪ г рад. даннаго круга. 

23. ВХ—— = —®, гдф у рад. даннаго круга. 

ФА. Если половина прямой ММ, равва а, разстоян!е искомой 
5% 

точки отъ средины М/Л[;-=х, то х— с — а®. 

$. Пусть АВ—СЛ (чер. 670); провея ОР! АВи 0.1 
СР и положивъ ОМ=а, О,М=а, ОЕ=—=х, 0,С=У9, изь 

подобйя ОКМ и О. СМ тозучимъ У . Проведя радусы ОВ—" 

и О.О=г:, полузимъ 2—7 —(1/, АВ); уз—7*—(1/.СГ))1, и слЪд. 

1%—у— 7 —,1. Изъ этого урав. и урав. ® — < найдем 2— 

ИЕ. | — Уй—аь 

Чер. .670 
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26. Пусть (чер. 671) ХУ. АВ; ОУ=х; ОМ=ОМ,—а; ОХ=и; 
по услов1ю ;— МХ. М; Х; в изъ треуг. Чер. 671. 
МОХ и М,ОХ вайдемъ 
М Х*— аа --2ах; М, Х*—а?--”*— 

—2ах, слвх. 13-—У (а® -Н И (аз -|- г) $ — 44373, 
т т. 

откуда х— 

3. и а, 

тд$ с АВ. 

2%. Разстолн!е другой вершивы 
треуг. отк вершины В квзарата— 
—=2а+У24*, гдф а— сторона квязрата. 

29. В “+ 58, тдб --ДВ, а ВХ пред 
ставаяеть продолжен е хорды з8 точку В. 

$0. 1) Катеты суть 15-5 У 1—1; 

2) Катеты суть Уи —1 4 --1/ЬА. 
$. Разстояне ый нскомаго квадрата отъ смежной вершины 

ханваго—1/.4--]/1/56*—1/, а?. Вопросъ возможенъ при 6>1/1%, т, е 
когла Б больше катета равнобедр. треуг., котораго гипотевуза-=а, 

$2. Пусть центръ исвомаго круга будетъ Х; проведя прямую 
АХ, потомь ХО: ВСи ХИРАВ п позоживь А7=хХ, АВ=2и, 
по 6 217 получим» А4.Х3—27х;, но АХ—=ХС—=ВИ=—2т—, важд. 

(2—2)—2ух, откуда И 

(и а (п--1)а _@ 
$3. АХ==——— -=у | | -|- я ° 

2. 

5 р 
ЗЕ. Другая сторона ее ет : 

ГЛАВА УШ. 

$ 269 (стр. 202). 

Я. 48—5; ВО—13 (чер. 672}; АС—12; О—центръ вис. круга; 
АР _ АВ 

изъ проп. СЕ ВС найдемъ АЕ—19/.; Чер. 672. 

изъ подойя ВАЁ и ОБЕ опредфлимъ В. 

®. Высота треуг.—94; радует 7 будетъ 
категъь треуг., котораго гипот.—-24— 7, & 

другой катетъ—26—10; 7—6*/.. 
З. Половина освованя есть сред. проп. } 

между высотой треуг. я развостью ма- А ЕРГ ы 
метра и высоты; 7—141 ‚,. 

раму. ОЕ=АЕ— 59. | а 
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2,6 .3,3 
4. 1/1у11--2,4°—3,7. Е. 

а 
$. -— —5 сь точ. 0,01. а, съ точв. 0,01. 

УЗ Э. у: 
#®. ‹/,2(/5--1)=12,3 съ точн. 0,01. 
р 2 И? (ИЗ—1) т 

==) х ты хФзавъ знаменателя ра- 6-5 4% РУЗ 

цтоназьнымъ, позучамъ 2110 = 56 б (5 —1)(5—У5) У? ИИ = 

Е У ИВ Уз—5)* (10 2У5)= 
= 400—160 5—9 56—25). 

#3. РУЗ; 145; ИЗ; 1АЬИ 5-25. — #3. 2, 
аб ра а \% 

ЗА. ра #$. Уз р #6. и” + = . 

#3. У =-(}'. 
2 

#8. 1/.П; 11. И2; 1. ВУЗ; 14 ВИ 6-9%5. 
#9. 6,36 съ точи. 0,01. 30. 15; 25,95. 
ЗИ. Сторона 6 —ка образуеть съ большей и меньшей д{агоналями 

прямоугол. треугол.; большая д!агон.—-м!аметру опис. круга-2 8; 
В=3(2—"3)—0,945.. 23. 10,8; 9,34.. 
23. и @УЗ--УЗ 0, 731 съ точи. 0, 001. 
ФА. Проведя (чер. 357) ЕО | АОн ЕР | ГО, получимъ 

АЕ:—ЕО+А0*; во ГО—=ОР, АФ—=АО—ЕР; поэтому, полагаа 
АЕ, получимъ 
2—0 Р:-- ЕРз-|- А0:—2АО.ЕР. 
Но ОР:--ЕР—ОЕ*—1 и АО—1, сл. 
21—29 РР....(1). 

ЕР ОР ЕР__ РО-+-ОР 
Такъ вакъ ДЕРоШЕО, 10-7 —=Т о, -р о“ - 

УЗОР 
а рО=УАр:—АО0}—И2—1—У3, сад. = ге ; отсюда 

ОР-УЗ ЕР) . Подставивъ это выражен!е выфсто ОР въ урав. 

ОР ЕР?—1, получимъ 

3 (Е-инерыы, вли (3-4) ЕР:—64.ЕР--24:—0, откуда 

а(3--Уз—2а*) 
ЕР —= за . Мы здвсь для РР взяаи ббльчИиЙ кореяь 

урав., ибо сумма корней должна быть раваа ——-, т. @. должна 
ва 
34 
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быть меньше 24, а РР должна быть больше 4. Подставивъ наЙден- 
ную для ЕР величину въ уравн. (1), получимъ 

24(3--Уз—2а? 
21—2— ви но 4—1 —-, сл$д. 

п^4 Зп-РУв- 16" 32 
2'—2— : 

2 (п—1)*--3 

Полагая здфсь м — 3, получим х = УЗ = сторон$ првв. 

вписан. треугольн.; при ® — 4 величина 1 — У2—=торон% квад- 

61—73 
рата; для я—5 получимъ х — 8; я —6 навдемъ 

х—1==стор. прав. 6—ка. Вычисливъ величину х при 9—5, найдемъ 

1—1,1785...., что весьма близко подходить къ величин стороны 
прав. впис. 5 —ка—1,17849.... Такимъ образомъ построешемъ, ука- 
заннымъ въ задач, можно пользоваться для вписывавя въ вругъ 
прав. мног. (нфкоторыхъ точно, но большинства только приблизи- 
тельно), о чемъ мы уже и говорили въ $ 264. 

№5. Полагая (чер. 357) ЕС, раднеь=1, 0=4=*, по- 

2 х 
х —_=——— 9э——9— я х учимь — =— ор: откуда 23—22 ОР. Подобно тому, какъ въ 

УЗ—2 аз — а? 
предъид. задач, найдемъ ОР=УЗ. ЕЕ — ; & такъ какъ 

4 — пУ3зп?—32 — 16 
а = — 2—2 — == —5и „о их 2—20Р—2 3 Зи тб 

Эта формула, какъ и въ предъид.зах., даетъ приближенныя вели- 
чины для сторонъ прав. впис. многоуг., по крайней мрф начиная 
съ 8—угох.; сад. построеше, указанное въ задач, можетъ служнть 

для вписыван1я въ кругъ прав. мвог—въ. 

$ 270 (стр. 204). 

2. См. $ 238. З. Лив!в, соединяющая точку пересфчев!я 
перпендикуляра и дуги, соотвфтствующей противоположному внутрен- 
нему углу треуг., съ его вершввой, раздфлитъ этотъ уголъ пополамъ. 

Ч. Треуг. ВГЕ (чер. 673) равнобедр., ибо уг. Е—уг. 4 СВ==уг. Г. 
$. Пусть (чер. 674) АД! АС. Соединияь О) съ Си В; ОС 

будетъь даметръ, сл6д. ДВС—=908; ВО || АА! которая | ВС; сл$д. 
Ар—=ВЕ. ©. ОК:РА=СК:СА; а РА=ВЕ (см. зад. 5). 

3. Если М средива ВЕ, то фигура ВОКМ (чер. 674) есть 
параллелогр. (см. зад. 6). 

$. Соединивъ средину Е (чер. 675) прямой НО, соединяющей 
центръ описаннаго круга О съ точкой Н пересфченя высотъ, съ 
средоной К отр%зка АН и съ среднной Ш) сторовы ВС, получимъ 
треуг. КНЕ=ООЕ, ибо НЕ=-ЕО во условю КНЫ=ОД по те- 
оремв 6-й $ 270 и уг. КНЕ—=ООЕ. С1%д. КЕЕЕО и КЕШ 
есть лин!:я прямая. Поэтому въ прямоуг. треуг. 4, КД точка Е есть 
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средива гЕпотенузы КО п равно отстовтъ отъ всфхь вершинъ его 

Чер. 673. Чер. 674. 

Л,, Ки Х; разстояше втс=1/, КП рад. описан. круга (ем. 

теор. 7$ 270). -Чер. 675. 

Э. Центръ Р (чер. 676) круга, описанваго окозо треуг. А, В, С, 
будетъ лежать въ средин$ ли- 

ны ни СН. Дъйствательно, пер- 
певдикузяръ къ .С, воз- 
ставденвый изъ ея средивы 

№, и пернендикуляръ къ В! С, 
возставленный изъ ея сре- 

дины М, пересЪкутся въ точ- 
въ Р, которая есть средина. 
НСО (ибо А. НС со №РС в 
В, НСсо МРС); сл%д. цевтръ 
круга, описаннаго около треуг. 
АВ; С, лежить на круг%, 
проходащемъ черезъ основа- 

в1я высотъ. 
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ЖФ. Теор. 5 $ 270. 
ЯЯ. Прамыя АГ, ин ОГ, (чер. 677), дёаащя попозамъ угды 4 № 

С тр—ка, раздфлять пополамъ и Чер. 677. 
дуги ВОС и ВЕА въ тозвахъ 
Д’и Е; слЪд. сумма лугъ АЕи 
СГ равна 2уг$ ОВЕ; а потому 
уг АГЕ—уг. ДАЕ, слфл. треуг. 
ЕАГ, равнобедр. и АЕ—ГЕ. Е^ли 
О центръ описан. круга, то ЕО 
АВ въ ея средвиз М, нбо Е сре- 
дина дуги; сах. А Р— ЕЕ. ЕМ— 
—0Е*. Провеля ГР| ЕР, позуч. 
Т.0*— ГЕ--ОЕ* —ЗОЕ(ЕМ%- 
-- МР). Сложивъ это равенство съ 
равенствомь ГЕз— ЕР. ЕМ и 
означивъ рад. круг. описан. и виис. 
В и», а разстоян!е ихъ центровъ 
А, получимъ 4?—А(В— 2). 
Я. Доказ. отъ противнаго. 
#$. Центръ Г, (чер. 678) круга, касательнаго въ сторон ВС № 

къ продолженямъ двухъ дру- Чер. 678 
гихь сторонъ, будетъ лежать м | , 
ва пересфчени прамой АГ, 
дЪлящей пополемъ уг. А, съ 
прохолжен1емъ хорды СЁ, ко- 
торая перпендикулярна въ ли- 
ви СТ, дьлящей пополамъ уг. 
С, ибо СЕ раздфлатъ попо- . 
ламъ уг. МСВ, смежвый съ | 
уг. С. Легко видфть, что уг. 
ЕА1-= СТ, ь слфа. и уг. 
ТАЕ—=Т б, ибо эти посл д- 
в1е углы дополвяютъ первые 

до 900; слфд. треуг. РАГ 
равнобедр. н 1, Е—=АР. Звая 
это, можно, какъ и въ зад. 
11-й, вывести, что 4—А(А--27!), гдФ 4 есть разстоявйе цевтровъ. 
О и 11, ах. —рэадусъ вруга П.. 

#@. Если (чер. 679) ВОС—а, АС, АВ—с, 1/.(а- Р-Р е)=р, то 
1) 22—=иВ-Вс-АС-0с6=ЩдВв-ВН-+АС- СК 

—=АН--АК=ЗАН и сл. АН=р ии АР--ОВ--ВН=Р. 
2) 22= доО+{АЕ-ВО-ВЕ+НСЕТСЕ=2АО--2ВЕ--2С № 

—2АР--2ВС н с1д. АР=р—а. 
#5. 1) Уг. ГВП и ГСП (чер. 680) прямые, ибо ливни, дфлашуя 

полодамъ смежвые внутренв!Й и внфша! углы тр—ка, взаимно пер- 

пендикузярны; слфл. около 4-ка /В/1С можно описать кругъ, и Пу 
будетъ его даметромъ. Центръ круга, ваходась въ средин® ГП, дол- 
женъ лежать тавже на перпевдикулярё А.ОА., возставленномъ изъ 
средввы ВС, ибо окружность должна проходить черезъ Ви (0; слФд- 
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чентръ будетъь въ точк& пересфчевя 711 и А, Аа; эти зивйи переб%- 

Чер. 679. 

зутся на окружности описаннаго круга, такъ какь 00$ онЪ прохо- 
Дать черезъ ея точку 4;. 2) Доказ. подобаымъ образомъ. 

Чер. 680. 



#6. Озизчимь П радмусь опис. круга, х—-рах. внутреннаго виис. 
круга, и ввЪшивхъ впис. круговъ, касательных къ сто- 
ронамь ВС, АСи АВ треуг. АВС (чер. 680); такъ вакъ $1, К 
со Р4,К и А. РКоТКЕ, то 
ве _ [К я у ый. ТК а 1К—1К _ 24А.К 

АР А.К АР А.К’ = АХ ̀̀ АК 

(такъ какъ 1/1 А,—ТА; по теор. 15 8270) и сдёд. 4.РЬ———. За-- 
а 

ть о трапеции 1, МХ, пифемь А,РЕЕЕ, с1%х. АА. =8В =. 

анны я . 

#3. Доказ. на основав1и теоремъ 11, 13 и 16 6 270. 

#8. Въ теор. 16-й 6 270 мы имфли (чер. 680) А.Р Е ее: [2 у) № 

а—" 
ОР=В——. Означивъ разстоян:я сторонъ треуг. отьъ центра 

опис. круга черезъ а1, В, С1, изъ предъид. равенства получимъ 24,— 
—2А-"—а. Подобвымъ обрёзомъ навдемъ 25,—2В-|-7—В; 2с,— 
—=2--"—1. Сложивъ эти три равенства и воспользовавшись теор. 

16-й, найдемь а--6.--с1=В-х. 
ЯЭ. Если 5 есть сумма квадратовъ разстоян!й, то (чер. 679) 

з—4.0*--В0*-{- СЕ*--37; но (теор. 148270) АД—=р—а; 
ВР=р—5; СЕВС-—-ВЕВН-+-ВО—ВЕ—=ВН=р—с; сафх.. 
83= (ра) (р—5)*--(р—с)*-|-37*, или 
5—а1-|-6*-{-с*-|- 37 — р, 
ФО. Освовываясь на свойствахъ внутр. и внфшнихъ угловъ треуг.. 

и 4— ка, можно показать, что въ 4—кЪ, образованномъ указаннымъ. 

способомъ, сумма противоположныхь угдовъ—24. 
3. Такъ какъ (чер. 681) ЕР дълить уг. АЕЛ пополамъ, то дуга. 

Чер. 681. Чер. 682. 
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АР-ВМ=-ШОР -СМ; по такой же причив% дуга А М—Д0=ВМ— 

— СО; сложивъ эти два равенства, найдемь РУ ВМ—р9=рОР-+ 

+ ВМЬ—МО, нли РХ-- Мо—=Ро- ММ; сд. РОМ=РО9—=90°. 
см км ом 

9%. КСМсоКМОсКАГ (чер. 682); ся$л. ОЕ аг= 

_ КМ. КМ _КМ. к СМ _0х 

Е 
3. Равнобедр. треуг. ЕДА и ЕШЕ (чер. 683) полобвы; сл%д. 

ЛЕрЕ=АЕ: АД; в, РЕАЕ=АЕ, нбо треуг. ЛЕЁЕ равпобедр. 

Чер. 633. Чер. 681. 

[4 

%5. Помощью пнеагорозой теоремы легко вывести, что одна часть 
рад1уса представитъ сторону прав. виис. 10— ка. 

$ 211 (стр. 206). 

Я. Центръ внфшняго круга, касательнаго къ сторон ВОС (чер. 
684), долженъ лежать на прямой ЛГ, дЪляшей попозамъ уг. А, и 

на прямой СТ, дфляшей пополамъ внфшийй уг. ВСО тр-ка АВС. 
Всф центры будуть вершинами треуг., сторовы котораго проходятт, 
черезь А,В, (. 

2. Вписавъ въ уг. эй даннымъ рад. г окруж. и описавъ изъ вер- 
шины 7 рад. № другую окруж., надо провести къ этимъ окружн. об- 
ния внЪши1я касательныя, Рфшен!й два. Задача невозможна, если ок- 
ружн. не имфютъ общихъ точекъ. 

$. Задача невозможна, когда прямыя, соединяюния ковцы Аи В 
съ центром () виисаннаго круга, перпендикулярны между собою. 
4. Приводится къ провелен!ю двухь внфшнихъ и одной внутрен- 

ней касательной. 

$. Р%ш. подобно предъид. 
©. Пусть (чер. 685) АВС требуемый треуг.. АГ, ВПГ, СЬ 

ДЪлять углы А,В,С пополамъ; соединивъ А съ Ги 1», найдемъ, что 
АТ и АГ, дълять пополамъ углы МАС и МАВ, смежные съ 4; 
<1%4. АД! АГи АГ, ! АГ, т.е. лия Г, АГ, прямая. Дая отыска- 
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в!я вершины А, надо изъ Г опустить перпендикужяръ на прямую, сое- 

диняющую [ри 1ь. 

Чер. 635. Чер. 686. 

3. Пусть (чер. 686) АВС требуемый треуг.; впясавъ въ него кругъ 
О х описавъ вафшиЙ кругь О:, касательный къ ВО, получимъ 
АН=АТ АД=АЕ, сад. ОН=ЕГТ пан ВО-ВН=ЕС-- СТ, 
ит ВЕ-ВС=СЕ+ОС, или 2ВЕ-- ЕС ОС-НЕС, откука 
ВЕ=ОСС; поэтояу ЕТ=ОН=ВЕ--ВЧ—=ВС=Ь. Слфк. для по- 
строен!я требуемаго треуг. надо построить уг. А==тТ, вписать въ 

него кругь О радуса 7; отложить отъ точекъ прикосновея Ди Е 
разстояшя 0 Н==Е1=6; описать кругь О, васательный къ сторо- 

намъ угла А въ точвахь Ни Г; провести къ О и О; общую внутр. 
касательную. 

%. Если АВС (чер. 687) требуемый треуг., то ВМ--СА= 
ВР--СР=ВС и погому АВ-АС-ВС=АМ-+АМ=2АМ или 
2АМ=;—6, а АМ—1/,(3—%6). Итакъ АМ извфстна; извфстна так- 
же и ОЛГ—к; ио этимъ даввымь можно построить прямоуг. треуг. 

АОМ; слЪд. мы будемъ знать уг. МАО, а потому и уг. ВАО 
—2 МАО, и задача приведется къ предъид. 

Э. Пусть АВС (чер. 687) требуемый треуг.; тогда АМ-=АМ, 
с4$д. СУИУ—ВМ=а, а потому СР ВР, песли мы отложимъ отъ 
С на инт СВ отрфзокъ СО=@, то Р будетъ средана остатка. 
#0. Еслн АВС (чер. 686) требуеный треуг., т. е. если уг. 

А—т, АВ-- ВСР АС—=Эр и О), то по теорем 14-й $ 270 
найдемь 4 Н—А1Т—р. Отсюда легко нывести способъ построения. 
Я. Пусть АВС (чер. 688) требуемый треуг.; тогда, опясавъ окохо 

него кругъ, продолжнаъ лин1ю А ©, дБлящую уг. А попозамъ, до перес%- 
чен1л съ окружностью въ „4 и соединивъ центръ круга Осъ Аи _А\, полу- 
чямъ равнобедр. треуг. ОАА:, сл%д. уг. ОАО—уг. ОА, 0; - во 
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04,0=ОАН; сад. и уг. ОАО=ОАН. Поэтому дзя построена 
требуемаго треуг. вадо сперва построить прямоуг. треуг. АОН, въ 

Чер. 687. Чер. 6#8. 

которомъ гнпотенуза АО—р, а катеть АН==; затЪиъ при А на 
лин А построить уг. 0А0=ОАН; отложить на его сторон 
АО=+; описать изъ О рад. ОА окружн.; продолжить ОН до пере- 
сфчен1я съ этой окружн. 

#3. Пусть чисзо сторонъ нечетное, напр. 5, и требуемый многоуг. 
есть ММРОЕ (чер. 689); взавъ на окружности произвольную точку 
М; и винсавъ въ окружность многоуг. №, МР, О, Е!, сторовы ко- 

Чер. 689. Чер. 690. 

тораго соотвфтствевно параллельны 71, 71, те, тз. найдемъ, что дуги 
М, Е! и МЕ раввы между собою, ибо М, Е, —=МЕ—ММ,-|- ЕЕ; 

а дуга ММ, =М№М=РР,=99,—=ЕЕл, такъ какъ каждая взъ этихъ 

дугь съ посяфдующей п съ предъидущей закзючается между паразлель- 

вымпи хорламя М№Ми М, №, МРи №Р, ит. д. Поэтому и хорда 
М, Е =МЕ. СлЪд. для рфшен:я зад. надо вписать, начиная отТЪ 
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произвольной точки М, многоуг. М, М Р, О. Ел, всё сторовы вото- 
раго, за исключенемъ послфдней, соотв$тственно параллельны 48, ту, 

тч,...; затёмъ изъ А провести сфкущую АМ (предполагая, что А 
внф круга), такъ чтобы внутренняя часть ея ЕМ была равна М, Е\; 
изъ М провести ММ || т ит. д. 

Если число сторонъ четное, то, поступая какъ и въ предъид. елу- 
ча, найдемъ, что (чер. 690) М, Е! [| МЕ, ибо дугн ММ; и Е.Е 
равны между собою; слфд. надо изъ А провести сфкущую || М, Е. 

Я3. Пусть радусъ круга—Ё, сторона квадрата— ; изъ треуг. 

ОРГ, (чер. 691) инфемъ 1/4 т?-|{- 3/2, откуда В:5==2:%/5 В. 

Чер. 691 Чер. 692. 

о 

т 

Изъ треуг. ОСРнавдемь ОС—=ОРУ?2-=У 1, В*; т. е. полудаговаль 
квадрата есть средняя пропорц. между радлусомъ и его патой частью. 
Звая сторону или д1агональ, легко построить квахдратъ. 

ЯА. то (чер. 692)-=тп--по, или В—-а-На—я--2а, гдв В есть 
ралусъ даннаго круга; 7”—рад!усъ круга, описаннаго около 5— ка; 

а— апоеема 5—ка. Такъ какъ а — "(У 5-1), то В=У2а= 
В 

— 41/51) = У(з-РИ5), а сд. = У = 

—!/зА (3—У5); т. е. г есть меньшая часть рад1уса Е, раздфленнаго въ 
крайнемъ и среднемъ осношент. 

Я5. Положивъ рад. даннаго круга— В; сторону 6—ва—=рад. круга, 
описаннаго около 6—ка,—и; апоеему=а, вайдемь В—За-2, гд% 

2В— 1/5 — 
2 опредЪлится изъ пропор. Е м отсюла 2=В— И А*—(1/зх)*, 

з 
Ноа—!/з УЗ, слд. В==За--2=3/3 г 3-Е Е-У В (1/чх)?,отвуда 
В:т—1/. В. 

Глава [Х. 

$ 298 (стр. 225). 

Я. 56. Ж. 40 кв. саж. 3 вв. ф. 72 кв. дюй. 
З. 131/; саж. 4. 316 саж. 1 арш. $. 14,7. 

29 
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©. 12; 8; урав: (36—=). (16-Ну)=36. Е) и 36—2—16-{ у. 
З. 771 саж. 6 ф. $. 23—45. 9. 4$. 
&0. 41. $. Я. 131/з; 99/1о- 
#9. 24; 13/5. #3. 540; 8,64; 28,632786. 

Ьз 

#4. 9.4815. #5. Зуи ; 171/130; 7185,05. 

31/18 — 7% 
26. м2, 129,792; 81,67. 

#3. 1/,(р-Ё9) Ура =1568,32. 
Е] * 

18. воно. — 

| 498 255 
#9. РГ т г 0,5; ^—у-ая 0, ‚24; 

45% 53 
———_—_— — 0,18; = =0,32 

Иа : Иы-аз 

30. !/, (Уз-8-Иа—45)=2884 и 2163. 
3: 11/3. зУ3. У зу. 21. в муз. 23. г = И зуз 

23. !/6]/40*—В; 360; 4122,2. 
24. №] /в:— № 933,178. 
= _Уы- 6" с, 

№5. #— ъ = 56; а о —=65. 

4 

2 == 10; РЕ — 13), 

г] 4ув Ъ з— 28 59.. $3. У — 3,73. 

8}? 5 
29. №1 19950118. — 30. и ВА 2911. 

2р 2 
— фт 

За. 10,51... 32. зу. 33. и 

ЗА. =“. $5. 13,968. 3$. 17.>.... 

33. 39,09... 38 4781... 
$9. 1/.(ьт-Е п-т); т п—тп); Убт—т— т”); 

1/5 (6% —Вт— тп). 
[3 

Жо. 2100. 4 Я. аь-Ёе` 

ЯЗ. 8.5...; 0,77...; 8,04... 

ЯЗ. (3—2\2) 33-=11,158. @А. (3--2>) 4:—582,84. 
45. 1) 2т(а- 6 — 2т); 2) 2т(а-Н+-2т). 
46. м—!/, 6 —в) и > а. 43. 34 кв. ф. 104 кв. дюйм. 
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ЗУ. 4. 49 561/,. $0. 74 кв. саж. 4 кв. ф.; Шажаж. 
3 ф. 8 дюйм. $1. 4$. бл. 

$2. Разстоав!е искомой точкн отъ вершивы—= 
в 

53. 1/,(6--9—2т). 54 864; 4190. 56. 595. 

2а—тп 

53. 1770,14. 58. 5433. 
©0. 81; 360; 84; 24;..... 
$. 1080,353; 0,0795; 210,36; 86787. 
63 паз =20,7.... ©3. 1/.45=1,87. 
64. 1/52 = 14... 65. Ца 3,4. 

[1 п 
ме ЗИ *(2+И# + и |= 253,92..... 
65. 1/(т*—п*)—43,15. 68. 1/.(а*—4*)= 315. 
6э9. УЕ т —№)=144. 30. (Ун-Е--ь)=600. 

Зя. == 4164. 

33. 1 (Уд [45-+Уа*—45)=21,6 в 6,3. 
33. Ут! —48—2051/т Ут 85)=200 и 45. = 
34. уз-- 145—407; 1 (а--У@-8$)=885; 1/3(- а+У а 83 = 

—132. 

35. = а в дв. 
2р 

# рае зв. 2(2т ея 5а*—т? 120. 

$: ® $ 2% зз. 254" а, 

33. 34,32. 39. 1/2 (2т—Ит* 3% ?)=126720. 
50. ЖИВ 85)—600 и 220; 1—1 /4 (и Ит— 85) = 

220 и 600; а=1\, И 10(8—4)-56тУт—83—872,2 и 610. 
й 

зя. | — 333. 82. 24.5. 

53. 101/..: 8; 62/.. ЗА. !/.Ъ/а*—р1—46 кв. е. 34 кв ф. 

$5. 10с. 4,8 $.; 13 с. 1,5 $ф.; 8 с. 0,1 $. 56. 47.01. 

м ДНЕ 
„ун-т 

88. 4516,6 

89. 2 = н 94 

90. 1/.(Уе--25И—25)=38,5 н 13,2. 

29* 
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9Я. увз-- 5 5Уа*—5— 77 и 96,4. 
а 

и п УСНО 
ее 5 (-а{а-е—5) (см. 

зад. 55 $ 231). — е 
Е. Вы а 

93. Трезг. 1АВсоГСШ (чер. 693); еа%д. АЕ ТВ в. 

Чер. 693. 

-: 

Евли 10—=2, Г)==9, то 1В=5--5; ТА-у--а; сяЪд. паи! 

у .°. Отсюда опредфлимь хи У итогда будемъ знать [В и ГА. 
== а 
Площ. $ четыреугольника АВСЛ опредфлится какъ разность площ. 

треуг. ТАВ и ГСП. Получвмъ 3=И (р—а)(р-—5)(р—с)(в—9), 
тд р-=1/(а--ь--с--а). 

ха ‚_УР@—2)—5) 0—0). , Ура) (9, 
Е Е ЕЕ ный. 

„— ИРФ-@ 9. „ _Урф-а)@Ф-Ь(Ф—о) 
Г ИЕ: 

®$. Проведя (чер. 694) маметрь ВОЕ, опустивъ на 6 высоту 
ВЬ-=Ь и соединивъ Р съ (С, полузвмъ треуг. АДВсоЕСВ; сад. 

8 во откуха Е= а 
АВ` ВО 26В 4Ур(—а)(р—5)(—с)` 

2у.т 
96. ^— т Выведется изъ формуль (а-|- В +с)7= и 

(а-не—Б)уь =, выражающихъ равенство различныхъ выражен!й 

площади тр—ка, и гдф № есть высота, опущевная на сторону В. 

27-е а— ое _ № 
м —. Выведется сложен1ем 1 === 93 тт 1емъ пропорщй я Е 

ре | я ь их. = ; пропорщи эти получимъ изъ формулъ (а—6--с)7%—ай 

и а 6 — с) — ай, представляющихь равенство различныхъ 
выражен1й площади треуг—ка и гдЪ Й есть высота, опущенная на 

сторону а. 
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2 

С 
ээ. п: АЕ _ т ш. ВЕ _ м | 

° пя. АВС” (тя)? м. АВС (ти › 
ш. ДЕСЕ_ 2т 100. ыы | 

Чер. 695. 

пл. ДЕЕ _ пя. АВС—(пя. АРЕ--пл. ЕСО--пя. ЕВО) 
яФя. пл. АВС — ш. АВС 

НОО НР о бах 
п. АВС 

по $ 290-му отношене в тей ней и РВД къ площ. 
у ш. О __ @161с1 @%03Са 

треуг. АВС, найдемъ “-4ва= ре а 

#03. Для рьшев:я задачи, надо поступать подобно тому, какъ въ 
пред. зад., имфя въ виду, что площади тр—ковъ, у которыкь два 
угла составляютъ дополнен1я до двухъ прямыхъ, относатея какъ произ- 
веден!я сторонъ, заключающихъ эти углы. 
оз." ЕЕ пл. АВС | па. ОВЕ ‚, пла. РЕА 

пл. АВС вл. ВОТ в ДВО м. АВС 
пл. ЕСО пл. ОВЕ ВО.ВЕ а 

о ее 
Чер. 696 
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=пл. ВО.Е, в треуг. ВО. Е пиЪеть съ треуг. АВС по равному 
р 01. ВЕ 246 5. №. ДЕР __ 

7725; 184. 450 ш "ва. АВС 
п. ВТО 1 

#04. В.о ВАС (чер. 697), ся. п. АВО т рор " 

в. ВГО _ 27° вл. ЕСМ _(т—21в)%. па. МАМ _ 

тои у, АВС (т|п) па АВС (тп) ы, АВС — 

Чер. 697. Чер. 698. 

__ *(2т—3я) 

— бу - 
#05. Изь выражев!Й площади треуг. 

а} а 
$—зай,, $—/з6Аь $=1/асй. найдемъ =, —-—. Вста- 

ъ {2 

вивъ величины фи С въ урав. 

опредфлимъ изъ него @; умножнвъ а па 1/з/,, получимъ площадь— 

1 
ра а ЕК 

и К ки) © ча.) 
Е 

206. Ян“ ре (чер. 698): а ОЕ, АЕ, сл%л. п. ОВО— 

=!/з пл. АВС. Продолжимь АЕ на ЕС-—ОЕ и соединиит С съ С; 
тогда плош. ОВО—=ОС С.слвд. О@О=1|; АВС. Въ 1реуг. ОС С сто- 
рона Од—/; т., ОС=*/;т., О С—%щть (ибо (0:00=АС: АП). 
Опред®ливъ плош. треуг. ОСС по его сторонамъ и умноживъ ее на 3, 
найдемъ пл. А ВС— 

#03. 5—1, ух (а--5-с); 5—1, (Б--е—а); 
8—"/аиь (а—5-с); э—1/аг. (а--5—5с). 

Отсюда имЗемъ 

а ; ав ; 



Вставивъ эта выражен!я . въ. формулу площ. треуг. пе его сторо- 

намъ, получимъ 5=Ут Та ТЬУ: . 

#08. 1/па 47 —а*. 

#09. :/171У3; 29; 3,3; У (У5—ПУ10-2У5= 

—8/ / (У5—1) (10-2 У5)=9 10—35: 
#1. 1/01 УЗ; 0%; 3/43; /мУ5-2У5. 

яая Из Уз; 1/28: З.И 253: И 3106. 
#132. °\УзУЯ Уз з1Узух И 3зУ565—35. 
#3. 27?у2; 31. 

Я1 4. 32373; 44%; 24*//3; 20*/5(5—255), 
#15. Арс =. #16. 29,39. #13. 10,062. 

т т-+п 
#18. АД——с тир } АЕ—у—с тир 2 

1—173,2; у—244,9. 
#89. 2— 5,1429; у— 8,908. 

#30. ны #91. 12.07... 

тс 
#93. АР—;— а —465. 133. —3о. 

Я2 4. Захача 124 должна быть выражена такъ: Изъ течки 1) на 
сторояё ДВ треуг. АВС провести пряму», Г) Е такъ, °тобы она обра- 
зовала съ сторонами АВ н АС треугольникъ, площадь котораго=5,? 

При этомъ условм АЕ. = 108/4. #3$. х--100. 

вл. АЕЁЕ т АЕ.АЕ АЕ _АР. 

т. ВО 48.40 ЧЕ, 
АР тБ. АП 

=. ет аа И эн 
Чер. 699. Чер. 700. 

Е р Н 

Такъ же пайдемъ у $ 4—19,35...; у—=17,3. 
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#38.2—10,94; у—22,91. 139. —73,03; АН—=131,63. 
ш. ВЕЕ т ВЕ.ВЕ ВЕ с 

33%. о р Вр 
а*--с*— 53 т 2 

в7— 5; сл3д. тир —ята я .& ВЕ= 

мы т(а+*—5*) речи, 
= = отп т ‚ Тавъ же найдемъ сн=у/ ЕР) 

ВЕ—122,9; СН=163,9. 
ЯЗЯ. ВЕ—1З,61; ВН=93,14. 

2тЬ 
#33. ВЕ — 5я— 326,4 

_ 2т5 } 2ра __ 

#34. ВЕ 276 001,6. 
т--® 

#35. 252.05. #28. ВЕ 2823900 
#33. #—55.8... 

2тЪ 2рь 
#38. ВЕ—-— —в—12; СЕЕу м — 94—40, = Уи 
#39. 219,55; у—79,55. 

240. Вии) —36.  #4Я. 2451... 

За ВЕ ТТ о ——=—=—==—=ы — У 

—2(т-и-Рр) ° 2(т--"-р) * 
уУ—58*/.. #43. 2—43,625; у—65,4375. пои 
ада." ЕВСЕ т _ЗНСЕЕЧ-А). ТМ 

м. АВОБ о ти — 1/(5-а). М 
(чер. 701). Но 

ХИ. иг 26-9 т Чер. 701. 
К. а’ в он К 

М _ ЕЕ } 
же найдемъ КТ — Я 9 Отсюда / \ 

ГМ _ ЕЕ—а т ЕЕЗ—а* У | \ 

Е уд. Им 
ЕСМ а ы тп —а* ’ / | | 

ЕЕР——= / тета па —_— 06,84. р. | \ 

тп в: } | 

#45. 2113,59. 
&46. 2—174,02. 
#43. 2—323.6. #48. 2—69.8. 
#49. Подобно тому, вакъ въ зад. 

144-й, вавдемь о ВА —- Е 

== и эф 117,72; д, г ) 

оны КЕ 126,71. 
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#50. 2—563,81; у—75,98. 

#58. ЕЕ = к 
153. 2—66,09. 
#53. Еслн часть АВГ (чер. 102) пЪвностью по 20 коп. за кв. 

саж., то лвя АЕ, дБлящая треуг. требуемымъ образомъ, пойдетъ 
внутри АСШ. Получниъ урав. 

ВО. /ь. 20 ОЕ.!|\. 30 =(РС—ШОЕ). 1%. 30, ная 
12. 20 рЕ. 30—12.30—Д.Е.30, отвуха ДЕ, сад. 
ВЕ—14, ЕС—10. 
#54. Пл. РОСС (чер. 103) = Е@.—400%; па. АРС В= 

= 126,4. 

Чер. 702. Чер. 708. 

= АВ. 1. — 400№1; но м = === т с1$д. и. АРС В=8001. 

Стоимость пл. ЕЛ) ОИ, 72, а стоимость пл. АРС В—=800% .96; 
слфд. искомая лил КЛ должна проходить между АВи РО, и 
вромф того должно быть 

пл. РОСО.12- па. КГСЕ. ак АВКГ..96, 

зи 400 .12-{400. 7. %.96=400. 155- 96, гдВ черезъ 2 озна- 

чена АК. Получимъ 5 — 137,5. 
55$. Стоимость всего поля=— 

—=!1/з(12--9).8.21--1/(9--6). 8.1=2184; слфд. каждый изъ иско- 
мыхъ прямоугольниковъ долженъ стоить 1092. ЦЪфнность искомаго 
прамоуг. АХУШД выразится 1/.(ХН-9). х. и х.Т. 

но ХН_ОХ „„ ХНЬ-Аб ОХ 0А 92 
о О ва 

а изъ пропорща ВЕ _ ОВ и ВЕ—АС _ ОВ—ОА 
12—59 

р Аа=— ОА а О = ИЛИ 9 

=9д пайдсиь ОА—24 и сл. ХИ — ах а НУ т, 
поэтому стоимость искомаго прамоуг. а. 
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9-1/в(12--32) 9 1/в (72 -3#) ры в. м ых сш. = 

—1/1в(144--35)212--1/1в(144—32)7х—1092, откуда 
2—=— 4852.15... 
#56. 25,75. #59. Некомая ливбя должна идти внутри от- 

д\леннаго треуг,; 2—0,75. 
#58. Искомал лин:я должна идти внутря трапец!и; л2—10,21. 
259. 2—83,44. 260. 22—10. 

6 299 (стр. 235). 

Я. Данный треуг. еоставляетъ 1/х того и другаго прямоуг. 
№. Подобно предъид. 3. Провести высоты въ обоихъ треуг. 
@. Наложить одинъ треуг. на другой, совмфстивъ по равной сто- 

ронф. $. О брдеть шахипат при #—. 

®. На основании выраженй ихощ. треуг. и прямоуг. и теоремы: 
навлониая больше перпендикуляра. 

9. На общемъ основ. опнсать дугу, вмфщающую уг. при вершин». 
$. Изъ вершины С’(чер. 704) равнобедр. треуг. опьсываемъ окрухн., 

а сторону АД разностор. треуг. продолжаемъ до пересфчен!я съ 
окружн. въ Е; тогда уг. АРВ: АСВ, АШВ; слЪд. треуг. 
ДВЕ раввобелр. ни АДР В—=АЕ; в АР < АС-- СВ. 

9. Равнобедр. треуг. А ВО (чер. 705,—АВОЕ-НОЕС:; разностор. 
треуг.—=АВОЕ+ВО); в ВОШ> ОЕС 

Чер. 704. Чер. 705. 

А 

#0. Вс таше треуг. (чер. 706) вифютъ вертины на ливни КЛ. || 
освован!ю ВС. Проведя ВКО | КГ, отложивь ЕО—ВЕ и соеди- 
нивъ Осъ А и Д, навдемъ, что периметру равнобедр. треуг. АВС 
равенъ ВС--СО, а перим. разност. треуг. ВОС равенъ вс С,0. 

ЯЯ. На основ. предъид. теоремы. 



#9. ВАС (чер. 707) равнобедр. треуг.; .ВО С разностор., и пери- 
метры ихъ равны. Вер- 
шина 1) должна лежать и: 
между ВСн АМ|| ВС, 
потому что еслибъ она — 
былв на АМ, напр. въ 
Л:. то изощ. ВГ:С 
равнялась бы РС ни” “ний + 

ВАС, п (см. зах. 10 
$299) периметрь ВД. С 
быль бы больше перим,. 
ВАС; в евли бы О 
быза выше АМ, напр. 
въ Да, то площ. ВД.С В 
разнялаеь бы площ. тре- 
угольника В.А, С и перви. ВД.С быль бы больше перим. ВА, С, 
а с4Ъд. в подавно больше перим. ВАС. Если же Ш лежитъ между 
ВС и АМ, то в. ВАС> пл. ВОС. 

#3. Пусть (чер. 708) АСВ разнобедр. С т а разностор. треуг. 
Основан!я ихъ имфютъ . 708 
общую часть 4, В, ни т 
чтобы доказать, что А А; 
<ВВ,, перегнемъ чер. 
по перпендикуляру СД; 
тогда треуг. САЛА; при- 
метъ положене СВЕ. 
Тавъ какъ уг. АСА,— 
—5г. ВСВ, то СВ 
дфаить уг. В, СЕ попо- 

в ВЕ_ СЕ 
ат: —св, 

АА: СЕ з 
ви ВВ, — СВ, а СЕ<СВ,. 

#4. На основан!и равенства прямоуг. треуг. по гипотенуз% и 
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острому уг. Я$. Треуг. подобны; изъ отношен!я ихъ площадей 

выведется равенство сторонъ между равными углами. 

#6. Надо опустить высоты ина равныя стороны; высоты будутъ 
равны. Затёмъ изъ равенства праямоуг. тр —ковъ, образовавныхъ эти- 
ми высотами, выведется равенство другихъ двухъ сторонъ, прилежа- 
щахъ къ равнымъ угламъ. Я. Опустивъ высоты, которыя бу- 
дутъ равны, изъ равенства образовавшихся прамоуг. тр—вовъ выве- 
демъ равенство угловъ, заключенныхь въ данвыхъ треуг. между рав- 
выми сторонами. 

$8. Сльхуетъ изъ подоб1я треуг., образованныхъ отрфзками вы- 
сотъ. 
30. Если а сторопа квадрата, 6 и с стороны прям—ка, то 2а—= 

а 
—=6-с и сяк. +7 и 

ЗА. См. зах. 19 н 20 65 299. 
33. Выводитсв изъ того, что (@—5)%>0. 

Я3. 21—45; +45; Уаб<!/,(а45). 
$6. На основ. выражен! площ. трап. и площ. треуг. 

Ж393. Чрезъ средину непараллельной стороны провести прямую || про- 
тивоположной сторон. 

$9. Назвавъ большее основане @, меньшее—б, высоту большаго 

треуг.—Н, меньшаго—й, высоту трапеци—й;, найдемь Н= м 
5% 

= —5; сл д. площ. трап. —1/аН— 1/36 —1/з(а--5)№1 . 

20. На основ. выражен!я площ. треуг. 

ЗА. Пусть 4., В,, С:. Г, суть средины сторонъ АВ, ВС, СР, 
Л.А четыреугольника АВСП); проведемъ магональ АС; А, В, | “С, 
ибо А; В: соединяетъ средины двухъ сторонъ треуг. АВС; также и 
Т:С, || АС; слёд. А, В, || 2. С,; фигура А.В, С.Ш, есть паралае- 
лограммъ; 4: В, С)! прямою АС хфлится на два параллелограмма, изъ 
коихъ одинъ—1/, треуг. АВС, хруго8—1/АШС (ибо основан и 
высота каждаго параллелог. равны 1/% основ. и высоты соотв®тствую- 
щаго треуг.). 

$2. Проведя черезъ всё вершивы многоугольниковъ прямыя, па- 
раллельныя данной, получимъ равновелик!е треугольники и трапещи. 

33. Надо вывести выраженше площ. такого многоугольника при 
помощи разсматриваемыхъ перненхикуляровъ. 

Ф4. Стороны тр—ка раздфлять пополамъ ромбы, изъ которыхъ 
состоитъ б— къ. 36. Кь гвалрату суммы катетовъ придать 

ввадратъ разности ихъ. 33. Основ. ва теор. 20 6 299. 

38. Сравнить квадраты нолупериметровъ. 
39. Выразить (чер. 709) е черезъ Б, 4 и м, а [ черезъ 6, сит. 
4Ф. Пусть нанбольшимъ будетъ многоуг. АВСМЕЕ (чер. 1710), 

въ которомъ нап. МЕ>МС. Проведемъ СЕ н построимъ на ней 
равнобедр. треуг. СДЕ одинакаго периметра съ (МЕ; по теор. 12-й 
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$ 299 пя. СРЕ>пх. СМЕ и сад. вл. АВСРЕЕ>па. АВСМЕРГ. 

Чер. 709. Чер. 710. 

АЯ. На основани предъид. теоремы остается доказать, что изи- 
большую площ. имфетъ многоуг. равно- Чер. 711. 
угольный. Допустимъ обратное, напр. 
что многоуг. АВСЛ (чер. 711) изъ 
вс$хъ одинакаго съ нимъ периметра 
многоугольниковъ имфетъ нлощадь наи- 
большую, и что въ немъ уг. А>уг. 
Х. Проведемь АМ такъ, чтобы уг. 
ВАМ быль больше уг. АМС (что 
всегда возможно, если уг. А>уг Ш), 
и на лин! АМ построимъ треуг. АУМ 
—=АРОМ; тогда многоуг. АММСВ 
будетъ имфть съ АВСШО одинакую 
площадь и одинав}Й периметръ. Кромф В С 
того уг. МА М=уг. АМО, сл%х. т. МА М-+-уг. МАВ> уг. АМО-- 
уг. АМС, ибо уг. МАВЬуг. АМС во построен!ю; слфдоват. 
уг. МАМ- ут. МАВ> 1809, в уг. МАВ< 180%. Соединивъ № съ В, 
получимъ многоуг. В ММ С, котораго изощадь больше площ. 4 ММСВ, 
а периметрь меньше; слфд. многоуг. ВМ№МС одинакаго числа сто- 
ронъ съ даннымь АВСШ имЪетъ противъ даннаго ббльшую площ. 

и меньш!Й периметръ. Поэтому, продолживъ ВМ и взавъ на ней точ- 

ку Н такъ, чтобы разность между МН--НМ и прамой ММ рав- 
нялась разности периметровъ даннаго многоуг. АВСЛО и многоуг. 
ВММС, мы получимъь новый многоуг. ВНМИС, имЪющ съ дан- 
нымъ одинак периметръ и одинакое число сторонъ, во ббльшую 

площадь, что и показываеть невфрность нашего допущения. 
Я%. Допустивъ, что неправ. многоуг. имфеть наименьш!Й пери- 

хетръ, мы могли бы построить прав. многоуг. одинакаго чисха сто- 
ронъ и одинакаго периметра съ нимъ, но большей площади; слзд. мы 
имфли бы два прав. одноименныхь многоуг. одвнакаго перииетра, но 
разной площади. 

&3$. Всяьй прав. многоуг. можно замфнить равновеликямъ не- 
правильнымъ, имфющимь съ нииъ одинакй периметръ, но большее 
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число сторонъ; напр. прав. п—угольвикьъ АВСОЕЕ (чер. 712) 

можно замфнить многоуг. АУММСШЕЕ съ п--1 сторонами, проведя 

АМ изъ А въ произвольвую точку М сторовы ВС и построввъ 
трезг. АММ-=АВМ. На основан!и этого теорема сводится къ 
предъид. &4. Доказ. подобно 43. 45. Доказ. подобно 40 
иа основан!и теор. Ти 8 6 299. 

48. Пусть (чер. 713) АВ есть сторона прав. п угольника, А С— 

Чер. 712. Чер. 713. 

К 

0 

сторона прав. п--1—угольника. Проведемь радувы ОА, ОС, ОЗ; 
площ. я— угольннка—® площ. АОВ; влощ. п--1—угол.==(я-+-1) вл. 
треуг. АОС. Но основане у этихъ треуг. общее, слфд. чало лема- 
зать, что (9-1). СС: >п.ВВ: иза СС,>пт. ВС, гдё ОС, и ВВ, 
высоты треуг—въ, а ВзСу разность этихъ высотъ. Для этого вам$- 

1 1 
тимъ, что дуга АВ= д’ Кута АО— *Н окружности; сляфд. дуга 

1 1 1 
ТЕ окружн.; 14%. АС: ВС. Отао- 

жимъ дугу ВС на АС, и пусть Ш,Е... суть точкя, тхВ бу- 
дутъ падать концы этой дуги. Опустивъ изъ иихъ перпеидикузяры на 
ОК, получимъ 

С.0> ВзС,; ОзЕ,> В.С: ..... ‚ в потому С,0>в . ВС 
или СС:>пт. Ва (а. 

43. Пусть (чер. 714) АВ сторона прав. п— кз; провехя рад1усъ 
ОСТАВ, получимь А(-— сторону прав. 2и—ка. Такъ какъ паощ. * 
АСВО—= АВ. ОС, АВ.ЕВ, то пзощ. прав. 2п—ка—5,:„= 
= 1/3 8.п.4 Вр,„.1/, Е, гдЪ р,—п.А В есть перим. прав. я— ка; сл$д. 

р,= В 3»; & 5„„ Увеличивается съ увелич. я (см. пред. теор.). 

&8. Пусть навменьнй перяметръ имфетъ веправ. многоуг. АВС) 
(чер. 715). Изъ его сторовъ по крайней мфрф одна, напр. ВС, не 
длится въ точкВ касаня Е пополамъ. Замфнимъ эту сторону сторо- 

вой В: С, ноторая въ точкЪ касашя Е, дфлится поволамъ, и про- 
ведемъ изъ центра прямыя ОВ, ОВ;, ОС, ОС;; тогда волучимъь 
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уг. АВС+ уг. РОВ=и. АВ, Сиуг. ОС, В,. Но уг. 0В6—= 
==1/4 уг. АВС; ОВ, С, —АВ,С:.., поэтому уг. ОВС+ОСВ-—= 

Чер. 714. Чер. 715. 

[6 С, 

= ОВ: С!--ОС,Ви, а сафд. и остальные углы треуг. ВОС и В:ОС, 
равны. А такъ какъ эти треуг. вмфютъ одинавл высоты ОГи ОЁЕ,, 
притомъ треуг. В, ОС; равнобедр., то площ. В:ОС:<площ. ВОС 
и слфд. В, С1<ВС, нач В, Е1-+ Е. С.<ВЕ+ЕС, а потому 

В. Е-+ В: Е!-+ Е, С1+Сб<ВЕ+ВЕ+ЕС+ 06 

т. е. периметръ неправ. иногоуг. всегда можетъ быть уменьшенъ; по 
этому наименьшй периметръ имфетъ мвогоуг. правильный. 
Я9. На основан:н предъид. теор. доказ. подобно теор. 43 5 299. 

$ 300 (стр. 237). 

Я. Освковаве искомаго треуг. извЪстно; вершина должна лежать 

на лин!и, параллельной основан! ю, находящейся отъ него въ разстоя- 
ви высоты АД даннаго треуг., и на окружности, описанной рад!- 

усомъ 6; изъ точви С:, соотвётствующей точкф С’ данваго треуг. 

Ръшен два, одно или ви одного, смотря по тому, будетъ ли 

[71 >Ар, 5,—=АХ, 5: <АФ. 

Ф. Рьш. подобно 1-й. 3. Высота искомаго треуг. есть 4-я 
провпорц. къ АС, ВД и а1, гд АС и ВЛ суть освоване и вы- 
сота даннаго треуг. Я. Рёш. подобно 3-й. $. Основан!е 
искомаго треуг. есть 4-я пропорц. въ ВС, Ви 1, гдё ВС осво- 
ване, й— высота давваго треуг., #, —разетояше хавной тозки М отъ 
основав1я даннаго треуг. 6. Основан!е треуг.—сумы% основан!й. 

3. См. зад. б-ю. $. Изъ средины стороны, равяой основан!ю, 
возставить перпендикуларъ: отложить на немъ высоту даннаго треуг., 
соедивить полученную точку съ концами взатой сторовы. 

9. Рьш. на основаншм зад. 1-й. #0. Вершина треуг. опре- 
АЪлитея пересфзешемъ ‚лив!и, илущей изъ конечной точки основая:я 
полз. уг. В, и параллели къ освовацщю, проведенвой ва разстоааш, 

которое равно 4-Й пропорц. къ В, а и 31, гд № н а основе ц 
высота ланнага треуг. 
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ЯЙ. Вершина треуг. на такой же параллелв, какъ въ предъид. 
захд., и на окружности, онисанной изъ конечной точки основания рз- 
длусомъ 6:. Рьшев два, одно или ни одного. 

13. Р\м. подобно 11-Й. Я3. Р+ш. подобно 11-й. 
#4. Основан:е искомаго треуг. есть 4-я пропорц. къ ВС, Вим, 

тд № высота даннаго треуг.; #1 разстояые О отз ВС. 
$. На основани теоремы объ отношенши площадей тр—ковъ, 

им ющихь по равному углу, найдемъ, что сторона равнобедр. треуг. 
есть сред. пропорцюн. между сторонами АВ и АС двннаго треуг. 

#6. АХУ (о. а м треуг.; ВД || ММ; 
п. АВ А пл. АВ АЛ 
р Е *®— 

п. АВС АС’. АХУ  АУ®’ А7*—АЛ.АС. 
#3. Если АВС (чер. 717) искомый треуг., то АВВ С-АС—= 

Чер. 716. Чер. 717. 

А 

—=АВ-{ ВГ-+ СГ+ АС=АВ- ВО-+ СЕ-- АС=АО-АЕ 
—2АО; слфд. А)О—р. Площ. АВС=рху, гд\ т— рад. впие. круга; 

[7 
сад. р’ С их: 1—6: 2р, тд Б есть основане, #— высота дан- 

наго треугольника. Поэтому, построивъ 7, надо рад!усомъ т описать 
кругъ, касательный къ сторонамъ угла А; отложить АДЫ—Рр; опи- 
сать кругъ, касательный къ АЕ и къ АЛ въ точкВ Ш); превести 
общую внутреннюю касательную. 

#8. Означивъ основане и высоту даннаго треуг. АВС черезъ 8 
и В, основание и высогу треуг. МОМ черезъ 65; и №, основавше ис- 
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28 [ИО оЪ 
вомаго треуг. черезъ х, позучвиъ — =——, или 13—5,.-=6:9, и0- 

х 518 бл №1 
Б 

лагая кА Построивъ у, а затфмъ 1, надо на < построить 
1 

треуг. со МОМ. 

#9. Р+ш. основано на томъ, что параллелограммы съ раввыми 
основан!ями и высотами равновелики. Рфшен!й два, одно, или нн од- 
ного, смотря по тому, будетъ лин т больше, равно или меньше вы- 
соты параллелограмма, за основан!е котораго принимаемъ лин АВ. 
0. См. предлид. зад. 
2. Другая сторона искомаго пзраллелограмма есть 4-я пропорц, 

ЕЪ ЛИН 18 Н сторонамъ даннаго параллелогр, 

ФФ. Основаше искомаго параллелогр. есть 4—я пропорц. въ ос- 
нован!ю и высотф даннаго и высотЪ искомаго. 

23$. Рьщ. подобно зад. 7-й 6 300. 
5. Другая дагональ ромба вдвое больше высоты параллелограм- 

ма, соотвфтствующей сторон, принятой за первую ж!агональ ромба. 

®6. Сторона искомаго квадрата = = —= 13 (2а)*—а*, тд а 

сторона даннаго квадрата. 
3. Задача приводится къ построен!ю треуг. по гипотенуз® и вы- 

сот», которая есть 4—я пропорц. къ @, 1/44 и т, гдВ 4 есть Юа- 
гональ даннаго квадрата, 
%3. На основанши выражен!я площади трапещи. 
29. Приводится въ зад. 21-й 6 300. 
$9. Если хи у стороны праи—ка, то ху—т?, Х--У=р, и зад. 

приводится къ зах. 11 5 233. Задача возможна, если т<Изр. 

ЗЯ. Построивъ квадратъ 77°, равновелив!Й данному прямоуг., при- 
ведемъ задачу къ предъид. 

т? т?\3 : 
$2. =— в —27?, гдЪ х есть разстоан!е точки пе- 

ресЪчен!я искомой зин!и съ стороной угла ВАС оть его вершины 

А, а а разстояе точки О’ отъ стороны уг. ВАС. 

$3. Пусть треуг. 4 ЕД (чер. 718) требуемый; проведемь ОМ + 
АС, ОМУ АВи ОК|| АВ; положииъ О№М=ОМ=5; ОК=АК 
—а; АЕу, А)—х. Тавъ вавъ треуг. АЕД=АОЛ--АОЕ, то 
площ. АЕ)—т* — 1/65 -|- 1/збу; слфд. 656у—2т?. Такъ какъ 

АЕДс>КОЬ, то —_Р и сд. ой 
а 1—а х—а 

34. РЬш. подобно зад. 32-й $ 300. 

$5. Пусть ММ (чер. 719) требуемая лин!я. Проведемъ (Л || АВ; 
проведемъ черезъ М, М,О окружность и продозжимь ДО до перес$- 
чен1я съ окружностью въ РЁ; тогда ОД. ОЕ=ОМ.ОМ=т?; опре- 
дъливЪ отсюда ОГ, навдемъ точку №, описавь на ОЁ дугу, вм$- 
щающую уголъ, равный уг. ВАС, ибо у. ОМЕ=МРЕ=ВАС. 

36. Пусть (чер. 720) ММ=1 в пзощ. АМ№—т?. Если АМ, 

30 
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АМ=у и МР! АС, то 11—179-|-у3—2х. АР; г. МРЕ2тз. Взавъ ва 

Чер. 713. Чер. 719, 

км 5 
АМ точку Л и провеа ДЕ| АС, будемъ имфть А)=а, АЕ, 
РЕ—б— лини, вполн% опре- 
дЪляемыя положен1емъ точБи Чер. 720. 
Л и которыя салфд. можно 
привать за данвыя. Такъ какъ 

АМРо АЕ, то АР"; 

МР Е слд. И — 

5 
— 9х. Ч. т. тя. 

а а 

Отсюда получимъ 
‚> ЕР Х 

Сы а потому 

= 1/4 Иов и=- ие) 

$3. Проведя ЕЛ (чер. 388), нужно замфнить треуг. РОС рав- 
новеликимь ему такъ, чтобы вершина этого послфдиаго находилась 

на пергметрЪ. Для этого изъ (7 проводимъ параллель къ ЕП до пе- 
ресёчешя съ ДЕ въ Н. Если СН не пересфчеть ДЕ между Ди 
Е, то надо ОЕ продолжить и потемъ относительно полученной ило- 
щади позторить те же построеше. 
$8. Раздфлить сторону на п равныхъ частей. 
$9. Приводится къ пред. зад. 

ув 

&0. На ВС отъ В отложить вое ‚ на АС оть А отложить 

А С 
А о ‚ на ОС отложить ре ит. д.; А соедивить съ 

р, Фъеьв, Есь Еит 4. 
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4. Исксмая точка должна находиться отъ каждой стороны на 
разстоани 1/. соотв$тствующей высоты; поэтому параллели, проведен- 

ныЯ изъ нея къ сторонамъ треуг., должны отефвать на другихь сто- 
ронахъ третья части. 
43. Разстоян!е искомой точки оть (есть 4-я пропорц. въ ВС, 

Ви 2411, гАБЬ высота даннаго треуг., №1 —разстояв!е точки Мотъ ВС. 
43. 1) (чер. 721) средина ВС; ДЕ] 40; ОЕ—искоиза, ибо 

ш. РОС _ОС.Ь: 1 ср 
оС РА ВЕЖЩеаН 6 
ие 70 ВВ о. 

Чер. 721 

С 

@А. Линю ВС раздфлить на п равныхъ частей; изъ точекъ дф- 
лен!я провести параллели къ лини (0.4; точки пересфчег!я этихъ 
параллелей съ двумя другими сторонами соедвнить съ О. Доказ. по- 

добно предъид. 

&5. Привявьъ АД за основан!е искомаго треуг., опредфлимъ его 

высоту изъ пропорции МНЕ, тдЪ № есть высота трезг. ЕЁРС, 

соотвфтетвующая сторонф ЕЁ. 
@©. Проведемъ черезъ М (чер. 722) прямую МХ, отсфкающую 

отъ треуг. АВО часть АМХ=/; АВС (зад. 44), в изъ № пря- 
мую МУ, отсфкающую отъ АВС Чер. 722. 
часть АВУМКЬ—*/;, АВС; МХи 
МУ будуть требуемыя. Еслн же 
эги лан пересфкутся внутри 

треег., то надо изъ М провести 
шиню, отсфвающую */3 АВС, а изъ 
М№—линю, отсфвающую !/; АВС. 
3. Раздфзить ВС въ отноше- 

ви т:4. 
&%. Построивъ на МВ треуг. 

МВО, равповезлиюй АВС, тэкъ, 
чтобы уг. В остался безъ перемфны —зад. 3 $5 300), можно свести 
задачу въ предъид. 

пл. ОВС _ т 

пл. АВС тп р | 
отъ ВС относится въ высот треуг. АВС кзкъ т:(т-п-Ёр). По- 
этому искомая точка должна находиться на параллели къ ВС, дфля- 

30* 

49. По услов!ю задачи ; с2%д. разстояне О 
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щей высоту треуг., & сяёд. и сторону АВ, въ отношения т: (тя р). 
Точно также искомая точка должна находяться на параллели къ АС, 
хфанщей сторову АВ въ отношени я:(т--я-{Ер). 
$0. Р»ш. подобно 48-й $ 300. 
ЗЯ. Построивъ на АМ я МВ, ве изыфняя уг. А и В, треуголь- 

ники, равновелик!е АВС, привехемъ зад. къ зад. 47-й & 300. В» 
елтча, если лин!я, отд®лающая отъ постросннаго на АМ треуголь- 
ника часть, находящуюся во всему треуг. въ отношен т:(т--п--р), 
пересфчетъ продолжев!е АС, надо эту точку перенести на периметръ 
треуг. АВС, какъ это указано въ зад. 37-й. 

5%. Пусть (чер. 123) МХ требуемая прямая; проведемъ СУ|| ВХ 

и соединимъ У съ Х; тогда пя. ВСХ—пл. ВУХ и РУХ т 

Чер. 723. —_т _АМ 
а =*-Зу. Опред®ливъ ВУ, 

найдемъ Х, проведа изъ В па- 
раллель къ УС. 

53. Обозначивь черезъ Х 
точку на сторон АВ, взъ ко- 
торой надо провести параллель, 

В —>С будемъ имЪть 1 ; схёд. 
й РЕ рее АВ 9 р 

О зад. приводится къ построеню 
ие". сред. пропорц. 

ай 54. Означивъ черезъ Х,У,7, 
О.... точки па АВ, черезъ которыя надо проводить паравлези, бу- 

И Е 2. 42 _3 + 
ЯВ р реза: В р РУ: ва —,...; СЛЪД. ДлЯ ОтТыС- 

кан!я Х,У,2... надо построить средн!я ни 
$5. Рьш. подобно предъид. 
56, 53. 58-2 зад. приводятся къ 53, 54, 55-Й зад. $ 300, ес- 

ли данный треуг. АВС обратить въ равяовелнв: в ему, замфнивъ вс 
лин!ей, пзраллельной ММ (зад. 16 $ 300). 
59. Приводится къ зад. 55 5 300. 
60. Приводится въ зад. 56 $ 300 или можетъ быть р+шена по- 

строевемъ сред. пропорц, между СВ и 1/4 разстоян!я точки пере- 
сфчев1я высоты съ СВ отъ С или оть В. 
6. Отдьливши лин1ей ХУ|| ВС отъ треуг. АВС часть АХ У= 

—13/3 АВС (зад. 55 5300), надо треуг. АХУ раздфлать на дв% равно- 
велик!я части лив!ей, перпендикулярной къ ХУ (зад. 60 $ 300). 

62. Приводится въ зад. 55 и 38 5 300. 
©3. Проведя изъ А дагональ АС, приведемъ зад. въ зад. 38 6 

300. Есди вадо раздфлить на 2 частей, то надо каждый треуг. раз- 
дфлить на ® частей; з если чисно частей будеть 2и--1, то кажлый 
треуг. надо раздфлить на 2я--1 частей и соедимать эти части по дз$. 

©4. Каждую изъ параллельныхь сторонъ раздфлить на ® раввыхъ 
частей. Можно также раздфлить среднюю лин!ю на ® равныхъ час- 
тей и черезъ точки дфлен!я провести лвы!и въ произвольныхь направ- 

демъ имЪть —— 
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лен1яхъ, но такъ, чтобы он внутри трацешя не пересекались между 
собой и не пересвкаль непараллельныхь сторовъ еа, а съ парахлель - 

выми сторонами пересфкались. 
©5. Рэлдфлить среднюю лин!ю на п равныхь частей; лини, прехо- 

дапля черезъ вершину я точки дфлен!я, будуть требуемыя, есаи он% 
перес$каютъ параллельную сторону трапецщ!и, ве призежащую къ дан- 
вой вершии$. Точки же пересфчен1я продолжен1я параллельной сто- 

роны съ этими лив1ями нужно перенести на периметръ трапещи (см, 
зад. 37 5 300). 66. Сы. зад. 65 $ 300. 

©3. РаздЬлить оцну изъ параллельныхь сторонъ на я равныхъ 
частей 

68. Среднюю лан!ю раздфлить на я равныхъ частей; изъ верши- 
вы провести лин!ю черезъ первую точку длен!я до пересфчен!я съ 
одной изъ вараллельныхь сторонъ; изъ точки пересфчев1а провести 
линию черсзъ вторую точку дфлен1я и т. д. 

@9. Проведя (чер. 724) изъ О лив!м въ С и Д), раздфлимъ мно- 

Чер. 724. 

гоуг. па треуг-ки ОСР и ОВС и 4—кь АОШЕ. Проведемъ 
ВЕ|| ОС. тогда ОЕС равновеликь ОВС. Четыреуг. АОШЕ обра- 
тимъ въ треуг. ООС ; затфмь ОШ,С обратимь вь ООН; ОЕН 
есть требуемый треуг. 

30. Пусть АВСР данный 4—къ; обративъ его въ треуг. АЕВ, 
вершина вотораго Ё лежала бы на сторон$ ВС, раздфлимъ осво- 
ванне на й равныхъ частей, и тЪ точки, которых помфстятся на ЕС, 
перенесемъ на периметръ четыреугольника (см. зад. 37 8 300). 

ЗЯ. См. зад. 70 $ 300. 
32 Въ уг. ВАЕ проведемъ линю ЕР@’, образующую треуг. АРС, 

равнокеликй КГ,М; потомъ точки Ри С перенесемъ на периметръ 
многоуг. 

33. Пусь ЕСКН (чер. 725) данная ломаная; соединимъ Ё съ 
К и ностроимъ треугол. РКТ, равновелиый ЕКС и имфющий вер- 
шину въ [/ ва периметрф многоугол. 4 ВСОЕ по ту же сторону отъ 
ЕК, взкъ и С; тогда ломаную ЕСК мы замфнимъ прямой Г.К. 
Чтобъ замфнить ломаную [КН прямою, проведемъ Г.Н и построимъ 
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па ней треуг. ДНИ, равновеликй ГНХК я ичвюшИЙ вершину въ ЛМ, 
ц0 туже сторону оть СН, какъ и К. Ливя Г.М будетъ требуемая. 

ЗА. Си. зад. 70 5 300, 
Чер. 725. 85. См. зад. 70 5 300. 

А Э®©. Приводится къ д3- 
леню треуг. въ отноше- 

ни т:® и къ зад. 37 
8 300. 

Е 959. Сы, зад. 76 $300. 
Е 88. Раздфзлить въ отно- 

В ; Е шени 72:9 сторону, ке- 
: =”) торая должна пересЪ ваться 

съ дфлялщей прямой. 
39. Основан!е раздф- 

жить въ отношени 97: ®. 
%0. Приводится къ 

подобной зад. о треуг. и 

къ зад. 37 8 360. 
51. Рш. — подобно 

С\ ( предъид. помощью зад. 
р 69 $ 300. 

$3. Проведя изъ М (чер. 726) лини, д®ляийя пополамъ дв 
противоподожныя сторовы АД и ВС, позучимъ транещю, равновели- 
кую паралделограмыу и непаралхельныя стороны которой перес%- 

каются въ М; поэтому приведемъ зад. къ зад. 79 $ 300. 
$3. Проведя черезъ средины противоположныхъ сторонт лини, 

параллельных ММ, приводемъ зад. къ зад. 78 5 300. 

Чер. 726. Чер. 727. 
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ЗА. Сы. зад. 82 5 300. $5. Сы. зад. 83 $ 300. 
86. См. зад. 83 8 300. $5. Продолжимь ВА и СД (чер. 

127) до пересфчен1я въ 0; построимъ треуг. АЕ, раввовелиюй 
АВС, и раздфлимъ его ливей АС въ отношени т: и; тогда 
останется обратить’ треуг ОАС въ равновелиыЙ ему ОНК, осно- 
ван:е котораго || ВС (зал. 16 $ 300). 

$8. Искомая часть = = всего многоуг. (см. $ 295). 

$9. Взявъ на АВ (чер. 728) произвольную точку Р, проведемъ зи- 

„ „ 

ню РО, дЪдащую многоуг. АВСОЕ Чер. 728. 
въ отиошени т:я” (зад. 81 $300); 
затфыт, продолживъ АВи СДО до 0 
пересфчен1я въ О, построимъ треуг. Я 
ОНК, равновелимй ОРО и осно- 
ван!е котораго НК || ММ (зад. 16 
$ 300). Еслибы точка Н пришлась 
на продолжен стороны ВА, то ее 
надо перенести на периметръ мно* 
гоуг. АВСШЕ въ точку Г, сторо- 
ны АЕ (зад. 37 5 300); потомъ по- 
строить треуг., равновеливй (КГ 
(гл 01 точка пересфчешя АЕн 
СР) ивыфющи основане, параллель- 
ное ММ. 
90. Продолжить стороны АВи 

С до пересЪфчен!я въ О и обра- 
тить треуг. ОАШ въ равновеликй Мм М 
съ основан!емъ || ВС (зах. 16 $ 300). 

91. Приводится къ зал. 90 н 87 $ 300. 
9». Предположивъ задачу р$Вшенною и продолживь ВХ и СЕ 

до пересЪчен!я въ О, увидимъ, что треуг. ОБЕ равновеликъь ОА С; 
слфд. задача приводится къ зад. 16 $ 300. 

9$. Приводитсл къ зад. 55 и 64 $ 300. 
94. Изь А провести прямую АМ въ средину 1/ прямой ВСин 

оба треуг. МАВ н МАС раздфлить въ отношевди 1:3. 
95. ММРО (чер. 729) искомый праямоуг.; АД! ВС; 

МР_ВМ МИ_АМ. 
АВ’ ВС АВ’ Чер. 729. 

т?. А В 
отсюда ВМ. АМ= АЛ ВС: 

Если р есть сред. пропорц. 

между АДи ВС, а х сред. 
проп. между ВМ и АМ, то 

т?. А В? т. АВ 
— ев 5 .— Фо . 

Найдя р, а потомъ и х, опи- 

шемъ на АВ полуокружность и проведемъ параллель къ А В на раз- 
стояв!и х отъ нея; изъ точки перес$ченя этой параллели съ окруж- 

7% 
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ностью опустимъ на АВ перпендикуляръ; тогда и опредфлится точка 
М— вершина искомаго прямоуг. Задача вообще хопускаеть 2 р%шен. 
9$. Если а,Ъ,с суть стороны, ай, №,, №, высоты треуг., то 

ВВ 
а —6,—ей,, откуда а: №0: Вс: —; с4%д. искомый треуг. 

с 

подобенъ такому треуг., стороны котораго суть высоты №,}, и чет- 

вертая пропорц. къ высотамъ. Построивъ этотъ треуг., легко по- 
строить и искомый, зная, что въ подобныхь треуг. высоты пропор- 
цональны основаи1ямъ. 

93. Приводится къ зад. 73 и 16 $ 300. 
9$. Описать на & дугу, выфщающую уг. А, и провести лин!ю, 

г т 
параллельную а, на разстодн!я =—- отъ нед. 

99. Сторона 6б—ка— _22 г 

#00. Пусть (чер. 730) ВО=*%, Ар=а. ВТ=5; АВГ_МКО 
==ВСО — ВКГ; по па. АВО = 1/3ав; пл. ВСР = У; 

Чер. 730. 

В 

пл. МКР _ МО* па. ВКГ, 27 2». 
_ ВКГ и ы. ВО а; м. ВЕТ, ша.Вр=7 55} 

ся%д. ш. ИКДО—= Е. пл. ВКТ. == МЛ*.ь и Е. к - ИР". 
д 25 ' 2 2 — 

__ А 2% 4 (5—2 2? 

а ры а 
#01. Стороны=р-- И р— т. 
#0». Пусть (чер. 731) РЕЕ—=!/, АВС; АВ=а, Вр=х; 

п. ВОДЕ! пя. АВС; шо $ 290 пмфемъ 2—2) 1, откуда 
а 

2=1/за-1/вУ За?. 
#03 Пусть (чер. 732) пл. АМ У—=пл. МВМСи АМ-+-ММ-- 

+ МА=ВМ -- ММ-- МС-|- СВ; если АМ=х, АМ=у, АВЕ, 

АО—5, ВСЫ—а, то = 1/.; г Ну—=иолупериметру = р; гиу суть 

ворни урав. 23—р2--1/. 6—0. 
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Глава Х[. 

$ 341 (стр. 266). 

3. 2. $. 22630’. 9. 71). #0. 2625. 
#%. 311/.. #3. 1575. Я. 734. 1$. 11/4 арш. 

Чер. 731. Чер. 732. 

А 

М 

#6. 75 с. 3$. #3. 150!/;. Я. 7 дюйм. &9. 22. 
20. 36*/.. 21. 1. ФТ. 14 сах. 23. 256. 
А. ‹/:. 25. 14 саж. 26. 38. 33. 97020 р. 
35. 343. 36. 30°. $8. 1$. 132. 39. 1 зари. 
43. 6 $. 6 л. 45. 616. 43. 42 дес. 2325 кв. с. 
50. 62.83 вв. ф.; 15,7075 вв. д.; 1319,43. 
5. 1,5; 79.5... 52. 99,771: 15,1839. 
53. 22%55'8",3; 68945'25". 54. 76,4. 
55. 314,15 вв. ф.; 19,6343 вв. д.; 138540,15. 
5Ф. 7,0683 вв. ф.; 19894,9 вв. д. 
59. 8 и 50,264 $.; 6,77.. и 42,53... 
5%. 5796,2 кв. ф.; 374,06. 59. 7482,878; 136,655. 
60. 16*/;; 63°39'49”,8. ©. 2291,59. 

з 

62. РИ. — 19%53'41”,8; г—57,6. п 
5 

63. —1/ 3605—1422; 1 377 — 12,53. 
пт 90 

64. 1—= 80 = — 1,3797; =, 4363. 

1 
65. уе 44" ,8; 51/51. и= = =120. 

66. ыы — 207921736”; 172$ И: — 64,56. 5 

63. 1-88, 5. в 09. 
360. 68. 360" ое Е =4,039. 
с 
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63. „36 —81°; = —1833,5. 

30. 1/(1/®—1)=0, 2854; 1/3 (=, 059 Я/з(25—3уЗ) 

—0,0906; 1/1%.0,1415=0,0118; 1/.(4—3У?3 )==0,614;1/1,(5=—3)= 
—1,0589; чЧи(от--5—У125 о за. 2. 
3%. 10,995 и 9,67...; 2,221... и 0,3927; 2,1139 и 0,377; 

И 5) и за --У 5). | 
33. 12,566. 94.24% 95. =. — И 0-2; 

э®. 5—зИ10-—295. 33. 0,32929. 38. 5 из. 

39. 50,264. 80. 22,6188. 81. 60°. 53. 3,6. 
$3. у1).. $4. 0,408; 0,707. 85. 354.64... 
$6. 263,886. 83. */;—1У 3—1,2283. 
$8. 7/1^—У 3—1,93... $9. 2т--1; 1; 1. 

90. !/;, 11У #11 3...... У 8- 

$ 342 (стр. 211). 

Я. На основан выражен!л длины дуги, содержащей извЪстное 
чисхо градусовъ. 

3. Хорда, заключенная въ меньшемъ кругф, будетъ подовином 
всей хорды. 

&. На основан1и выражен!я окружности по рад!усу. 

$. Надо показать, что сумма полукруговъ-—площади квадранта. 
©. Надо показать, что площ. описаннаго позукруга=—площ. квалравта. 
3. На освовав!и зад. 50-й $ 232. 
$. Окружность, описанная на касательной, будетъ==каждой изъ 

данныхъ; поэтому надо въ нее вписать квадрать и доказать, что 
онъ=—площади, заключенвой между тремя окружностями. 

9. На основан!и свойства перпендикуляра, опущеннаго изъ точки 

окружности на д1аметрь, и выражен!я площади круга. 

ЯФ. Искомая площадь состоить изъ сегмента, равнаго каждому 
изъ двухъ остальныхъ, и треугольника, равновеликаго треугольцику 
одного изъ секторовъ, которые получимъ, соединявъ точки дфден!я ст. 
центромъ. 

ЯЙ. Надо вычислить плошадь каждаго отрфзка и потомъ взять тре- 
буемыя отношения. 

#®. Плющ. АКВРЕМА (чер. 733)—=АКВ-- ЕРВ — АМЕ— 

тя, в ея ОНИ 1уат | 8 тая Ш. — /з 9 8 РУ —— 7% плз из == 

Ея ="(* ии) ур 2% 1 „а. 

п? п 
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Площ. = 

=1/ ди — ия" —1/ 2 2), ит, = 

аа ЕТ —1 2п Ей, 1 
25 г —— — —пу% ит. 1. 

а яз эт » 

Чер. 733. 

Н 

$ 343 (стр. 272). 
Я. На основан!и отношен1я окружностей. 

Ж. Радусь—и-Е 1. З. Изъ урав. паА— ти пайдень =”. 

$. Радусы круговъ будуть средн!я пропоршональныхя между хи 
. 
—, между гит, между ги — т.... и. ху РА у = 

ЧАСТЬ ПП. 

ГЛАВА Ти Ц. 

$ 392 (стр. 299). 

®("—1)(и—2) 
{. Число сочетан!й изъ п по 3, т.е. 123 

%. Наибольшее чисдо—чисзу сочетав!й изъ я по 2, т. ем". 

аа Баия стя НЫ 
3. Уз— в, а. у Е. $. И“ 1 /во. 

з 
‚ ©. лы 2 4,95 или 44 — 1.05. : не 

р р ИД 
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$. 30°. 9. 5. 15,2. 20. Ия -А—29. 

#1. ул 5—3,9. 
#3. Въ задач пропущено услов1е, что лин1я, соединяющая вер- 

шины угловъ, перпендикулярна къ ичоскостамъ этихъ угловъ. Иско- 

мая панна— У %--с%-|- 638—173. 
А. Чтобы три прямыя лежали въ одной плоскости, необходимо 

и лостаточно, чтобы наибольш!й уг.—суммВ двухъ остальныхъ. 
$. Плоскость | АВ и проходащая черезъ средиву АВ. 
#6. Лин!я сфчевя плоскости Р съ шосквостью | ММ и прохода- 

щей черезъ средину ММ. 
3. Плоскость, параллельная данвымъ и дфлящая разстоан:е ме- 

жду ними яъ отвошени 27: ». 

#8. у —Ра*--5— 32,18. 

$ 449 (стр. 330). 

Щ. 175. 2. ву 5“--А—15: лрумя площади=123,5 и 111. 
З. 112--И@/ь р); У@-28— ря. 4. У251—10. 
$. Пусть (чер. 734) ОО,=р; проведемъ черезъ О, плоскость || ос- 

вован1ямъ; она пересфчеть плос. АМ№ шо ЕК || АБ, и ВБ будетъ 
—р. Треуг. 5 В=МКВ, елфд. МО—2р; поэтому ВМ№М—= 

—=У 42-1) вмз; а площ. АМ=АВ. ВМ му ар вия = 

—1 и 2-м; 1) 15; 2) 0,65. 
©. Плоскость, проходящая черезъ ковечныя точки реберъ, выхо- 

дящихъ изъ А (чер. 735), пересфчетъ грани куба по равностор. треуг. 
ВСО; плоскость же, проходящая черезъ конечныя точки реберъ, 
выходащихъ изъ противоположной вершины, перес%четъ кубъ по рав- 
ностор. треуг. В1С:О;; илос. ВСР || плос. В, С!О:. Третья плос- 
кость, дЪлащая пополамъ разстоян!е между ВС и В: С.Г: и па 
раллельная имъ, раздфдить поподамъ ребра ВС и ВС;. В.)а 
ВР!,С.Ди СР; поэтому она пройдетъ черезъ 6 точекъ Е, ЁР,С,Н,Г,К 
—средины реберъ куба—и представитъ прав. 6— къ. Дфйствительно, 

ЕЕ—=РЕС==... по равенству ирямоуг. треуг. ЕСЕ, ЕО. @,СВН....; 
каждый уг. шестиугольника—1209, ибо напр. уг. К1Н=180°— 
—5г. СВО—180°— 609. Если сторону 6 —ка назовемт а, то сторона 

треуг. будетъ 2а; площ. треуг.—а?УЗ3 ; площ. 6—ка=3/34*/3; от- 
ношен!е площалей—11/$. 

3. УЕ а = 4. 
З. Уз(6*—1*)=0,5 съ тозн. 0,01. 

Э. У —1/;41—3,14.... #9. :/,1*УЗ. 

ЖИ 2СВ--5—2У5] _ ИВ: 
Я. ев 1%. (чи $) = 

3. а —2,4. ЯА. Соединивъ вершину пирамиды съ ере- 
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дивами сторонъ основан1я и средины этихъ сторонъ соединивъ по- 
ся%довательно межху собою, получимъ пирамиду, на ребрахъ которой 

Чер. 734. Чер. 735. 

я 

НЙ 
Ир 

В 

будуть лежать верхн!я вершины куба; означивъ $ сторону ея осно- 

ван!л, найдемъ, что ребро куба—=-——-; но —-°, тдВ @ сторо- 
В У? 

основ анной пнрамиды; слЪд ебро куба с . ) . = —. на д р р ву 

п — « 
$. — —1/ . а. 4/ 2. — 8 У 8 12 [. у #3. ри Г —1 75. 

18. !/,(У В--2У 5 }*—19,6; 15(2У В-У 6 )=25,6. 
#9. В—ИаУ 3—315,6;5,=3ай—2592; 5=и/за(6ь--аУ 3 ̀)= 

—3223,3. 

29 7—= 54 В—1ла?У 3 —=3055,3; 5—5. за? 3 = 

—19718,6. 
31. Ву З— —27,112;8,=5-—/:аИ 3=1744,576; &—= 

ИВ — 31,024. 

В\/ 3 ——- 
$%%. «2 РУ 5=2Изву 3$3—555,5; 5— 

=2(В-+® Из а 5. 

51 а 3 33. ==; Вчера =:21,112; 5=81-- Пра 

®4. <—— 1 3+4 И +57 3--3%*=7,965; 

$1=3( /ь5У З+-3®—ВУ 3)=215,055; 
В—!/(5—51:)=27 ‚472. 

——223,424. 
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25. 5=5!-{28=—462; = 873 ВУЗ ЕР 54; 

5, А— = —12.79 
2 Узву 

36. В 81300; = 80 —26,32}: 

НЫЕ. ВНИИ 
И 6(3—5 уз 

23. 5.—5$—2В—228,8; 5 2(1+Ум—«В1—= 

=Иаву ера во В—2 В 
=Иарав+уя—2 1,8; Ви. 

26-5 

ХЗ. ^— ы <==35; В=Ур (р—а) (р—5) (ре) = 122,9; 

але 8. 
2э. 88-28-5800; Им -—2У@ ав) (&—2В)=, 

В ==17,804; = 8 -- Е т. 

30. = =—12; Вы въ== 144; ВЕ 1056. 

5—2ай а($— а) а(5—2а})__ 

а ок 
—234. 

51 : 
$3. 5—5:--2В; анЪ раввы те "У &- 4В; 

$—=3240; а—=30; 65—20. 8, 

33. В—а/а-4)ба—а=120; =. 1—14; О= 

—5, ау Фа-Ра) (да -а)=968. 
З4. = 2а*—2Ум— ВУ В— УВ (см. зад. 27); 

И=20,14; =2:=82,11; ВР 2514; Ва В==3210. 

48 
35. ев ев = 25-5488; 

В=2У р(р-а(р-Ъ)(р—а)=240; 5=5,-{+2В-=1104. 
3$. 5,—2№(а--5)=244,8: 5 =2(а--5)--2 ?=342; 

4=Иа+и_—2У (Ва -В=ил; р=@—593,6. 
33. 1—Ис1— 41—12; В=#—300; 5, =2($-с)=2880; 

5= --2 В=3480, причемъ $—1/(а- Е); а=1/(а—$5). 

38. В &—31,08; $,—=$—25—204,4; =У-- 43,5; 

Аб мо; 
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58—23 Е ты —1 —+ ^—5 С в тдЪ 5==1/4(а--5), 4=/(а—5). 

39. 5.—624—10, 7856; 5=6а®-1ауз)=11,6003. 
40. яда) З- вы ия), 61 или 119,36 

аа. ево) в, 
43. ацит —1)-406 250,35. 

8 
&З. осел: кии" —— — = И ь и И, АА. «(4-1 212) 

45. 5—У—1/.01—49,132; 65 =ИИ—110й—51,052; В=а*= 
—3364; 61=206—6618; 5-=а(а--%)-=9989. 
46. -—=У м1; 5 Ума; ВЫ—а1; 8,=2а УМ Йа; 

5=В-+-8:; 15,556; 6—13,892; В-=196; 8. =388,9; 5==584,9. 

43. 512; В=0'=256; 5.40884; ЗЕ ОЧа-=640; 
40 м_ - / 4 43 8,9443. ‚уе 4 — 14,422; — я 

% 

48. $3—5—а*—576; = ее —16; В=4*—394; 

& = Ум *—18,351; ^—=У5—1/14%—13,229. 

49, «—У201—}')—9,4868; 5—У1/. (№) = 1,6485; 
В—2(*—1)—90; 5:=2У@--)—9) 145,12; 5235,12. 
ты а=У В=24; 65=Уй—1,В=-16; = УЙ—1/,В=10,583; 
Н=2И В(*—1В)=768. Е 

р а=И 5-м Ув 1,536; 5—5 =; 
в=УИН—1),11—15,874; В=а1296; 5,=246—1198. 

53. «—=И В—14; = У, В= 11,972; = УВ = 
—16,553; 51=2 У Вии, В)=463,481;5= 5, В=659,484. 

53. «=Иб— 65—42; 5,=15.(/ 5-Е — 6) == 2940; 

В = (ИЗ —5)*—=1164; = Ими, (УЗ) = 40,816; 

= Им—щ (УЕ = 28. 
$4. а—=уИ В=18; 7 —20; у у+а=, 932; 

9 

У ‘==, 86; 8, =4 С=720; 5—=В--4 (=1044. 

55. 5.=/106—525; Ва" И 55-275) = 241,15; 
8—8, В=172,15; Е = Уд аа — 18,5; 

= Ив —1/,,1*(5--2 У5) = 15,498. 
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56. 95/2100; В=1/ и— тв 

8 = 8+) И 565--2У5) =4248,43. 
53. Е — У —40; 6—УЗ/ аз — 38,157; 

5, =3а Узда —2141,3; 5=5,-{ 3/10 /3—4243,8. 

58. «=Уй-20—Уй_ 20—16; 
$5—1/ (УИС уУй—20)=15; 5,=60=1720; 

- а у —4 5,1445; 5—6 0-4 3/лай И 3 = 1385,1. 
2 36—%3)--2 УЗ(63—№3). 

о Е—= УИ (а—а)=—=14,318; 8, =3/.(а-ра) = 630. 

88/4 Ка--а) 4-16 У 3 (а1-{-в3) 832,65. 
®Я. Сторона верхнаго основ.—-а— У 5625—1715; сторона нижязго 

—29,492; 

100 и 

С 75=225; апое. усфч. пирам, — [= 

(663/;)* -|- [^=“): ; поверхн. 8 = м), 43 -- 

4- а = 1164519. 
&3. З/4 а. 63. 3/4(58—а*). 64. 1/15,а—819,2. 

3 

65. = —468; 5 = свя в. 

5." — 66. 1; = 2304. 

©3. 5,—4У У» = 884; 5 = 4 ИТ == 1222. 

47 а65 
68. ——— 551.2. 69.—!. 

УВ 2(а--5) 
2 @а-ь) и. зо. 988. за. 2 (Ны+у)= 883.68. 
а5, В 

а" В) 
93. 50а Ве и 

==240. 

3. — 6766,425. 

44} а 

* 

ый Аа а э. 

5:(9—5!) 51*(5—51)3 
95. анф пы Ну Ри — 245 — 8), 

т. е. 16и 12; == 1. 

36. 1/4 а--9)0а—4—1440. 

34. — +1. 
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33. + ау (аа) ба—4)—=1152; 

а ЗЫ. 
а и оч чи --чИЯ 

93. 5—4 + ау@а-9)ба—а)—=298. 

39. 5—мА + Уба-ЕОУай— Р)=108,92; 

7У=5, о Ува) = — 1029,6. 

89.4 — УВВ _ 
р 

ры 2а [3 4УУ (а0-+ 7) («0—У) а 
— И@о-+ 7) (в 6-7) ы р: ео | 

81. У— 1/4 (119,4) /,5,—4)=1080; 

5=5.-Ни Е +4 ) (& д —4 ) = 708. 

83. 5 — —— + 4Уро- «)(ь—5)(0—а) = 3136; 

г = Ру) = ито. 
Иа а 

УЕ + + Ур -а)(р—ф—4)=6315. 

84. У—М!/,5—а-Ь)] = 1203,84; 

ПЕЛИ а [об - и —Ва--Ь) аб, а-рь)-=992. ._ 
85. ВЕРЬ —585,416. 

4ТУЗ 5 86.4 =, = 13,856; № = труд = 13,856; 

12УзУЗ В = 5 = 88,136. 

47(9е-ь) %3. 55-5 г 0 -5) —2180. 

85. т в (+ НЕ — 612. 

39. 

ну * и + 4 
90 9и-Н-оНУ р(р—а)(р—5)(р—с) = 1645,1; 

в == — Г 

Ирр-“\РЬ-® р 6) 
1 
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В($—2В) 

я И нуы Зуев ав) №89. 

9%. 51—(а+6с)й; УЕВЬ В=-- 

(ое 5,-аб; Бе = 1 а=т 

(а-Ро-е)(®-Не—а)(а-Не В) (а Ъ—с) = т - ; 

Я (5 — за |-@-5] [+65] = м ; 

( 47 ( 4+. я \ 

а узвузия)(*— УЕ) 

=в = Иа-/(@а—Л;: Г= К 2 — 

а - ЖИ р 47 
— Иатумав- т — 241)  Б/ (та) (т—и)’ 
Б--—т; бен; 6=1/.(т-Рп); с= У (т—м”); 
В=48; 6—17,385; се=9,615. 

бл. 1/(а-5)У *—Ч(а— 5) 
эз ыы а--Ь--2с Е 

2 

НЫ ру -те-5е 
+ («+ Ия—(а—5= 5220. 

95. №.1/,(«--5)/У—а4*—13650, тлф ет 

ов. №(а--Ъ)5— (а—)] _ 
2(а- РУз Е(а—Ъ) 

93. 5=— ау ЗИ — Дай —= 464,29; 

Уи /1ай 3 — «3—505,84. 

98. 5—3 3/41, 392.299; 

Уи за? 3=374, 12. 

99. 5—1/11* И 3-3/,46—=1851,2; 

У—1/1ЗУ 35—11 42—4046,8. 

в — с — 

—125840. 

= 217,56. 

#00. О В Е: — Уз ) сч 384,13. 

#0. З-ЗдУЗ [2—2 (4—3) 3) -=537,1; 
Уд 3(—№*)=643.03. 
АУ __ 

(943+ 25 3) #03 — 254,5. 
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/ 97р* 4В 

би ет а. 
ти мы ЕЕ 

? т | 

#05. 5—4(#—5*)--45/—59—156; 
=4/3 (4—5) 25—49—857,22. 

#06 т” РТ: 8 =:23,324 
то 68-28) —— ИР 4(5--213) — р 

203. =, / Иа 5-2 5)-1ДазЙ 5(5--2У 5); 
Е лза® И 5(5-+-2УЪ). 

208. 5—3а/— Да? 3. 3=2387,1; 
‚ У=ЧйУ 3(49—а)=6134,3. 

209. 5,—3а5 —=1440; УИ 36—34 а*)=5156. 
/ з — 

Я1О. в —= За НТ 3/3 =0665,6 . 

ая. у УВ м 00.8; Ба В, 

г — Е 5=УИй— 1 дя, в—” т 
ЗА 

#13. 1/,,/(а°-- 22а) 3=2182,3. 
#13. 5—2Ца--1)-1?--2—1658; Р=Ч (а -2--а1)=4074. 
Я1Я. 5—341—1452; У-= а 23764. 

#15. 5—30У2=2036; УИ.БИ _ И 

#16. !/,5/1/,5=6859. #19. ВИРТ 1536. 

#85. 41/3—997,5; 1/1:03/2=1629. #89. 33; зуб. 

ы ——— 

#20. муз; у’Уз. — #а. вИтУЗ_ о 
1 1 

123. 168. 423. 06 аа 1/8, 81.5. 
3 3 

Уаз Уаз--53 

#25. 10; 15; 20. 496. 6/3:8:5/26-У5. 
#23. 43.1/(27/2 —22У 3). 12%. м/с — а. 

В 
#29. 5/;2:. #30. › ИЕ —0,04755. 

ЯЗ. 253,7 н 43. #32. Ребра ниж. осн 12 и 8; ребра 
верх. осн. Зи 7; боков. ребро — 16,7 

лы 
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#33. Обозвачевъ черезъ Б верхыее основ. пврам., полузимъ 

"=. (1,8-Е У 1,85-5)=2,52; отсюда У/1,85 = 1,35—5; ‘са%х. 

з 
$— 0,45. Но аж х есть высота допоавительной пи- 

) 

рамиды; поэтому 2,4; а объемъ—0,36. 

зза _УВУВ за т" 180. 
ВВ ъ ®— Уз 

3 

#83. 14 У4й—а*— 5. #38. 4,9; 1,2; 0,9 съ точв. 0,1. 
#39 1ла*--аб--1/45 217 

табя-раб-Нла* 271” 

3 _ о 3 — 
140. 4: (4/1 —3): (4 УЗ —3У4). 

ЯАЯ. 1/‹47/2; 1/вазу 2. #43. 95,17 децим. #43. Ч: 

а4А. 56.7. #45. бр. 96. — #48. 2 метр. | 
: Е 3. 

ИИ н“Их #4%. 4; 6. 

п п п 

ВРУ В ЛУ 5 
#49. 112. #50. — а . 

“УВ-УА ЗУРУЗ 
#52. 36 руб. #53. 24 ке. $. #54. 7 
#56. 2 ори. #55. 3: 6. #58. 3. 160. 2201/.. 
16. 104. #62. 8232. #63. 15,75. аб. 63/.. 
266. 6 дюйын. #63. 1894,4. #30. 347,55 килогр. 
#31. Октаэдрь можно раздфлить на дв раввыхъ прав. четыреуг. 

пнрамиды, которыхъ площ. основ. — а; высота каждой пирамиды 

УП; ава. Рой 1) о) азу?2. У? й . = * 32 —_) 3 . 

$ 494 (стр. 364). 

Я. у2_ 2. ИгизО+4ю). З. г. 

а. РУ (С-В 6) — 1160. °— Для 
опредфлев!я основан!я прямоугольника сфченя имфемъ 1/;78 — 2*— 9%, 
1 — (6—9), гдЪ х—основаше, а у—перпендикузлръ, опущен- 

ный изъ цевтра большаго круга на хорду пересЪчен!я окружностей. 

$. Изь урав. $=Йй и 44=11--5?*, тдЪ х есть освоване сЪчен1я, 

найдемь #—1/4(/ 41-225 /@—25); «+=1,(Уа253У 4—5); 

7—УИ = с; №—15 и 8; 2—8 п 15; 7—5 и 16,15.... 
6. 1/53. 3. 6. 8. Иа. 
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Вт 
м - $1 >. #0. УР (-5. ая. 25. 

#2. */;; Ч. 13, дроу. ЖА. 2187,68. 

#5. 39,93. #8. 1,96. #3. 8023. 4%. 10 

аэ. :/, (у Е 20. т1?/2 38. тм. 2%... 

33. =4(у а 4—2 \/2—У2. В» ден- 
р т 

вомъ частномъ случаф х—1/44 вит (уз ) 

24. ок(1+""(3—*") == $5. пт. 
\ 

36. лу--)-ВУЗ; ик. 
$3. кие) -47Ъ. ©З. 320. ФЭ. 10 сь точн. 0,01. 

30. 535. За 1103 — 3%. ти 33. см. 

34.2. 35.7” 36. жьНииа зз.‹ |. . `2®-—а) . т ( + 2). . /зг. 

38. 11/1 р 
2 эвуять 

39. Питом —128-12№*) 
ао Ит(т-5 — —а)(т—б На) 

«НИИ 
"ууу ны 

Если х есть рад. и 2—высота дополнительнаго кону- 
са, у разстоянйе сфчен!я отъ верхняго основ. даннаго конуса, &— 
образующая усфзен. ковуса, а верхвюю часть даннаго, 

то будемъ имфтъ 2=У Я); та =; а 

М — У (2—1); у= м кв”) - ‚| 

де; И рн ИМЕЮ 
бок. пов. верхней части усфч. ковуса-кА(х--г)= 

(Русе ме ЕЗУЕЕВ = вь В 

ловин$ бок. пов. даннаго кевуса. 
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43. 252. @4. 2тт. 4$. ау 2. 4$. 4тазу/ 2. 
® 

43. 2122,0835. 48. = та. 49. 421. 

$0. па?. $. Зта?. 5%. 1:2:3. 

$3. т “чеке ия | 54. !/ ли 8а*— и). 

2 
55. уз} оз 56. з/;уз. 

53. 1\4/2_У?2+ зИ10о—1уэ). 658. 325,18. 
59. 110. — 60. 21° ва. з. 

а 

= р Е 
= —__ 

63. В В—^, — тп). 64. Уп. 
п — 1 

65. —. 
п 

66. п(В-|-")1-=<(Е1- г); (Е—г=й—№; Ю——35; 
В—-35, сад. 37(7--35-Н7)=(--35)°-7; уж=7; В=42. Называя 
х радусъ шара, а у-—разстояв:е центра шара отъ верхнаго основа 
ня конуса, получимъ 2—17%-|-у%; х°— К1--(№—у)%. Подставивъ въ 
два послфди!я урав. вайденныя нами величины В и ги исключив 
изъ обонхъ урав. у, получимъ урав. 24 1—49—42*-95 Или 
5762—(1764--95)*-{-28224, откуда 2==77,1. 

@3. 536.8. ©8. 56,5. ©9. 1:/,; 2 

30. 192. 94. в. 

33. поч -2)=пу 2-Е гпУ №; сад. 

зи) Зиг) |=). 
отсюда 2—0 их—У (24 —х); слфд. У ;(2#—п}. [®— И7@*—] 
=, иан А — 27-711 7й — 0, 
откуда Вт и 1/5х; а Ут) =" ЗИ ЛУ 3 и х=0. 

ЗА. 2. 35. 3; 2. 3© 64т ’ 

3. 1000. 38 2. 39. 5—9. 9 =ти1*; 215й— 

—=(Уэ- Ун )#=2,43. 

80. 4523,76 и 1884,9: рад. циз.=12 и 5; высота—10 и 94. 

за “Ира 
Г. ‚ гд8 р/ч (а--Ь-|-с). 

3. (ип дУз; ‚ау 3 изв. 
$3. 235,5. ЗЛА. 3. $5. 22,6. $%6. 15400. 

83. 15400. 88. а 1—1,4.3.11; °—=1043,504. 
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3 Е 
$9. 17/53 — 217"). 99. УЗ 91. 1/;мУтя. 

93. д) (/28—@—а); ИЦу2—а—а]. 

; 24 
93. 1—1 т =. 

94. Обратно пропорщюназьвы осямъ вращения. 

95. 6:2 3:3. э6. 1: Уз:2. 93. 1232. 

98. >. 99. 
УЕ 

3609 

#00. и . те Ж0Я. 798°/-. 

_4. уз @ ОЕ ыы те у 
#03. 1.6. 104. г. 12. 

208. 10т;28%. — #053. у, 

#05. туз 6 : 1/овтазУ 6. #09. 1846*/;. 
ЗАО. 2. #8. 263472. 
11%. р (х, - 7з)*—— 8. 
113. 4; 6. #14. 7; 5. 

“а 
12 

#15. град. искомаго круга; у—разстояве этого круга отъ 
меньшаго основ. 

чапубяричькоаиит унив; Е 

Ни’ вх 

тв . У: 2. 2(2—и) (5—7). _ ЖА—). 

= о 2 

усфч. ковуса; 2--высота дополнительнаго конуса; 

’ 

(—и) (ат ")=(В —2)( В+ Вх- а) или 23—73 — 3—3; 
3 3 

сад. У ЕЗ--7)=У562,5=8,25..... 

РР Е РР 

#19. 128,4.... #20. 1. #241. 1пиз2-3у>). 

#22. 1047,816. — #33. 4.2. за. '.:]/ —. 

з 
9% 

#35. а рта: #23. 3. #28. 4410. 

#39. 51; 31/. #30. 1:2:3. #31. гу/12 
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4 8 3(2т—»). „ + 
43%. “У = 133. | /в- #347, . 

3 
7 ее 

#35. 2. 13$. [зп.9— 3.48. 

#33. у—рад. осн. кон., х— рад. шара; 7==У#—№—25; объемъ 
кон.—20т. 25%; площ. сЗчен1я конуса по оси равна 25.60—(65--25). х, 
сад. 2—3}; об. кон.—0б. шара—1957111/ч. 

я 

#38. ›у.5. #39. 4. 
Яо. 6; 4. ЧАЯ. 558643/.. #42. Г75143/1; 447)53/.. 

#43. 9:12:16; 9:12У2: 32. #44. !/.. й 
#45. та? З: 1/1. — 846. бтаф тай 3; дтаз(25у за). 
#43. поз. #4%. 7/, тазу 3. #49. 77. #53 .5.. 
#53. 7х. $4. 92 р. 40 к. #55. 3х. #56. 2. 
#53. 6. #58. 5. #59. $ вв. д. 60. 462. 
Я61. 80°. #62. 3. #63 1/.. #64. 7 верик. 
#65 1. 166.201). #63 80. 46%. 10.145. 
ЯЗ. 7700 р. #33 41604710 р. 40 к. #35. 15 щд. 14,6 ф. 
#39. 4. #530. 103,73. #55 153/; дюйм. 88$. 2 веры. 
#53. 1069 р. 20 к. #35. 1151/.. #90. 2 вери. 
#9. 7 дюйм. #92. 2 дюйм. 893. 7600. #94. 616. 
#95. 24. 96. 0,3615. #98. 45. #99. 1694. 

200. ‹... ФО. 294. 2993. 64,63. $03 з4ьлх. 
204. 9702. 205. 24. 206. 231; 2691. 908. +... 
208. 2,56. АЯ. 243/.. 

Конкцъ. 


